BIOGRAFIA
Kurt G8del

Del 1dgie i matemdvi~ Kurt G8del s'ha dit que "la seva ca-
zegoria cientf{fica sobrapnssa la d7Buclides, la seva qualiitats

-3
ntal.lectual 4s superiosr a la d!Aristotil, les seves aporta=

i

23oms 3én comparablies zmbk les que Kant féu en la sewa "Critica

ndr

e ia Rad Pura®™ i amb agquestes paraules es vol dir que Kurt
G8é=1 és, sens dubte ni vacil.lacid, un geni del nostre segle
Perd creiem que el millor homenatge que 1li podem fer con-
sisteix en donar-ne una aproximacid - prou limitada i prou e-
xacta ~ que desperti la nostra curiositat a la seva obra i,

sobretot,; a les possibilitats que aquesta ofereix vers el futur.

Sabem que Kurt G8del no era ni alt ni baix, que tenia un
serfil angulds i el cabell 1llis i estriat de blanc; que era di-
£i{¢ii de parlar amb ell, puix era esquerp i solitari i mai no
prenia part en les converses, perd si hom li nreguntava quelcom
responia; que va néixer a Brno l'any 1906 i que es doctord a la
Universitat de Viena l'any 1930 i que va romandre en ella fins
l1'any 1938 en que es traslladi als Estats Units i es converti
en membre de 1!'"Institute for Advanced Study" de Princeton, on
esdeveni col.lega d'Einstein, de von Neumann, de Bohr, de Pauli,
de QOppenheimer, etc. Sabem que lfany 1951 rep el premi Einstein,
que l'any 1953 és nomenat "professor" de matemdtica del citat
"Institute”; que mai no intervé en politica; que l'any 1931 el
seu teorema esclatd com una bomba, obligant a von Neumann a in-
terrompre el seu curs de llicons i a Hilbert a renuﬁciar al seu

programa. Sabem que mor el 14 de gener de 1978

Qué sabem, perd, de la seva obra? Sabem que és tan sdbria

com densa i que és diversa: tracta de ldgiques de ler ordre,
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d'intufcionisme, de teoria de la demostracid, de relativitat,

de fonaments i filosofia, de teoria de conjunts; que detaquen
‘els teoremes "de completesa del cdlcul de predicats de ler or-
dre", "d'incompletesa de l'aritmética, "sobre demostracions de
consisténcia" i "de la consisténcia relativa de l'axioma de l'e-
leccié i de la hipdtesi generalitzada del continu amb els altres

axiomes".

Farem un breu comentari a aquests teoremes "clau" de G8del

El teorema de "completesa" constitueix la tesi doctoral de Kurt
G8del. Segons A. Church, "la primera formalitzacid explicita
del c3lcul de predicats de ler ordre com a sistema logic és,
potser, l'obre de Hilbert i Ackermann". Aquest formalisme no
és pas complet en el sentit que cada senténcia o la seva ne-
gacié és demostrable, perd H.i A. observen que "una qilestid o-
berta és saber si el sistema d'axiomes és complet en el sentit

que totes les férmules ldgiques que sén vidlides en cada ‘do-.
mini d'interpretacid sén dedulbles dels dits axiomes" El teo-
rema de "completesa" de G8del ddna resnosta afirmativa a la
qtestié. Diu que, cada férmula A, o és demostrable, o 1A és
satisfactible en el domini N dels nombres naturals Del seu te-
orema s'infereix el teorema de T. Skolem (1920), que enforteix
el de L. L8wenheim (1915), i que diu :"3i les férmules d'un con=-
junt sén satisfactibles en un domini no buit, son satisfacti-
bles en N® i el teorema de "compacitat" :"Un conjunt de férmu-
les és satisfactible si, i només si, cada part finiﬁa d'ell ho
és (cadascuna en un domini)®. Aquests teoremes obren les por-
tes a la construccié de models "no standards™ i a la "teoria de
models". G&del escriu en 1964 a van Heijenoort : "Skolem podia
haver reclamat amb justicia, perd no ho fa, que en el seu tre-

ball de 1922, havia demostrat implicitament : "A és demostrable
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0 1 A és satisfactible". Malgrat tot, com queell no formula
clarament aquest resultat, sembla haver passat totalment des-
apercebut, com es segueix del fet que H.i A. en 1928 no en fan

pas mencid en relacidé amb el seu teorema de completesa®

L'any 1904 Hilbert estableix un "Programa" de fonamentacid:
la fonamentacidé formalista; aixd és un llenguatge 'ben cons-
truit!' P(L) i una 1dgica'ben definida' en P(L). Aleshores la
qliestid fonamental &s la consisténcia del sistema formal. Se-
gons el programa de Hilbert les qflestions de consisténcia del
sistema s'han de resoldre dins el propi sistema S'espera, a
més, que aquesta formalitzacid sigui completa en el primer dels
sentits abans esmentats. G&del demostr&'l'any 1931 que les am-
bicions del programa de Hilbert eren excessives : Vtot sistema
formal que contingui els axiomes de Peano i la ldgica dels
"Principia Mathematica" de Whitehead i Russell no és complet¥
Ultra aixd demostrd també que V1a consisténcia d'un sistema
consistent no pot pas ésser demostrada en 1'dmbit del sistema®

Tres sén les idees clau de la demostracid de G&del : la
primera consisteix en summergir les férmules i les demostracions
del sistema en el model del sistema N - conjunt dels nombres
naturals - usant la g8delitzacid; la segona consisteix en de-
mostrar que tota relacié n-dria de N recursiva primitiva - con-
cepte en el que havien treballat Dedekind (1888), Skolem (1923),
Hilbert (1925 i 27) i Ackermann (1928) - és definible en el
sistema : aixi, si R és una relacié n-aria en N recursiva pri-
mitiva, existeix una férmula A(vl,.,,,vn), amb n variables

lliures v .,vn, tal que

1’2
R = {(ml,. .,mn) :A(El,., ,ﬁn) és demostrable en el sistema} ,
on m és el nom de m en el sistema formal; la tercera idea con-

sisteix en el seglient : si PV(L) és la classe de férmules de P(L)



que tenen lliure solament la variable v i, siAe Pv(L)’ i el
niimero de G8del de A, ng(A) =n, escribim A =An(v), i (n,m)e s
si, i només si, n==ng(An(v)) i m=ng(una demostracié de An(v))g
aleshores S és una relacid recursiva primitiva Amb elles,
G&del dedueix l'existéncia d'una férmula B(v,w) que defineix S
i pot considerar la férmula ¥ wiB(v,w) que pertany a PV(L) i
té ng igual a m; dén ¥V wiB(v,w) = Am(v)< Finalment considera
la férmula Am(ﬁ)= VYwaB(Mm,w). (Si hom interoreta,en N,Am(ﬁ)
llegird 'Séc indemostrable en el sistema'.) Finalment G&del
demostra que, si el sistema és consistent, Am(ﬁ) és indecidi-
ble, aixd és: ni Am(ﬁ), ni " Am(ﬂ)rsén demostrables Aquest
resultat constitueix el primer teorema d'incompletesa de G&del
El segon diu que, siel sistema és consistent" es pot formalit-
zar en el sistema i B &s la férmula que ho formalitza, alesho-
res la férmula 'B --Am(ﬁ)' és demostrable en el sistema i, en
conseqiiéncia, Am(ﬁ) també ho féra i sabem que és indecidible

Aquest dos teoremes d'incompletesa clouen les esnerances de Hilbert

El darrer treball de G8del que comentarem és el de la
consisténcia relativa de A . €. i de H.G.C. G8del construeix un

tipus de conjunts, anomenats constructibles, que estan ben or-

denats i, per tant, a més de verificar els axiomes de la teo-
ria de conjunts verifiquen A.€. Veu que verifiquen també H G.C
Per tant, si en la teoria de conjunts amb A.E. i H.G.C. s'ob-
té contradiccié, aquesté s’obtindria també en la teoria de con-
junﬁs. A més Gddel conjectura que tant 1'A.€. com la H G:C
eren indecidibles a partir dels axiomes de la teoria de conjunts

Aquest resul@at l'establiria definitivament Cohen en 1963-64

La tasca de‘G8del no acaba pas aqui com podem veure en
la seva bibliografia, perd creiem que aquesta mostra del seu .en-

giny és suficient per retre-li l'homenatge que Jonh von Neumann
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-1i va retre el 14 de Marg de 1951 en ocasié de la concessid a
Kurt G8del d'una medalla Einstein : "L'aportacidé de Kurt G&del
a la ldgica moderna és singular i monumental - realment és més
que un monument, és una fita que restard visible en l'espai i

en el temps".
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