EXPOSICIO INTUITIVA DEL TEOREM: DE BAYES

Joan Casulleras

El teorema de Bayes é&s actualment (1979) el punt final de
l'estudi de les probabilitats al C.0.U. i sovint constitueix un
escull considerable per als alumnes que hi arriben amb les pre-
sses freqilients al darrer tema del curs, siguin quins siguin el
curs i el tema. Moltes vegades hom salta aquest escull apre -
nent de memdria la fdrmula amb els grans perills que comporta
la dansa de probabilitats compostes i condicionades que hi fi-
guren.

Hem tractat de resoldre els problemes de probabilitats de
les causes de manera directa, amb un gran &xit aparent i tots
els alumnes han resolt els problemes que se'ls han presentat,
perd no estic prou convengut de l'oportunitat d'explicar-ho ai
xi. Ho exposo tot demanant-vos que ho experimenteu i digueu

guina conclusid en traieu.

PROBABILITATS CONDICIONADES

Una experi&ncia consta de dues parts: una primera prova
P amb els possibles resultats A i A, de probabilitats
p(d) i p(i); després es fa una prova O condicionada a P,
amb els possibles resultats B i B . Si s'ha esdevingut 2,
la probabilitat de B és p(B/A) i si s'ha esdevingut A 1la
probabilitat de B é&s p(B/A) ; igualment, les probabilitats

de B s6n p(B/A) i p(B/B).

21



51 representem pel segment ©

- P S
< - i la prcva P 1 pel © 1la pro
2 z. ! -
{
A— —— T va ¢ , la prova composta per
p B! 2 nB -~ .
~ i AN B |p P seqguida de O es podrd re
S i 1 -
- - | i
i e N € s A presentar nel rectanale PxO.
! ' - - B
@ ; A nB Suposem que & i A
et e - b
fig s6n esdeveniments complemen-—

taris i incompatibles: es cowm

pleix , doncs,
p(B) + p(d) = 1

Suposem també& que B 1 B s6n complementaris i incompatibles

i p(B/A) &« p(B/A) = 1 : p(B/A) + p(B/A)

1l

1l . Llaveors els es-

deveniments A n B, An B, A "1, B vénen representats

o

pels quatre rectangles de 1la figura I 1 les seves arees, mesu-

rades amb larea dei rectancie T x ¢ com unitat sén les pro -

i
babilitaets de cadz esdeverimant-

SR

wi

p(A)p(B/!‘s; ;o pis N {3; = pld)

p{A n B)

i
t

T

{

it

n.,]i

p(B N B) = p(B)pi(B/b) ~ By = pi&)

{ B//:‘-‘a H E-:t-

s
o)

73

3

EXEMPLE I : Tenim dues urnes amb cinc boles cadascuna. L'urns

M conté dues boles blangues i tres boles negres; l'urna N con
té 4b. blandues i1 una bola negra. Tirem una moneda i si surt ca
ra traiem una bola de l'urna M , si surt creu traiem una bola
2'N . Probabilitat de treure bola blanca.

L'experiéncia completa consta d'una prova P gque pot pre

oy

gsentar els esdeveniments A (cara) i A& (creu) amb probatili-
.1

tats 5 1 5 s la segona part &s una prova ¢ Jue pot presen-
m s

tar també dos esdeveniments, B (bola blanca) i B (bola negra).



Les probabilitats de B 1 B s6n condicionades al resultat de

oo

: si s'ha pro

la prova P . Si s'ha produit A és p(B/A) =
duit B és p(B/ﬁ) = Aixd es tradueix en la representacib:
L'esdeveniment “"bola blanca",

és a dir B , apareix com reu

fif‘B" ni6 de A nB i An B
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En aguest problema, particularment senzill, els casos po-
ssibles igualment probables vénen representats per els deu rec

tangles iguals en qué s'ha dividit P x O . Hem pogut sumar

o

les arees de la representacié dels esdeveniments & n B , A n

i
N
.

sumant els nombres dels rectangles que els representen: 2 4 4
Si els rectangles no fossin iguals també sumariem les arees co-

rresponents, que s'expressarien amb fraccions de diferent deno-

minador.

EXEMPLE II : Tenim una urna M amb 3 b. blanques i 5 b. negres;

una altra urna amb 2 b.b. i 8 b.n. Tirem un dau i si surt un 1

o un 2 traiem una bola de M : si surt 3,4,5 o 6, traiem una bo

la d'N. Probabilitat de treure bola blanca.
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PROBABILITAT DE LES CAUSES (Teorema de Bayes)

Si en el primer exemple sabem dque un cop efectuada la
prova completa ha sortit una bola blanca, puix que aquesta
bola pot haver sortit de l'urna M o de l'urna N , és a
dir que s'hagi produit & o 'y , ens podem preguntar dquina
és ara la probabilitat de A o de A . Aquestes probabili-
tats ja no sén %,-% , ja gue la informaci®é "ha sortit bola
blanca" modifica la situaci6é. En l'exemple primer els casos
igualment probables de bola blanca s6n els representats pels
Sis rectangles iguals ratllats, dels quals dos corresponen a

A2 i gquatre a A , és a dir, dos a cara i quatre a creu en la

tirada de la moneda.

La probabilitat de A (cara o urna M)} és % i la pro-
babilitat de A {(creu o urna N) és g . i
En fdrmules, si ha sortit bola blanca (B} 1la probabi-
litat de gueé provingui de l'urna M (esdeveniment &) és:
p(d)p(B/B) , casos favorables ,
p(A/B) = p(A)p(B/A) «+ p(g)p(B/ii 2_Ea805 possibles '

En l'exemple segon, si sabem que ha sortit una bola
blanca, calcularem la probabilitat de qué la bola blanca pro

vingui de 1l'esdeveniment A (urna M ) de la mateixa manera,
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perd tenint compte d'avaluar les probabilitats no pas pel
nombre de rectangles sin6 per llurs arees.

13
p(a/B) = 3*82 5 =—% = 0,4839
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CAS GENERAL

A la figura 1 la probabilitat de cada esdeveniment es mesura

per l'area del rectangle que el representa. La probabilitat
de A suposant complert B és, doncs,

p(d N B)
p(B)p(B n 8) + p(B)p(B n &)

p(d/B)

Aquesta fdrmula, amb les expressions [*] déna la fdrmula de

Bavyes:
p(A n B)

p(A)p(B/A) + p(B)p(B/B)

La generalitzaci6 al cas en qu& les proves P i Q pu-

p(A/B)

guin donar lloc a més de dos esdeveniments és immediata.



