PROBLEMES I JOCS

Per J.Llibre

En el darrer Butlletf haviem proposat el segiient problema

que Jordi Dou ens havia fet arribar :

Un poliedre té les arestes igual a 1.Una formiga camina
per les arestes de manera que quan arriba a un v2rtex elegeix,
amb igual probabilitat,qualsevol aresta excepte aquella per la
que ha arribat.El valor mitj3 del cami recorregut per a tornar
al vertex de sortida €s 6 per a alguns v2drtexs i 7'5 per als
restants.Trobar el volum del poliedre.

Jaume Pag®s ens ha fet arribar una solucié d'aquest proble
ma que ha estat premiada amb un llibre de Matem3tiques,a escollir.
La seva soluci6 és 1'Gnica que hem rebut.

La soluci6 que a continuaci® donem é&s essencialment la del
autor del problema,Jordi Dou,encara que nosaltres 1'hem forma-
litzat en llenguatge de cadenes de Markov per a poder aixi defi
nir clarament tots els conceptes que apareixen en 1'esmentada
soluci6.Aquesta soluci6 és també,llevat de petites modificacions,
la soluci6 que ens ha donat Jaume Pag2s.

Tinc que agrair a Evarist Giné la seva col.laboraci6 en la

redacci6 d'aquesta nota.

Com é€s usual v,a,c denotaran respectivament el nombre de
vértexs,arestes i cares del poliedre.Siguin 1,2,...,v els ver-
texs del poliedre.Sigui aj el nombre d'arestes que surten del

vertex j.Es clar que
v
(1 a. = 2a.
’ RE
j=1
Un fet important en la reducci6é del problema és que la pro

babilitat ij de qu& la formiga,estant en el vertex j,vagi al

veértex k,ve donada per



:%— si j és contigu a Xk,
J
(2) Piy =
0 en cas contrari.

Aquesta probabilitat s'utilitza implicitament tant en la
soluci6 de Jordi Dou com en la de Jaume Pag2s,perd no és pas
evident a partir del woviment que té la formiga.De moment 1l'ad
metem i més endavant la provarem.

Es facil de verificar que el conjunt d'estats 1,2,...,v,
juntament amb la matriu de transicio6 M=(pjk) constitueix una
cadena de Markov irreductible i ergddica.Per a totes les glies-
tions referents a cadenes de Markov veure 1'excel.lent llibre
"An introduction to probability theory and its applications"”
de William Feller, publicat per John Wiley,New York, 1968 (Hi ha
una traducci6 al castelld de l'editorial Limusa).

Denotem per p§;) la probabilitat de tenir un cami de lon
gitud n que surt del ve&rtex j i arriba per primera vegada al
veértex k.Per a la nostra cadena les probabilitats ergddiques

p, = lim pg]’z) .
n —>wo

existeixen i venen donades per les equacions :

(3) v
= Z

Pe T s PPk
De (1),(2) i (3) es té

P = 3y / 2a .k=1,...,v.

El valor mitja M del cami per a tornar al ve@rtex de sor

tida k és per definici6



Se sap que Pk és l'invers de la probabilitat ergddica Py

aixd és
/Ak = 2a/ak

Per hipdtesi només hi ha. dos valors diferents per a/mk .
6 i 7'5.Per tant només hi haurad dos valors diferents per a a, -
Aquests dos Valors,al i a2,seran soluci6 de 1'equaci6 6al=

7'5§2=23.Llavors al=5k i az=4k,on k és un enter positiu qual-

sevol.Per tant a =15k.

Sigui v (resp.vz) el nombre de vertexs amb a, (resp. a2)

1 1

arestes.Llavors vlal+v2a2 = 2a,d'on 5vl+4v2=30,equac16 que no-

més admet v =2,v_=5 com a solucions enteres positives.Per tant

1 2
v=vl+v2=7.Com que el nombre d'arestes del poliedre}a)es menor
o igual que(3)= 21,resula k=!. Resumint,v=7 i a=15.Del teo-
rema d'Euler (c+v=a+2) es té que c=10.Sigui ci,i; 3, el nom-

bre de cares del poliedre amb i costats.Llavors

... = 2a=30.
3c3+4c4+5c5+. a=30

Per tant,c=c3=10,és a dir,totes. les cares del poliedre sb6tn

triangles equilaters.Per tant

El poliedre estd format per dues pir3mides pentagonals.

unides per les bases.El seu volum és

le- V30410 V5 =~ 0'603005664.,. .

Anem ara a justificar (2).Sigui (j,k) l'estat "estar en
el vertex k,havent-hi arribat del ve@rtex contigu j".La proba-

bilitat p(j,k)(e,m) de passar de l'estat (j,k) a l'estat (£,m)

ve donada per

si k=L i j#m,
4P 5,5%) (2, m)
0 en cas contrari



El conjunt d'estats (j,k) junt amb la matriu de transicié

M=(p(j.k)(£,m)) constitueix una cadena de Markov irreductible

i ergddica.

Denotem per pﬁ?)k la probabilitat de passar de l'es

) (£, m)

tat (j,k) a l'estat (4,m) amb n passos exactament (és a dir, Fent
un cami de longitud n i no menys).Per a la nostra cadena exis-

teixen les probabilitats ergddiques

)
,k) (£, m)

’

= 1lim ng

n-—oeC

P(Jz.m)

i venen donades per les edquacions

2 »p 1
(my Ao
(5) s
Plem = (5 PE0%60 @m

De (4) i (5) es té gue

Piy,m = 1722 -

Sigui 1= la probabilitat d'estar en el v&rtex k.Llavors

Py = k_) p(j,k) = ak/Za .

j contigu a k

Considerem les segiients probabilitats

P {(k,i)]i& la probabilitat d'haver arribat a i venint del var
tex k,sabent que estem en el vertex i.

p{j \(k,i)k la probabilitat d'anar al vértex j,sabent que es-
tem en el vertex i,havent-hi arribat del veértex k.

pij la probabilitat d'anar al vartex j,estant en el vertex i.

Llavors es té :



1]

pi el 1 P, 1)/Py = YAy

1

po i l0GD ) = 1@-n
S ( i
P, = Z—. P j‘ (k:i)} P (ilk)|k=
+J k contigu 1 ’ \ E
a i,k#j
. (l/(ai—l))(l/ai) = l/ai .
k contigu
a i,k#3j

Per tant (2) estd justificat.

NOTA : Observe@u que si la formiga camina per les arestes de
manera gue guan arriba a un vertex elegeix amb igual probabi-
litat qualsevol aresta,adhuc aquella per on ha vingut,la solu-

cié &s exactament la mateixa doncs aleshores (2) és immediat.

JocC

Pascual Llorente ens ha proporcionat el seglient joc :

Tenim 12 monedes.ll pesen igual i la restant pesa diferent.
Es disposa d'una balanga.Determinar quina és la moneda diferent
i si pesa més o menys fent només 3 pesades.

Pascual Llorente ens ha dit que normalment un matematic
tarda entre 15 i 45 minuts a resoldre'l,i que és un exercici

molt estimulant per a alumnes de B.U.P.



