Com distingir una taronja d'un ddnut®

(M2tode practic a l'abast de tothom)

J. Aguadé

Una taronja i un ddnut no s'assemblen de res i tothom que
no tingui pa a 1'ull és capag de distingir-los sense cap difi-
cultat. Aquesta veritat tan evident deixa de ser-ho si prete-
nem donar-ne una fonamentaci6 rigorosa. No ens n'hem d'estran-
var: d'engd de fa 2500 anys sabem que les coses que semblen
facils deixen de ser-ho quan s'exigeix que siguin demostrades.
En qu2 ens podem basar per a distingir la forma d'una taronja
de la d'un ddnut?. Millor dit: quin criteri absolutament rigo-
r6s i infal.lible podriem donar per tal d'esbrinar sense possi-
bilitat d'error si un objecte desconegut té la forma d'un dd-
nut o bé la d'una taronja?. Per tal de veure que la resposta a
aquesta pregunta no és gens trivial, podem citar un didleg so-
cratic, possiblement apdcrif, que ens parla d'aquest tema:
Sdcrates: No has observat, amic Glauc6, aquests pastissos ano-

menats ddnuts dque tenen una forma ben curiosa?
Glaucd: Si, certament els he vistos.
S.: I creus que la forma que presenten podria confonde's, di-
guem, amb la d'una taronja?

G.: Penso que no, donat dque atbdues formes sébn ben diferents.

s Aquest article, dg manera premeditada, estd3 escrit com si
el lector no sabés ni un mot sobre Topologia Algebraica, tot
i que en general aixd no serd cert. El motiu és que es tracta
de veure que certs conceptes de Topologia Algebraica poden mo-

tivar-se facilment, adhuc als estudiants més joves.
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Penso el mateix, bon amic meu. Malgrat aixd, creus que
podries donar a un foraster que mail no hagués vist aquests
objectes ni cap de semblant, un me&tode per a distingir-
los sense error?

Li diria que les taronjes 's6bn rodones i els ddnuts tenen
un forat al mig. Crec que aixi ho entendria.

Molt possible fora que t'entengués, perd el teu m&tode no
estd lliure d'error.

€Com és aix6?

En primer lloc, no és segur que el nostre foraster incult
conegui el sentit de la paraula "rod6" i en cas de con&i-
xe'l,bé podria ser que l'apliqués al ddnut, donades les
seves formes arrodonides i al fet de que és ben apte per

a rodolar per un pendent. Tampoc no és cert que les taron-
jes siguin totes rodones. N'he vist d'allargassades com un
ou i fins de banyudes i de formes ben irregulars.
Indiscutiblament, hem de convenir en el criteri sobre l'a-
rrodoniﬁent no és pas de la mena dels que ens convenen.
Perd hi ha també el criteri del forat.

I com explicaries al nostre foraster el que és un forat?
Diria que el forat que té& el ddnut és una part del ddnut
on no hi ha ddnut.

T'has ben embolicat, amic Glaucé! Si el forat és on no hi
ha ddnut, com pot ser una part del ddnut? I si tu vols ex-
plicar qué és un ddnut, com ho pots fer basant-te en el
no-ddnut?. D'altra banda, podria molt bé ésser que a l'in-
terior de la taronja hi hagués un tros buit. Seria també
un forat i no per aixd canviaria la forma exterior de la
taronja.

Certament ara veig, oh mestre!, que no és pas facil des-
criure la forma dels objectes que hom pot veure a ia natu-

ra i con2ixer quins s6n els trets que les diferencien.



També veig que la ciéncia de la Geometria, tal com la conei-
Xem, no basta per a resoldré aquest problema...

El diadleg continua, perd aquest era el tros que ens inte-
ressava. Avui dia disposem d'una Geometria que els grecs no
van conéixer i que est3d més ben adaptada a "descriure la forma
dels objectes". Es tracta de la Topologia Algebraica, una bran-
ca de la Matemdtica que ha conegut durant el segle XX un desen-
volupament immens i que a l'actualitat ocupa un lloc preeminent
per la seva vitalitat i per les nombroses interrelacions amb
altres camps de la Matemdtica. L'objectiu d'adquest article és
posar de manifest que certes idees basiques de Topologia Alge-
braica es basen en conceptes extremadament senzillg i intui-
tius. Ho farem resolent el problema de distingir la forma d'una
taronja de la forma d'un ddnut per diversos métodes i veient
que cada un d'ells duu a conceptes importants a Topologia Al-
gebraica. Com ja Plat6 ens diu que hi pot haver taronjes i do-
nuts molt deformats, ens cal pendre una postura radical: ano-
menarem taronja a tot objecte que pugui obtenir-se a partir
d'un objecte esfeéric deformant-lo tan com volguem, sense tran-
car-lo (per exemple, un ou, un platan, una botifarra, etc.) i
anomenarem ddnut a tot abjecte que pugui obtenir-se a partir
d'un objecte de forma de ddnut, deformant~lo tan com volguem
sense trancar-lo (per exemple, un tortell, una tassa, una pipa,
etc.)

Heus aqui diversos métodes per a distinguir una taronja d'un

dodonut:
Metode l: amb un cordill

"Prengui's un cordill eladstic i faci's un lla¢ al voltant
de l'objecte en questié. Si, de qualsevol manera que es faci el
llac, adquest pot fer-se lliscar fins a deixar anar 1l'objecte,

es tracta d'una taronja. Si, per contra, som capagos de fer



un llac al voltant de l'objecte, del qual aquest no es pugui
despendre, és que es tracta d'un ddnut".

Dit breument: un ddnut pot penjar-se d'un fil sense dque
caigui (passant el fil pel forat del mig) mentre que una taron-
ja no es pot penjar d'un fil sense que pugui escédrrer-se i
caure,

Quina és la propietat topoldgica de les dues figures que
s'amaga darrera aquesta construcci6é del cordill? Es tracta din
invariant topoldgic de gran importancia, anomenat grup fona-
mental. Anem~ho a veure: Un llac¢ al voltant d'una taronja o
d'un ddnut no és res més que una corva tancada dibuixada sobre
la superficie. Dir que el cordill és elastic vol dir que consi-
derem equivalents dues corves que puguin transformar-se una
en l'altra per una deformacié continua, pel que se'n diu una
homotopia. El mdtode anterior es basa en qué, sobre l'esfera,
tota corva tancada pot contraure's fins a un punt, mentre que
sobre el ddnut hi ha corves tancades que no poden contraure's
fins esdevenir un punt. & Topologia es diu que l'esfera és un
espal simplement connex wmentre que el ddnut és un espai no sim-
plement connex.

El metode del cordill distingeix entre una taronja i un

ddnut pergud@ ambdbs objectes tenen grups fonamentals diferents.

Me&tode 2: amb un ganivet.

"Faci's un tall de banda a banda de l'objecte en questib.
Si no queda dividit en dues parts és que es tracta d'un ddnut.
Si, de qualsevol manera que es faci el tall, sempre queden dos
trossos separats, és que es tracta d'una taronja".

Dit breument, sempre dque donem un tall a una taronja la
partim en dues parts, perd segons com tallem un tortell, cal
fer dos tall per a separar-ne un tros.

Anem ara a veure com també aquest mé&tode d'aspecte poc



cientific es basa en un invariant topoldgic de gran importan-
cia: es tracta d'un cas particular dels anomenats frups d'ho-
mologia. Pensem, per exemple, en la superficie d'un ddnut. Po-
dem dibuixar-hi corves tancades, per exemple les corves c

, ¢_. Podem també considerar families finites de
4 5

corves tancades, Aixi, per exemple, podem considerar les cinc

corves tancades anteriors que formen una familia c c c

1’ Cpr C3¢
4 %5 - Designarem aquesta familia per c + c, + c3 + c4 +
Cg- Si considerem el conjunt de totes aquestes families,

veiem que es tracta d'un grup abelid perqué podem definir la

(o]

suma de dues families com la uni6, el.liminant els termes re-
petits. Per exemple, la suma de la familia < + c, + 3 + i
la familia ey + S, + cg serd la familia ° + c2 + Cy + cg-
Tenim, doncs, un grup abelia que s'anomena grup dels cicles.
D'altra banda, podem considerar sobre la superficie del dd-

nut zones que puguin recobrir-se amb un disc de material e-

‘lastic, per exemple, les zones dl, d2,




Fixem-nos ara en que cada una d'aguestes zones presenta una
vora que pot descriure's com una unib6 de corves tancades. Per
exemple, podem dir que la vora de dl és c2, la vora de d2 és
c3, la vora de d4 és c4 i la vora de d3 és Cl + c5. Aixd ens
diu que tenim uns certs cicles que sbén vora de zones planes.
De fet, aquests cicles que sbébn vores formen un subgrup del
grup dels cicles, anomenat el subgrup de les vores. Podem ara
definir un grup H que sigui elquocient del grup dels cicles
pel subgrup de les vores. Aquest grup H és el que s'anomena
"primer grup d'homologia a coeficients mddul 2". Quant wval?
Com pot calcular-se? Aqui és on intervé la Topologia Algebrai-
ca i estudia propietats d'aquests grups que ens permeten de
calcular-los. El resultat és aquest: per a l'esfera el grup
val zero, per a la superficie del ddnut el grup val Z /2 @
Z /2.

Quina relaci® hi ha entre aquests grups d'homologia i el
nostre medtode del ganivet? Molt senzill: si el grup de l'esfe-
ra val zero, aixd vol dir que tot cicle és vora, és a dir, que
tota corva tancada limita una zona de la superficie. Per tant,
si tallem seguint qualsevol corva tancada sempre obtindrem dos
trossos. En canvi, al ddnut hi ha cicles que no sbn vores (per-
qu2 el grup d'homologia és diferent de zero), és a dir, hi ha
corves tancades que no limiten cap zona de la superficie, és
a dir, que no separen el ddnut en dues parts. Si tallem per
una d'aquestes corves (per exemple, la corva = n'és una) no
obtenim pas dos trossos, sin6é un de sol.

El m2tode del ganivet distingeix una taronja d'un ddnut

perqu2 ambd6s objectes tenen grups d'homologia diferents.

Metode 3 o de les parcel.les

"Imagini's que la superficie de 1l'objecte en questi6 és

un terreny a parcel.lar i faci's una parcel.laci6 ben feta



diferents.

Metode 4 o dels colls i montanyes

"Col.loqui's 1'objécte en questi6 dret sobre una taula i
miri's com si fos una zona de terreny. Presentard cims i colls.
També presentard anti-cims, és a dir, cims cap per avall i
anti-colls, és a dir, colls cap per avall. Si presenta carenes
horitzontals o zones planes, les deformem una mica (o inclinem
una mica la taula) per tal de qué deixin de ser horitzontals.
Sumi's el nombre de cims i anticims i resti's el de colls i el
d'anti-colls. Si dbna 2, é&s una taronja, si d6na zero, &s un
ddnut".

Posem un exemple: Si posem la taronja, el ddnut i una ta-

ronja deformada en la forma segiient:

A

A

%

A

observem que A és un cim, B un anti-coll, C un coll i D un an-
ti-cim.

Darrera aquest m2tode s'amaga la part més elemental de
1'anomenada "teoria de Morse" que estudia funcions reals defi-
nides sobre varietats. En el nostre cas, sobre la taronja i el
ddnut posats sobre la taula tenim la funcié "algada" que asso-
cia a cada punt de l'objecte la seva algada referida a la taula.
Que s6n els cims, anticims, colls i anti-colls? S6n, simplement,
els maxims, minims i punts d'inflexi6 de la funci6 alcada, és

a dir, els punts en qué la derivada s'anu.la, els punts anome-



amb parcel.les de forma i mida arbitraria, separades entre si
per linies. Anomenem plaga al lloc on es troben tres o més
d'aquestes linies i carrer als segments entre dues places.
Sumi's el nombre de parcel.les amb el de places i resti's el
nombre de carrers. Si db6bna 2, es tracta d'una taronja, si dé-
na zero, é&s un ddnut".

Aquest métode gairabé magic es basa en 1l'invariant topo-
1dgic més antic que es coneix, anomenat "caracteristica
d'Euler". Es tracta d'un enter que es pot definir a partir
dels grups d'homologia de qué hem parlat al tractar el meto-
de del ganivet. Val 2 pel cas d'una esfera i val zero pel cas
de la superficie d'un ddnut. Un dels teoremes més bonics de
la Topologia Algebraica diu que si sumem les parcel.les i les
places i restem els carrers obtenim la caracteristica d'Eu-
ler de l'objecte en questi6 i aix6é independentment de com ha-
guem fet la parcel.laci6! No és meravellbs?

Cal dir unes paraules sobre l'observaci6é de qué la par-
cel.laci6 ha de ser "ben feta". No donaré una definicidé rigo-
rosa del que és una parcel.lacibé ben feta, perd es refereix,
per exemple, a que les parcel.les han de tenir forma més o

menys poligonal, és a dir, una parcel.lacié6 com la seglient

no s'admet perque la percel.la A té una forma no permesa.
El m2tode de les parcel.les distingeix una taronja d'un

ddnut perque ambdbs objectes tenen caracteristiques d'Euler



nats critics. Per tant, quan comptem els "accidents del terreny"
estem de fet comptant els punts critics d'una certa funci6é real
definida sobre l'objecte. El primer teorema de la teoria de
Morse diu dque la suma (algebraica) dels punts critics de qual-
sevol funci6 definida sobre una superficie coincideix amb la
caracteristica d'Euler de la superficie, de la qual hem parlat
al mdtode de les parcel.les. I aix6 independentment de la fun-
cibé que prenguem (sempre que tingui només un nombre finit de
punts critics)!

El meétode dels colls i muntanyes distingeix una taronja
d'un ddnut perquéd ambdbs objectes admeten funcions reals amb

diferent nombre de punts critics (compats amb el seu signe).

Podriem encara citar altres metodes, perd ja n'hi ha prou.
Hem vist com conceptes que hom podria considerar "superiors"
com ara el grup fonamental, 1l'homologia, triangulacions d'una
superficie, caracteristica d'Euler, teoria de Morse, punts
critics de funcions, etc. s6bn, en el fons, senzills i intui-
tius. També hem vist que la "geometria que s'ocupa de "des-
criure les formes dels objectes” com l'anomenava Platé, la To-
pologia Algebraica, com &s ara coneguda, és un camp d'una im-

portancia pedagdgica considerable, injustament inexplorada.

Exercici: Modificar 1l'article anterior alld on calgui i conver-

tir-loen un titulat: Com distingir un ddnut d'un cantir.

(Nota: Al llarg del text anterior utilitzem els mots "Topolo-
gia Algebraica" en un sentit no te&cnic. De fet ens referim a
una se@rie de disciplines que avui dia estan més o menys indi-

vidualitzades: Topologia Algebraica propiament dita, Topologia



Diferencial, Toplogia Geom2trica, Geometria Diferencial Glo-
bal, etc. Normalment hom es refereix a totes aquestes disci-
plines amb el nom comt@ de Topologia, perd nosaltres ho hem
fet per a evitar la confusi6 amb la Topologia General que és
una branca independent que practicament no té res a veure

amb tot aixb.)
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