LA HISTORIA, UNA EINA ESSENCIAL PER
A LA DIDACTICA DE LES MATEMATIQUES.

Grup d'Historia i Didictica de les Matemidtiques

" La ciéncia creix per processos mixtos d'anilisi

i de sintesi. Tots aquests processos romanen o-
cults en les exposicions sint&tiques de la Ci&ncia
utilitzades sovint en l'ensenyament. Cercant una
economia d'exposicib que acostuma a ser més aventa
josa per qui exposa que per qui la rep, s'ha anat
accentuant cada cop més la separaci8 entre dos pro
cessos que mai no haurien d'haver-se divorciat: el
de la génesi dels coneixements i el de la seva trans
missis. -

( Puig Adam )

1.- Les Matemdtiques, un sistema deductiu?

Aprendre matemdtiques, ensenyar-les, fer-ne'n, ... sbn
formes verbals que adquireixen significats en un determinat marc
social i econdmic que predisposa els individus a una determinada
linia de treball, i al mateix temps crea una expectativa que apun
ta a l'assumpcib d'objectius extramatemdtics. Prescindir d'aquest
context social &s fer abstraccid d'alld que ni &s superflu ni se -
cundari, sin6 essencial per a fer de l'activitat matemdtica una
qﬁestid intel.ligible i comprensible des d'un punt de vista teleo-
13gic.

Des del Reneixement les matemdtiques han esdevingut una
‘eina indispensable per a poder aprofondir en gualsevol disciplina
cientifica. Darrerament han adquirit fins 1 tot un rol de primera
magnitud en camps tradicionalment allunyats d'ella,‘i tan diferents

(aparentment) com la Biologia i 1'Economia. Fet i fet, les mate -
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m3tiques mai no han gaudit de tan valor social com en l'&poca ac
tual, valor reconegut en la insistent preocupacib6 de la majoria

de pares quan pregunten: com va el nen en matemdtigques? I no obs
tant, qué succeeix per que les matemdtiques siguin un terreny as-
pre, i per qué no dir-ho, poc grat, per a la majoria d'alumnes que
cursen estudis mitjans, adquirint molts d'ells una definitiva avexr
si6 per aquesta maté&ria? Pensem que no es pot cloure aquest inte-
rrogant amb la cldssica resposta: les matemdtiques s6n diffcils i
tan sols alguns cervells privilegiats poden accedir als bastidors
dels seus arcans.

Si diffcil fou per a Poincaré i Hadamard endinsar-se en
l'estudi del problema d'explicitar els factors intel.lectuals que
intervenen en l'acte del descubriment matemdtic, no ho seria menys
l'estudi dels factors que poden fer de les matemdtiques un objecte

apassionant o una matéria que suscita l'aversi6. I en canvi la
‘questié no estiexempta d'un gran inter&s des del punt de vista de
la didactica...

Quines matemdtiques oferim als nostres alumnes per a des-
vetllar el seu inter@s, i convertir l'energia infantil en acci&?
La simple contemplacib d'un rosari de teoremes i resultats, que es
van erigint com un gran gratacels, pot éngrescar els alumnes a in-
teressar-se per aquesta construccid? O per ventura seria preferi-
ble transmetre la idea que "darrera d'un problema interessant,
potser s'oculta una construccié harmoniosa, bella i elegant? Qui
vol embarcar-se en aquest dubtSs potser?".

El que avui s&n teoremes que, sustentats els uns amb els

altres, conformen una teoria d'una branca matemdtica foren en algun
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temps una seérie de problemes per resoldre que en el curs de molts
tempteigs van anar configurant un coneixement més profund del te
ma. Mé&s endavant la necessitat de sintetitzar els resultat més
importants i d'ordenar-los, aixi com el de vestir-los amb rigor,
va deliniar una forma concreta de presentar aquells resultats als
matemdtics professionals amb un llenguatge especific, molt allu -
nyat de l'emprat en el trancurs de la resolucib. Aquest procés
que s'ha anat repetint al llarg dels temps no &8s el que es presen
ta als estudiants, sind que ens limitem a oferir el producte aca-
bat, que &s molt més fred i sovint exempt d'un significat directe
i intuiftiu. No &s cert que moltes de les matemitiques que presen
tem apareixen com una gran tautologia, molt allunYada del terreny
dels problemes gque suscitaren tal o qual teoria? I el llenguatge
emprat, no se sembla per desventura a una semiltica per a entesos,
completament aliena a la psicologia dels alumnes que l'estudien ?
No estarem fent com aquella casta de sacerdots egipcis, que dispo
saven d'un doble llenguatge matemdtic, 1l'un secret per a usar en-
tre ells i perfectament intel.ligible, i l'altreobscurantista i md
gic, destinat a la poblacif per a suscitar una admiracid i reconei
xement d'autoritat i de poder?

En els filtims temps ha predominat la tend&ncia a enfocar
1'ensenyament de les matemdtiques des d'un punt de vista 1ldgico-de
ductiu, comengant, des dels primers estadis d'estudi, per esta -
blir un llenguatge especificament matemdtic, el conjuntista, a par-
tir del qual poder assentar els conceptes aritmétics, geométrics,
després algebraics, etc ... Semble prou evident que les prebcupa-
cions per a fonamentar les matemdtiques, suscitades a comengament
del nostre segle no sbn alienes a la presentacié 18gico-deductiva
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que comentavem. No &s objectable l'ordenacil dels resultats ma
temdtics a partir de l'esquema anterior gque unifica amb un mateix
llenguatge i amb unes mateixes bases, branques aparentment allunyades
de les matem3tiques. Aquesta sintesi estd feta per aquells mate-~
mdtics professionals que necessiten posar ordre en tots els desco
briments anteriors, i estructurar-los, esporgant d'ambiglietats els
distints teoremes i . demostracions. Perd, servird el mateix es -~
quema coma lfinia orientativa de 1'aprenentatge de les matemdtiques,
per a équells no acostumats a tractar amb aquestes?

Les matemdtiques pensades com un gran i finic edifici que
es pot anar construint d'una vegada per totes, &s una idea que es
t3 en contradicci6 amb la din3mica real d'aquesta construccié
que requereix constants remodelacions i reconstruccions. Si co
mencem a deliniar unes extenses bases per a fonamentar 1l'edifici
matemdtic en l'aprenentatge, la forma i sentit d'aquests fonaments
potser seran molt clars per a l'arquitecte que imégina 1'estruc-
tura acabada, perd quin sentit hi trobaran aquells infeligos in-
capag¢os d'imaginar l'estructura global de 1l'edifici? No hi veu
ran una gran arbitrarietat i un contrassentit, que pugnari amb el
seu sentit comli i amb la necessitat de simplificaci? No sera3
preferible construir provisionalment i reconstruir més endavant

d'acord amb les necessitats que es presentin en 1'aprofondiment ma-

tematic?

2.~ Reivindicant la Histdria de les Matem3tiques

Les Matemdtiques com un gran i finic edifici deductiu &s
una idea tan falsa com captivadora per la seva esquemitica simpli

citat. Aplicada a l'ensenyament, en particular, va cristal.lizar
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en un nucli ideoldgic perillosament coherent: els nombrosos fracas
sos: que es produeixen en l'aprenentatge de les matem3tiques, pen-
saven i deien fa vint anys els partidaris de la "matemitica moder
na", sén deguts essencialment als defectes i mancances de les pre-
sentacions cldssiques mancadesde definicions prou precisses, del

llenguatge formal imprescindible i de plantejaments proﬁ generals,
aixi com plenes de deducciones inadmissibles des del punt de vista
del rigor. Una de les obligacions necessdries d'un bon ensenya --
ment de les Matemdtiques era, per tant, ensenyar unes Matemidtiques
proveldes d'una estructura deductiva com cal. Si oferim a la con-
templacif dels estudiants un sistema inundat de veritat indubtable,
cap intel.ligéncia normalment contituida el deixaria d'entendre.

La coheréncia d'aquest sistema d'idees &s mé&s aparent
que real. Pressuposa una série de caracteristiques sobre els meca
nismes d'aprenentatge que s6n falses, alhora que es recolza en una
visib parcial de les Matemdtiques; una visid que elimina els proce-
ssos creadors que necessdriament, com hem dit m&s amunt, sempre han
precedit l'organitzaci6 axiomdtico-deductiva de qualsevol branca
de les Matemdtiques.

La histdria de les Matemdtiques &s fonamental per a arri
bar a capir quins sén els trets m&s significatius i m&s pertinents
d'aquesta disciplina, especialment per a arribar a tenir una visid
realista de la gé&nesi dels seus conceptes i principals resultats.
Qualsevol dels conceptes considerats "claus" de les Matemdtiques té&
darrera seu una histdria llarga i sovint molt complexa. Perd &s una
histdria f&rtil, una histdria feta de petits o grans avengos a tra-
vEs de diferents estadis de desenvolupament. En cada un dels seus

estadis de desenvolupament, aquests conceptes (lImit, funci6, deri-
47



vada, equacib, grup, etc.) funciondven i resolien determinats pro-
blemes. Era, precisament, la necessitat de resoldre nous proble-
mes el que feia que els conceptes assolissin nous estadis, que fos
sin refinats, que llurs definicions esdevinguessin m&s precises.
Una cosa semblant passa amb els resultats o teoremes. La majoria
d'ells han estat, d'entrada, conjectures sense més contingut que
una gran evidéncia "empirica", entenent aquest mot en sentit estric
te. Entenent, per exemple, que una sé&rie de relacions com (x*1) (x-2)=
=X2ﬂ?2,eﬂh, fan evident la relacid (x—al)(x-az)...(x—an)=xn+ ceeys
la gual, per la seva banda, fa evident la conjectura gque un po-
linomi de grau n tindr& exactament n arrels, iguals o repetides
reals o no.- Després, els resultats rebien un primer recolzament
tedric per una série de demostracions discutibles. Apareixia, fi-
nalment, una demostraci6 (o demostracions) sobre la validesa de la
qual existia el consensus dels millors matemdtics de 1l'é&poca. Adhuc
équestes demostracions, perd, han pogut ser considerades incompletes
ponderades amb els criteris de rigor 10gic d'&poques posteriors, es-
pecialment si aquestes estaven prou allunyades en el temps de la pri
mera. Durant tot aquest proc&s, perd aquests resultats encara no pro
vats o malprovats no deixaven d'estar presents i d'actuar dins del
conjunt de coneixements matemdtics. Per exemple, que un polinomi té&
un zero real sempre que pren valors positius i negatius va ser una
cosa utilitzada per tothom, Gauss inclds, sense cap demostracid, sen
se que ningf, fins ben entrat el segle 19, mai no tingu&s el senti-
'ment que calia perdre el temps demostrant una cosa aixf.

Des d'aquest punt de vista, el con@ixer la histlria de
les matemdtiques hauria de ser obligat pel futur llicenciat en Mate

mitiques: &s el contrapés necessari a la formacid universitdria ac -
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tual que destaca excessivament la organitzaciS 1l3gico-deductiva
dels resultats matemdtics ja assolits.

Si important seria gque qualsevol professional de les
Matemdtiques tingu&s una bona perspectiva hist6rica per tal
que la comprensib dels aspectes culturals, filosdfics i cienti -
fics de la seva disciplina fos més completa i menys unilateral, pot
ser encara ho seria mé&s assegurar aquella perspectiva en els futurs
professors de Matemdtiques. Cimc anys de llicenciatura i cap ex-
periéncia docent fan que el mestre, quan comenga la seva vida pro
fessional. no tingui d'altres criteris didactics que els que bona
ment pot extreure de la seva experi&ncia com alumne i de la concep-
ci6 que s'haurd format d'allS que la seva asignatura, com a cié&n -
cia, &s. I succeeix moltes vegades, a mé&s,que acuesta experi&ncia
i aquesta concepci6 primeres extretes de la Universitat, que hau-
ran dirigit els millors i mé&s il.lusionats esforgos de recerca di-
dictica de molts ensenyants, cuallen finalment en una s&rie d'idees
i actituts conservadores, desprovelIdes ja del poder actiu que te;
nien de bon principi, perd amb un poder passiu considerable, &s a
dir amb una notable capacitat per a justificar una certa practica
més o menys rutindria.

Al costat del paper gen@ric que acabem de descriure dins
de la formaci8 dels llicenciats en Matemdtiques, la seva histdria
t& dues funcions especifiques i fonamentals dins de la seva diddc-
tica. Una, la més coneguda, &s la de font de dades histdriques
més o menys rellevants o curioses que motiven l'alumne i que aju-
den a trencar la monotonia acad&mica. Aquesta vessant &s prou evi
dent i1 s'estd imposant a tot arreu sense dificultats. Només cal

dir al respecte que aquesta direccid de treball pot generar esfor
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¢os malaguanyats per poc ambiciosés. L'interés principal d'uti-
litéar‘dades histdriques concernents a autors i resultats de les
Matemdtiques no rau en l'element de distraccié i curiositat que
una an&cdota introdueix dins d'una classe, tot i que aixd &s bo.
La histdria d'una ci&ncia ha de servir per a alguna cosa m&s que
per a explicar "batalletes" i an&cdotes fora de context. Ha de
ser pensant en desvetllar en els alumnes el complex proc&s inter-
disciplinar de formaci6 del coneixement cientific, ha de ser pen-
sant en posar al seu abast alguns exemples importants d'interre-
lacid fértil entre la cié&ncia i la cultura, ha de ser pensant en
donar-los elements que els ajudin a entendre les mltiples i sub-
tils relacions i condicionaments que sempre han existit entre la
ciéncia i la técnica, l'economia i les ideologies, ha de ser pen-
sant en aquesta amplia dimensi6 cultural com cal integrar els punts
de refer&ncia histdric dins d'una bona didactica.

La segona funci6 especifica que correspon a la histd -
ria de les Mateml3tiques dins de l'ensenyament &s el d'eix de refe
ré&ncia i element fonamentador de processos d'aprenentatge. Per a
entendre la importd3ncia que nosaltres atorguem a aquesta funcid,
cal tenir present les seglients consideracions. L'ensenyament de
les Matem3tiques que parteix de coilcebre-les com un gran edifici de-
ductiu calca la introduccib dels conceptes i el desenvolupament
dels temes a ensenyar d'alguna de les possibles organitzacions
axiomatico-deductives que el tema pot rebre. La "diddctica" d'a-
quest tipus d'ensenyament es redueix a buscar exemples que il.lus-
trin les definicions i a esmicolar mé&s o menys les demostracions.
Un proc&s d'aprenentatge d'aquestes caracteristiques sempre serd

defectubs perque identifica la 18gica del pensament real amb la
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18gica deductiva d'una teoria organitzada axiom3ticament. Un pro-
c&s aixf no t& en compte les caracteristiques del desenvolupament
de la capacitat 13gica de 1l'alumne, que depén de l'edat, i genera
rd tot sovint conflictes d'inadequacib entre el que &s ensenyat i
el que l'alumne realment pot aprendre. Aquesta perspectiva mai no
té€ en compte les dificultats del qui apr&n i els obstacles reals
que ha de superar per fer seus uns coneixements, els quals, en ge-
neral, no tenen res a veure amb les dificultats que sorgeixen a
1'hora d'encabir-los dins d'una estructura axiomdtico-deductiva.

En front d'aquestsplantejaments, les veus que reclamen
dna alternativa s6n cada vegada m&és nombroses. Desgraciadament,
perd, la majoria de treballs i de materials didactics que prete -
nen ser-ho sbn el,laborats sense cap m&s criteri que la experi&n-
cia docent i la intuicif. Alguns d'ells, obsessionats pel cardc-
ter deformador de la matem3tica moderna i dels plantejaments didac
tics associata a ella, es veuen m&s preocupats per donar una nova
imatge de les matemdtiques que per l'efic3cia formativa de la nova
didactica que es vol impulsar. D'altres es veuen innecessiriament
preocupats per arribar a ensenyar els conceptes matemdtics tal i
com apareixen formalitzats en qualsevol manual ordinari. Es trac-
taria, per exemple, d'arribar, altravés de 1'andlisi de molts ca-
sos concrets, a la definici6 de funcib per parelles ordenades, de
la de 1limit per @&psilons, etc. Aquest inductivisme d'anar per ca-
sa no estd tan lluny com sembla de la concepcié formalista de la
didactica: el que pretén &s trobar la manera de fer pair les ma -
teixes coses.

No hi haurd sin6 una manera de bastir una estructura

efica¢ per a l'ensenyament de les Matemdtiques en els nivells b3-
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sic i mitjd: tenint en compte les dades que la moderna psicologia
de la intel.ligencia proporciona sobre els diferents estadis de
desenvolupament de la capacitat 18gica atravessats per qualsevol
individu des de la infantesa fins a assolir la intel.ligéncia adul
ta. La histdria de les Matemdtiques, desvellant els processos de
constitucib dels conceptes i resultats, apareix com una eina didéac
tica imprescindible dins d'aquesta perspectiva: a partir d'ella es
poden con&ixer les limitacions i possibilitats que t& un determi-
nat enfocament d'un tema, fins a on es pot arribar amb tal o tal
grau d'abstraccif, qué& donard de si un concepte només presentat
dins de certs casos particulars, quins conceptes estan "natural -
ment" relacionats entre si, fins a on es pot portar l'estudi d'un
determinat problema sense ultrapéssar un marc donat de plantejaments
de tal grau de concrecib, etc., etc. Una eina capag¢ de proporcio-
nar uns eixos de refer&ncia adequats i potents per a superar el de
ductivisme esterilitzant i l'empirisme Egig. '

El plantejament que aqui estem defensant es recolza en

1l'anomenat principi gen&tic, defensat, entre d'altres, per H. Poin

caré, F. Klein, Toeplitz i, en el nostre pais, per Rey Pastor i
Puig Adam. Segons aquest principi, cada individu atravessa mé&s o
menys les mateixes etapes conceptuals que atravessd histSricament
la humanitat. El tret rellevant d'una metodologia inspirada en
aquest principi &s que pressuposa que cada individu haurd de supe
rar dificultats intellectuals semblants a, o relacionades amb, les
dificultats que han estat vengudes en tots els problemes centrals
de la histdria de la ci&ncia.

Ha de ser sobre la superacib d'aquestes dificultats que

cal vertebrar l'aprenentatge de les disciplines cientifiques. Alld
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que dbna lloc a un més gran aprofondiment de la matéria gque hom
estudia no &s la seva exposicid ordenada l8gicament, sind 1'enfron
tar-se directament amb els problemes rellevants. Es el redescobri-
ment dels fets alld que millor prepara 1l'individu, que aprén, per
a assumir Integrament el contingut d'una determinada teoria mate-
mdtica. Es clar que aix® requereix una m&s forta intervencid de
l1'alumne en el seu propi procé&s d'aprenentatge, i que queda sub -
vertit el principi d'adquirir un mdxim de coneixements en un minim
de temps. Perd creiem que el problema de l'aprenentatge no &s un

problema de quantitat d'informaci6, especialment en 1l'ensenyament

mitja.

3.- El treball del G.H.D.M.

En el Grup d'Hist8ria i Diddctica de les Matemdtiques,
dins d'aquestes coordenades gen&riques, hem estat estudiant la gé&-
nesi i el desenvolupament dels conceptes algebraics fins als ini -
cis de la geometria analitica. Hem analitzat el procés histdric
pel qual l'aritm@tica esdevingué& 3lgebra, i com aquesta, de ser

una simple part superior de l'aritm@tica, esdevingu& una eina po-

tentissima i molt apropiada per a ser aplicada a problemes, els geomé
trics que superaven ei marc tradicional de la geometria sintética
clissica. La primera part del nostre treball, que serd publicat
per‘l'I.C.E. de la Universitat Autondma de Barcelona, estd actual
mente en premsa.

Podem destacar algunes conclusions respecte a l'ense-
nyament de 1l'3lgebra en els darrers cursos de 1'E.G.B. i els pri-

mers del B.U.P.:

i) No é&s convenient accedir directament a 1'Gs de lletres per a
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designar inc8gnites ni a les regles per a la resolucid d'equacions
de primer i segon grau sense haver desemvolupat abans suficientment
els m&todes aritm@tics de ressolucib dels tradicionals problemes de
plantejament. 1,'Gs delletres i les regles associades a la resolucid
d'equacions no han d'apareixer com un joc de mans que funciona bE,
sin6 com un mecanisme d‘'automatitzacié de certs processos d'opera -
tivitat numé@rica que es repeteixen sistemdticament en el transcurs
de la resolucid d'un ventall molt gran de problemes aritmétics.

Tan sols en el moment gue es pren consci@ncia de la reiteracid
de certes operacions en un mateix ordre, estard preparat el terreny
per a automatitzar la resoluci6 amb els simbolismes i regles per -

tinents.

ii) El1 llenguatge algebraic no t& res de natural ni de evident.

és un error de conseqliencies greus introduir-lo prematurament i
fer-ho d'una vegadaper a totes. Assolir una bona comprensif de les
regles del cdlcul literal &s un important problema diddctic que
cal resoldre poc a poc 1 sense introduir aquestes regles des de
fora de 1l'alumne. és bo que en les etapes inicials cada alumne es
doti de les seves prdpies simplificacions (que, al principi, seran
una mena de taquigrafia), per procedir despré&s a la unificacid de
simbolismes per conveni.

iii) En una primera etapa, les demostracions de les regles alge -
braiques no poden sustentar-se en el cdlcul literal, doncs els me-
canismes intel-lectuals gue entren en joc en una demostracid d'a-
questes caracterfstiques ultrapassen la capacitat de qualsevol
alumne amb menys de 14 =15 anys. Cal explotar el recurs al rano -
nament aritm@tic o geomé&tric, de contingut menys abstracte que el

cdlcul literal. Educar l'esperit per a servir-se dels esquemes
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geométrics, per tal de veure les relacions que s'estableixen entre
determinades magnituts i variables, pot donar molt bons resultats,
a part d'establir una practica que sempre serd valida. No fer ser-
vir els ulls en les matemdtiques es tancar una finestra que pot
ser molt necessdria per a poder veure despr&s sense necessitat 4d'u-
sar la vista.
iv) El sentit que s'atorga a la idea de demostrar un resultat mate-
mdtic sofreix una evolucib molt forta fins a assolir una etapa ma-
dura. En els primers estadis, una persona normal i corrent, en té&
prou per a satisfer les seves exigé@ncies de validesa amb comprovar
i veure si el resulat funciona en diferents casos concrets. Cal
respectar aquest sentiment cada vegada que sigui impossible arribar
a fer veure la necessitat d'un montatge mé&s elaborat per a justifi-
car el resultat en gliesti6. Serd molt m&s interessant dedicar-se
a explotar les conseqliencies que hom podrd extreure d'aquesta "ve-
ritat" ( indubtable) als ulls de l'alumne), que no trencar una pro-
gressib d'aprenentatge per tal de calmar el nostre particular or -
gullrigoristic. Mé&s endavant la necessitat d'una fonamentacid
més ferma apareixerd per ellamateixa en l'esperit dels alumnes, i
serd aleshores quan esdevindrd plenament eficient l'esforg¢ que cal
dr3d esmerg¢ar-hi. ’

Per concloure, a manera de resum, podriem dir que hem
arribat a la conclusié que cal capgirar la perspectiva i 1l'o-
rientacib de les Matemdtiques que s'ensenyen a 1'E.G.B. i al B.U.P.
Capgirament radical de l'esquema axiomdtico-deductiu com a model
de referéncia per a la ci@ncia que pretenem ensenyar. Amb aixd no

farem siné seguir els consells d'un mestre il.lustre: "Fer deva-
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llar del mé&s alt els conceptes de 1'Andlisi &s didicticament equi-
vocat, histlricament absurd, conceptualment hipertrdfic i cienti-

ficament infitil." (Rey Pastor, Elementos de An8lisis Algebraico).
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