PROBLEMES I JOCS

per Jaume Llibre

En aquest Butlleti donarem la resposta deguda a Pere
Ara, Ferran Ced6 i Armengol Gasull al joc proposat en el darrer But
lleti. S'han rebut altres respostes perd no eren del tot correc-

tes. També& proposarem un problema degut a Pedro Puig.

1.- E1 problema dels 3 recipients

Donats tres recipients de m+n , m 1 n litres, el
primer ple d'aigua i els altres dos buits, volem col.locar (m+ n)/2
litres en els dos recipients mé&s grans sense utilitzar res m&s que
els tres recipients. Caracteritzeuels m i n pels quals tenim

soluci6 i doneu un algorisme que permeti arribar a la solucifb.
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Solucib:

Mentre preniem el café ens vam posar a resoldre el pro
blema de dividir en dues parts el contingut d'un barril de 81.,
ple d'aigua tinguent nomé&s dues mesures de 3 i 51.

Ben aviat, seguint els seglients passos, vam arribar

a la soluci6 (n'hi ha alguna amb menys passos).

8 1. 5 1. 3 1.
8 0 0
5 0 3
5 3 0
2 3 3
2 5 1
7 0 1
7 1 0
4 1 3
4 4 0o

Observant aquesta solucib s'ens va acudir el seglient algorisme,
intuint que sempre funcionaria.
Diguem P, M, G als pots petit, mitjd i gran respec-

tivament.

Algorisme:

1- Omplir P amb G , passar a 2.

2- Buidar P dins M, si hi cap, i passar al. Si no hi cap, pas
sar. a 3.

3- Omplir tot M amb el que es pugui de P i passar a 4.

4- Buidar M a G 1 passar a 5.

5- Buidar el que ens quedi de P a M 1i passar a 6.

6- Si hem arribat a la solucib parem, si no passem a 1.
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Provarem que aquest algorisme funciona sempre que el problema ge
neral (amb barrils de m+n , m, n litres (m > n)) tingui solu
cib, i oue aquesta existeix si i nom&s si

m = 2ln
amb (ml,Z) = (n1,2) =1

on 1, n,, m € IN.

Abans de demostrar-ho, veiem algunes conclusions obvies d'aquest
resultat:

- Només hi ha solucifé quan n+m &s parell.

- Si els dos s6n senars (m i n) sempre hi ha soluciéb.

- S8i n=2, m=4 el problema no té soluci8.

Demostrem ara els resultats.

Veiem que una condici6 necessdria perqué el problema tingui solu-
cibé &s que:

(1) XK, A€W amb K>1, 0sAd <n on d = (m,n) tals que
m= (2K - 1)n+2Xd

Per a demostrar (1) veiem que la segilient afirmacS &s certa:

(2) "El No. de litres que hi haa P,M i G &s "sempre" un mdl-
tiple de 4d". -

Demostrem (2) per inducciS sobre el No. de "moviments simples”
que es realitzen, on ﬁn moviment simple consisteix en abucar el
contingut d'un barril en un dels altres dos, posant tot el que hi
capiga, (&s obvi que tot moviment &s composici6 d'aquests movi -
ments simples).

Com a notacid posarem (al, ayr a3) en G, a, litres en M i
ag litres en P.

En comengar el procé&s tenim (n+m, 0,0) i l'afirmacid . (2) é&s
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Si després de N moviments simples es compleix (2), o sigui,
tenim (ad,‘b’d,'yd) amb «,f,y € N, siguin A,B€ {P,M,G}
llavors aboquem A en B, si a B hi cap tot el lfiguid de A
llavors es compleix (2) ja que la suma de dos miltiples de d
&s un miltiple de d, i si no hi cap tot, el No. de litres que
ens queden en A ha de ser miltiple de d 3ja que m,n,m +n
ho sén. |

Per tant (2) &s certa.

Si el problema té& soluci obtenim

+ +
R d mon ! LU
+
mitjangant moviments simples; per (2) tenim que = 3 n= 54,

p € N i fent la divisib entera de pd per n obtenim

pd =Kn+ Ad amb o<Ad <n i1 K»1.

Per tant = ; I = gn + Ad

i m=(2k - 1)n+ 22

Per tant (1) &s una condicid necessdria perqué el problema tin
gui solucib.

Veiem ara que (1) &s tamb& una condicib suficient. Per aixd
veurem que si es compleix (1) 1llavors l'algorisme arriba a la

+ +
solucid (m 5 m ’ n 5 m, 0) en un nombre finit de passos.

Observem que si en algun moment obtenim
(n = xd , m, Ad)
llavors seguint l'algorisme tenim
(m+n - Ad , o, Ad)
(m+n - Ad , Ad , 0)
(m - Ad , Ad , n)
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I ara es veu facilment que s'arriba a la solucid
(Kn + Ad , Kn + Ad , 0)
Aixf ens manca veure gque podem passar de (n+ m , 0 , 0) a
(n-Ad , m , Ad) mitjangant l'algorisme.
De fet el que veurem &s que podem obtenir
(n =uyd , m ,ud) amb 0= ud<n
Diguem (n - ti , M, ti) a la i-8ssima terna que s'obté& per
l'algorisme amb m litres a M.
Diguem tO =0
Llavors tenim
3 t. T u.,n+ t., -m amb j &€ N
(3) %541 74y j J
on uj 8s 1l'enter positiu m&s petit tal que
u.n + t. = m.
J J
Aplicant el lema de Bezout sabem que existeixen enters ju i

I amb j, > 0 tals que

(4) pd = -jm + jl_:n

A Z/nZ tenim per (3) tj 41 = -3+ L)m
i per (4) pgd = —il—m
Per tant t. =pud
Ju
Ara, si 0< ud <n com que O <tj< n VjEJN

per definicié dels tﬁ's , tindrem

Per tant, la condicib necessdria i suficient per a que hi hagi
solucibé s (1) i en aquest cas l'algorisme sempre funciona.
Veiem que l'existdncia de K , A €N amb K> 1, 0<Ad<n

tals que

m= (2K - 1)n + 1Ad , (1)
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&s equivalent a dir que
m = 2lm1
(5)
n = 2 nl amb (ml,2) = (nl,2) =1
(5) = (1) Es cert ja que agafant K 1l'enter més gran tal que
my = (2K=-1) n, 2 0 tenim
my = (2K-1) n, = 2(m,n) = 2d
i m=- (2K=1) n = 2(m,n) = 24
(I = (5) S8i m i n tenen diferent No. de 2's a la seva des
composicié en factors primers, dividint per 4 a (1) arribem a
una contradiccid
parell = senar + parell

O senar = parell + parell

2.- Un nou problema

Sabem que si « &s un angle tal que 27/« és irracio-
nal, llavors el conjunt de punts '{eina t:n=1,2,3,..} é&s dens
al cercle unitat S' ='{z €C : |z| = 1} . Agafem un « fixat
i anem prenent tots els n pels quals ein s'acosta més al punt
1 € S' que tots els seus precedents. Aixf obtenim una successi8.
Es demana:

(a) Provar que per «a = W(Vg:i5 la successib que obtenim &s la
successi6é de Fibonacci.
(b) Caracteritzar, per qualsevol «, les successions obtingudes.

Com sempre la solucif apareixera en el seglient Butlleti.

També& seran publicades totes les solucions essencialment diferents

que ens envieu.
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