MIRALLS, CALIDOSCOPIS i POLIEDRES*

J. Aguadé

Agreixo l'oportunitat que m'heu ofert de poder parlar d'uns
objectes que sempre m'ham fascinat, com sbn els miralls, els ca-

lidoscopis i els poliedres.

1.~ Miralls

Comencem parlant de mirglls. Un mirall no &s res massa es
pectacular. Li posem un objecte al davant iensen d6na unaimatge.
Si ens hi posem nosaltres al davant ddéna una imatge nostra i la

imatge de la nostra imatge tornem a ser nosaltres.

mirall

* 11igb inaugural del curs 1983-84 a la Seccid de Matemitiques de la Uni-

versitat Autdnoma de Barcelona.
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Aquest mirall produeix una transformaci8 R del mbn, d'or-

dre 2 :

Es una vreflewié. No pasa res gaire espectacular.

Ara b&, a moltes cambres de bany hi ha uns miralls articu -,

lats que es poden posar fent un angle entre ells. Fem-ho. Que

passa?

Comencen a succeir coses interessants. Apareixen, no una
ni dues, sinb diverses imatges nostres. Tots ens hi hem fixat
algun cop. L'explicaci6 del fendmen no &s pas complicada. En
primer lloc, produim una imatge respecte del primer mirall, Rl(J)

i una imatge respecte del segon mirall, R2(J):
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Ara bé, el propi mirall2 produeix una imatge seva respecte
del primer mirall, i el mateix passa amb el miralll. Aleshores,
RI(J} i RZ(J) produeixen imatges respecte d'aquests miralls

virtuals ’ R2R1(J) ’ Rle(J):

Ara observem gque hi ha dues possibilitats:

1) L'angle que formen els dos miralls &s submiiltiple de 7.
Aleshores, nomé@s es forma un nombre finit d'imatges di-

ferents. Arriba un moment en que
R2R1R2R1 -..»RleJ = RleRle e R1R2J
Hem construit un calidoscopi.
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2) L'angle que formen els dos miralls no &s submiltiplede 7.
En aquest cas, les successives imatges no arriben mai a

coincidir i apareixen infinites imatges diferents.

Tot aixd, matemdticament es veu molt clar, perd jo no recor
do haver-me trobat mai en el cas d'obrir un dels miralls del'’armari
del bany i veure infinites imatges meves. Qu& &s el que passa ?
Fem l'experiment: obrim un dels miralls., No cal fixar-se en
l'angle: la probabilitat que sigui un submfiltiple de 7 &s zero.
Veurem, diguem, 4 imatges nostres: una a cada mirall, i dues de
mé&s juntes i potser incompletes cap a la banda on els miralls
s'articulen., On sbn les altres infinites imatges? Hi sbn, perd
no les veiem. Per veure-les, caldria atravessar el mirall. La
situaci6 &s aquesta: jo veig 4 imatges meves. La meva imatge
No. 1 tamb& en veu 4, d'imatges seves (i per tant meves), perd
no sén les mateixes que jo veig. I cada una d'aquestes successi

ves imatges en veu de noves , i aixf successivament.

Resumint: Cada cop que obrim un mirall, a no ser que pren-
. ) T s
guem la sana precaucid d'obrir-lo un angle -5~ + estem produint
una infinitat d'imatges nostres, que no veiem, ni es veuen totes

entre elles,

Fugim d'aquest malson i tornem, com cal, al cas 1: Si col.

loquem dos miralls formant un angle . , obtenim un calidosco-
n

pi que ens dbna 2n imatges de cada objecte que posem entre els

dos miralls,

Es clar que en lloc de miralls a l'espai, podem considerar

igualmentque sam alpla 1 prenem reflexions respecte de dues rectes.
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Les reflexions respecte de dues rectes generen un grup de
transformacions del pla. com que hem pres la precaﬁcié que els
miralls formin un angle commensurable amb 7 , cada punt ddna
lloc a un nhombre finit d'imatges, &s a dir, el grup de transfor
macions &s un grup finit. és un grup finit generat per reflexions
de ]R2 . Diem que &s un grup finit de reflexions. Quina estruc

tura t& aquest grup? Es molt senzilla: estd generat per dos ele

ments R1 i R2 que s6n reflexions, per tant,

i el producte &s tal que, fent-lo n vegades, ens d6na la identi-

tat:

Aquest grup s'anomena el grup diédric D, 1 &s evident
que coincideix amb el grup de simetria d'un poligon regular de
n costats. Es a dir, per cada poligon regular tenim un grup fi

nit de reflexions del pla, i, per tant, un calidoscopi.

Podem ara preguntar-nos si hi ha altres calidoscopis, a més
dels que acabem de descriure. Ens estem preguntant si podem dis
posar una famflia de miralls verticals de manera que cada punt
doni lloc a un nombre finit d'imatges. Dit d'una altra manera :

Quins s6n els grups finits de reflexions del pla?

Sembla ser que aquest problema va ser considerat per Leonar
do da Vinci, que estudiava els possibles grups de simetria d'edi
ficis. Podem, per tant, anomenar teorema de Leonardo da Vineci
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1'afirmacid que els #Unics grups finits de reflexions del pla

sdén els grups diédrics. Es a dir, no hi ha cap altre calidosco-

pi pla.

Donem ara un pas més enlld. Suposem que en lloc de voler
construir un calidoscopi pla, volem construir un calidoscopi de
3 dimensions. Tenim miralls reals i els volem combinar d'alguna

determinada manera per tal que produeixin un nombre finit d'imat

ges.

Una manera Obvia d'actuar &s agafar un calidoscopi dels d'a

bans i col.locar-1i un tercer mirall perpendicular als altres

dos:

—

Si el calidoscopi inicial donava 2n imatges, aquest en
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dfna, evidentment, 4n . Perd &s un exemple més aviat trivial .
Com si digué&ssim, &s un calidoscopi format de dos calidoscopis
independents; el dels dos mirallas verticals i el calidoscopi
trivial format per un sol mirall horitzontal. El1 grup de trans-
formacions corresponent &s el producte cartesid del grup diédric

i un grup amb un Gnic element no trivial d'ordre dos.

Anem a cercar exemples més interessants. Ens caldrd recé -

rrer als poliedres regulars.

2,~-Poliedres

Tots coneixem els 5 polfedres regulars o sdlids platonics:

octdedre

tetrdedre
cub

icosdedre dodec3iedre

18



Parlem~ne una mica. Fuclides, al seu llibre XIII, demos-
tra que existeixen 5 poliedres regulars, els construeix, els es-
tudia i també& demostra gque no n'hi ha cap altre. és,potser,el pri
mer teorema de classificacié de la histdria. Potser va ser aquest
fet fascinant de la finitud del nombre de poliedres regulars el
que Vva fer que els matemdtics grecs s'hi sentissin tan atrets,
Hi ha qui opina que els "Elements" no pretenen ser un compendi
de Geometria, sind que sdn un estudi dels sdlids platdnics, amb
una llarga introduccid. és, potser, una exageracid, perd no dei
xa de tenir un cert sentit. En tot cas, podem dir que als ele-
ments d'Euclides ja apareix la teoria completa dels 5 sdlids pla
tdnics. Qui els va descobrir per primer cop? Potser preguntar-

se aixd &s com voler saber qui va ser el primer que va encendre

foc.

Mirem, en primer lloc, al voltant nostre, a la recerca de
models naturals dels 5 polfedres. De fet, apareixen tots 5 a la
natura,si b& un d'ells d'una manera molt poc evident. El tetrle
dre, el cub, l'oct3edre i el dodeciedre apareixen en forma de cris
talls de minerals no gaire rars , i decididament disponibles a
la Gré&cia classica. En canvi, sembla molt diffcil poder obser -
var un icosdedre a la natura. Hi ha certs esquelets de radiola
ris gque tenen forma d'icocledre, perd s6n microscdpics. Cal
concloure que no sembla pas que l'iccsdedre pugui &sser descobert
per simple observacid de la natura i &s per aixd que l'icosdedre
se'ns presenta com el m8s enigmitic dels sdlids platdnics (El1
titol inicial d'aduesta xerrada era "La vida secreta dels icosée

dres"...) *

* Si ens deixem endur per la imaginaci6 podriem veure la fabricacid del
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Diuen que un dels pitagdrics va assimilar els primers 4 sd-
lids (cub, octdedre, tetriedre i icosdedre) als 4 elements, i
en el descobriment del cinqué s8lid platdnic va veure-hi la con
firmaci6 de 1'existéncia d'una substdncia superior, que necessd

riament contindria les altres.

La histdria, perd, dels sdlids platdnics, &s molt fosca .
Sabem que Platd els coneixia. Sabem que a unes excavacions al S.
d'It3lia es va trobar un dodecdedre artificial, possiblement una
joguina, utilitzada cap al 500 abans de Crist. En canvi, no
tinc notfcia que s'hagi descobert cap dels s8lids (diferents del
cub, &s clar) a Egipte ni a Messopotdmia. Es trobard a les pe
ces encara no llegides del Museu Bfitanic una descripcid babild

nica del dodecdedre?

Els dos testimonis que tenim sobre la histdria dels 5 sdlids
es contradiuen. Proclus va dir que van ser descoberts pels pi-
tagdrics. No sabem si &s cert i hi ha motius per dubtar-ne .
Cal, perd, &sser molt caute. Pensem que es conta que Hippasus
va ser condemnat pels déus per atribuir-se ell mateix el dodecid

edre, en lloc de recondixer que era obra de Pitdgoras.

La base més ferma per atribuir els sdlids platdnics &s, pe

rd, el propi Euclides, el qual, a un "escolium" del seu llibre

primer icosfiedre com un acte gaireb& migic: el matemitic-demiurg afegeix
al mdn un objecte nou, previst per les lleis de simetria de 1'Univers, pero
no existent, el darrer objecte que mancava per completar la série dels 5

Ginics...
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XIII diu, referint-se als 5 s3lids:"... s'anomenen platdnics, pe
rd no sén d'en Platd. Cub, pirdmide i dodecdedre sdn dels pita-
gdrics. Oct3edre i icosdedre pertanyen a Theaetetus”. La carac-
teristica fonamental d'aquesta afirmacid &s que &s increible i

aixd és el que fa pensar que deu ser certa. Es increible per

dos motius :

1) Costa de creure que el dodecdedre s'invent&s molt abans

de 1l'octdedre i 1l'icos3edre.
2) Costa de creure que l'octdedre s'inventés tan tard.

(L'ordre "naif" que ens semblaria natural seria: cub —te
trdedre —octdedre — icosdedre —dodecdedre, o potser invertint
els dos fltims llocs). Hi ha, perd, una possible explicacid:
l'octdedre va aparéixer tan tard perqué no es tractava d'imagi-
nar l'existéncia d'un octdedre (ben segur que els egipcis ja ho
havien fet!) sind que es tractava de veure en l'octdedre alguna
qualitat interessant. Es a dir, calia, abans, inventar el concep
te de polfedre regular. (No va pas descobrir el primer nombre .
perfecte aquell que el va escriure per primer cop, sind el pri-:

mer que va inventar el concepte de nombre perfecte).

En tot cas, la teoria matemdtica dels 5 s8lids, tal i com

apareix als "Elements", sembla ser obra de Theaetetus.

Tornem als nostres miralls i calidoscopis. Quina relacid
hi ha entre calidoscopis i poliedres regulars? Estan certament

molt relacionats. Recordem que els calidoscopis plans generaven

21



el grup de simetria d'un poligon regular. Considerem ara un po-
liedre regular, per exemple el cub, i considerem el seu grup de
simetria, es a dir, el grup de totes les transformacions de l'es
pai que deixen invariant el cub com a un tot (no pas cada punt

del cub!). Per exemple, la reflexid respecte d'un pla vertical

com ara aquest:

>N

per exemple, les reflexions respecte plans que passen per

dues arestes oposades, com ara;
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Es ficil veure que aquestes tres reflexions generen el grup
de simetria del cub, B3 . Per tant, el grup de simetria del cub
&8s un grup finit de reflexions tal i com ho era el grup de sime-
tria d'un poligon, perd ara en dimensié 3 . Ara b&, un grup fi-
nit de reflexions &s un calidoscop?. Hem construit un calidosco
pi cibic on cada objecte produiria 48 imatges, degut a que 48 &8s

1l'ordre del grup de simetria del cub.

A la prdctica es fabricaria el calidoscopi de la manera se
glent: Prendriem 3 triangles de dimensions convenients de metall
ben reflectant (millor que no pas de vidre) i els col.locariem
formant un triedre, corresponents als tres plans de simetria del
cub. Si col.loguem un objecte a l'interior del triedre, produi-

rda 48 imatges. 01 que &s magnific?
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El que hem fet amb el cub por fer-se amb els altres polie-
dres regulars. Si considerem el grup de simetria d'un poliedre
regular veiem que estd generat per 3 reflexions i que si col.lo
quem 3 miralls corresponents a aquestes reflexions, obtenim un
calidoscopi. Ara bé&, d'aquesta manera només s'obtenen 3 calidos
copis diferents. En efecte, el cub i l'octdedre d'una banda iel
dodecdedre i 1'icosdedre d'una altra, tenen el mateix grup de si-
metria, perqué son dues parelles de poliedres duals un de l'al-

tre. Obtenim, doncs, 3 calidoscopis:

- el tetraédrie , corresponent al grup A; , on cada punt

té 24 imatges.

- el ciubie , corresponent al grup By , on cada punt té

48 imatges.

- l'4Zcosaédric ,"el més gran del mén", corresponent al
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grup I, de simetria de l'icosaé&dre, on cada punt té 120

imatges. *

Hi ha més calidoscopis? Dit d'una altra manera, hi ha al-
tres grups finits de reflexion a R3 , a més del gue hem estat
considerant? La resposta és no, i podem demostrar-ho de la se-

glent manera:

Suposem que, amb una série de miralls, fem un calidoscopi
a R3 . Es evident que, si considerem el centre demasses de to
tes les imatges d'un punt (incloent-lo a n'ell), obtenim un -
punt de 1l'espai que té per imatge ell mateix, respecte de tots
els miralls. Per tant, &s a la superffcie de cada un dels mi-
ralls i aixd ens diu que els miralls es tallen en un punt. Pre-
nem l'esfera de radi 1 de centre aquest punt i considerem, so
bre l'esfera, els miralls i tots els mZralls virtuale que apa-
reixen. Obtindrem una configuracid de cercles mdxims sobre l'es
fera, que la descompondrd en un nombre finit de regions poligo-
nals congruents entre si. Els angles interns de cada una d'a-
questes regions seran submidltiples de = , perqué si no fos
aixi, hi hauria, a l'interior de la nostraregid, un nou mirall

virtual. En particular, cada una de les regions no Ppot tenir

* Deixant de banda el problema técnic, la construccid d'un calidoscopi ico-
caédric és ben senzilla. El lector interessat pot trobar indicacions con -
cretes sobre la forma dels miralls a la pigina 24 del "gran" 1likre d'en

Coxeter "Regular Complex Polytopes". S'imagina el lector l'efecte que fa-

ria un calidoscopi d'aquests, de la mida d'una habitaci&?
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més de 3 costats i, deixant a part casos trivials, tindrem

l'esfera dividida en triangles congruents. Siguin g ' % i %

els seus tres angles. Com queestem sobre una esfera, la suma dels

3 angles d'un triangle &s estrictament més gran que @ , per

tant, a, b, ¢ cal que siguin tals que

VR
+
+

Ql-
V
—

lex

D'aqui es poden deduir els possibles valors de a, b, ¢ i

veure que corresponen als calidoscopis que hem discutit abans.

3.~ Calidoscopis de dimensil n

Un cop classificats els calidoscopis del plaide l'espai, la
pregunta natural &s: Quins calidoscopis hi ha a R" ? Dit en
termes més matemdtics: Quins sbn els grups finits de reflexions

de R" 2

Aquests grups estan totalment determinats. SOn els anome
nats grups de Cozeter finits. és clar que ara no podem donar
els detalls de la demostracid que condueix a la classificacid
dels grups de Coxeter finits, perd si que donarem la llista com
pleta d'aquests grups, és a dir, la llista completa dels calidos
copis de dimensid n . (Es clar que només farem esment dels

grups Zrredufbles).

En primer lloc, hi ha els grups de reflexions associats a po
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liedres regulars:

A dimensid 2 tenim el grup diédre Eh , d'ordre 2n , que

és el grup de simetria del poligon regular de n costats.

A dimensid 3 tenim el grup de simetria del tetrdedre, A3,
d'ordre 24, el del cub. B3 ;, d'ordre 48 i el de l'icosdedre ,

I3 d'ordre 120.

A dimensid 4 hi ha 6 poliedres regulars: el tetrdedre, el
cub i el seu dual, unpoliedre anomenat la 24 —cel.la , que té
24 vértex, 96 arestes, 96 cares i 24 hipercares i &s auto-dual,
i finalment, un poliedre anomenat la 600-cel.la i el seu dual,
gque s6n una mena d'andlegs tetradimensionals del dodecdedre i
l'icosdedre. Corresponents a aquests poliedres tindrem grups
finits de reflexions: A4 , d'ordre 120 , B4 , d'ordre 394, F4

d'ordre 1.152 i I d'ordre 14.400.

A dimensidé 5 1 a totes les dimensions = 5 no hi altres
poliedres regulars que el tetrdedre, el cub i el dual del cub.
Per tant, obtenim grups A, i B, Pper a tot n .

Tenim ja tots els grups de Coxeter associats a poliedres
regulars. El cas &s que hi ha encara altres calidoscopis no
associats a poliedres regulars. Soén els seglents: En primer
lloc, a partir de dimensid 4 apareixen uns grups de Coxeter Cn
d'ordre Zn-ln! A més, apareixen 3 casos isolats, en dimensions

6, 7 i 8 , anomenats E6 ’ E7 P E8.Els ordres respectiusd'a --

quests grups excepcionals sdn:
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grup dimensid = No. de miralls ordre

E6 6 51.840
E7 7 2.903.040
E8 8 696.729.600

I no hi ha cap més grup finit de reflexions. Tenim, ja, una

llista completa.

4.~ Grups continus de transformacions

Fins ara hem parlat de grups finits de transformacions de
l'espai. Ara considerarem un cas completament diferent (aparent
ment) : parlarem de grups continus de transformacions. Posem un
exemple. Hem vist que el grup de simetria d'un poligon regular
de n costats és un grup finit de reflexions, el grup dié&dric.
Qué passa si ara ens fixem en el grup de simetries d'una circum
feréncia ? Tota rotacié del pla (de centre el centre de la
circumferéncia) deixa la circumferéncia invariant. EIl grup de
simetria de la circumfer@ncia conté el grup de les rotacions
del pla . Ja no &s pas un grup fiwnit , ni un grup diseret
sind que es tracta d'un exemple ben senzill de grup continu .
Dit amb una nomenclatura més moderna, &s un grup de LZie . D'al
tra banda, el grup de les rotacions del pla no &s pas un grup
gaire complex: con que tota rotacid ve determinda pel seu angle
de gir, és evident que el grup de les rotacions del pla &s equi

valent a la prdpia circumferéncia, S1 . Hi ha, perd, molts al
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tres exemples, com ara el grup de rotacions de l'espai de dimen

si® 3 , o de 1l'espai de dimensid n , etc.

L'éxit total gque hem assolit en la classificacid dels
grups de simetria finits ens fa desitjar obtenir alguna mena de
teorema de classificacid dels grups de simetria continus, és a
dir, dels grups de_Lie, perd d'altra banda la tasca es presenta
com amolt més complexa i no sembla que els nostres "jocs" amb mi
ralls i poliedres ens hagin d'ésser Gtils guan ens enfrentem

amb objectes "seriosos" com ara els grups de Lie.

De bell antuvi observem una propietat molt important
dels gups de Lie: sdn espais homogenis. Aix0 vol dir que, do-
nats dos punts qualssevol , hi ha una manera candnica de passar de
l1'un a l'altre. En efecte, sigui X, un punt qualsevol del
grup de Lie G . Si considerem l'aplicacid de G en ell mateix
que multiplica cada element per Xy v tenim un desplagament de
tot l'espai que ens du l'element neutre de G al punt Xy -
Andlogament podriem trobar un desplacament que ens dugués el
punt X, a qualsevol altre punt donat Yo . L'existéncia d'a-
quests desplagaments permet enviar a qualsevol punt de G , qual
sevol cosa que tinguem a l'element neutre de G . Per exemple,
suposem gue tenim un vector tangent 3 a e (= element neutre
de G). Pel que acabem de veure, podem traslladar v a qualse
vol punt de G , per multiplicacid. D'aquesta manera obtenim
un camp vectorial sobre tot .G. és a dir, un vector a e de-
termina un camp a G .

-

Considerem ara l'espai tangent a G al punt e . Es un

29



espai vectorial que "s'aproxima a C i "s'hi assembla". En el
cas de grups de Lie, aixd &s més cert que mai. En efecte, desig
nem per 5. l'espai tangent a G al punt e . Podem construir

una aplicacié, anomenada aplicacid exponencial
exp: ? — G

de la seglient manera: Si 3 és un vector tangent , tal i com
hem vist abans, 3 d6na lloc a un camp tangent sobre G . Po-
dem pensar un camp tangent com un "corrent d'aigua" a G tal que
a cada punt, la particula d'aigua que hi ha al punt es mou amb
la velocitat gue indica el vector Col.logquem un vaixell de pa-
per en el punt e 1 el deixem que es mogui amb el corrent. EI1

punt on es troba al cap d'un minut &s, per definicib, exp ( v ).

espas fangeu ¢

~N
N expC &)
A F
+V=| ectivia /
del ‘vaixell Al cap J'vu wainot

de papev. o veaixell do pepe”
2y tvoleo agd"'

Aquesta aplicaci6 &s, a un entorn del punt e , bijectiva ,

diferenciable i amb inversa diferenciable. Es diu que &s un dz
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feomorfisme local. El1 significat d'aixd &s el seglient: si volem
estudiar localment els grups de Lie, (i el pas de local a global
serd tasca a fer amb técniques standard de topologia algebraica)
podem reduir-nos a estudiar multiplicacions a un entorn de L'ori
gen de an, degut al fet que l'aplicacil exponencial ens déna u

na manera candnica de passar de l'espai tangent al grup de Lie.

. Aquest estudi es presenta molt diffcil. Pensem en quina
&8s la situacié: Tenim una multiplicaci6 definida a un entorn de

n

l'origen de IR~ , &s a dir, una certa aplicaci6 diferenciable.

f:U"an
U Ccrxmr?

f &s, doncs, una funcié de 2n variables, a valors vectorials.
No sembla pas fdcil estudiar aquestes funcions, ni molt menys a-
rribar-les a classificar. Qué& lluny som (en aparenga) dels nos-

tres innocents "jocs" amb miralls i calidoscopis!

En aquest moment &s quan es produeix 7Z'acte de geni d'en
Sophus Lie: Lie demostra que tota la informaci6 sobre la multipli-
cacib6 local f estd continguda al terme de segon ordre del de-
senvolupament de Taylor de la funciidéd yx - xy ! Aquesta &s la

idea genial d'en Sophus Lie, que ens ha de dur a una classifica

cid dels grups continus de transformacions.

- -
Anem a ser mé&s precisos: Si v i w s6n vectors de 9 y
L. - - -> -
definim: [v,w]l= valor a (v,w) del terme de segon ordre del de
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senvolupament de Taylor a l'origen de la funci6:

UxU->R"

(x,y) > xy - ¥X
Obtenim d'aquesta manera una aplicacié bilineal

GxG—™G

,w— [V,

que compleix unes certes propietats algebraiques senzilles que
no cal especificar ara. Un espai vectorial G , junt amb una a
plicaci6 bilineal com aquesta &s, per definicif, una dlgebra de

Lie.

Donat un grup de Lie G , 1i acabem d'associar candnica-
ment una dlgebra de Lie 5 i estem dient que aquesta estructura
essencialment lineal determina 1l'estructura local (de cardcter
analitic) del grup de Lie A . Encara que sembli impossible!
Per exemple: com podem recuperar la multiplicacié de G a par-
tir de 1'dlgebra de Lie i ? Anem a donar una idea de com es

pot fer. Recordem que tenim

exp: 5 — G

X eX
Siguin x,y € 6 i considerem ex, ey € G, Els podem multipli-
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car a G i buscar una antiimatge a 6, del producte IS
Es a dir, &s 13gic definir el producte de x i 'y com el vec-

tor 2z tal que

Normalment sabem que & . e¥ =6 , perd si repassem la
demostracié d'aquest fet veurem que nomé&s &s vdlida si x 1 vy
commuten , s a dir, si xy=yx . S8i x i y no commuten,
i posem [x,y] = xy - yx , es pot demostrar que existeix una ex-

pressid complicada en forma de sé&rie infinita:
hix,y) = x +y + 2lx,yl+ Zllx,y],yl + Sy, ,x] +
4 2 L4 12 14 ’ 12 14 14 o s

tal que

Nyl o x Y
Per la prdpia definici6 de h veiem que només intervé
[,]1, & a dir, 1l'estructura d'dlgebra de Lie i per tant, h(x,y)
té sentit a tota &dlgebra de Lie, sempre que la sé@rie sSigui con-
vergent (i ho s a un entorn de l'origen). Per tant, si G @&s
una dlgebra de Lie, podem definir, a un entorn de l'origen, un

producte, de la seglient manera:
X .y = h(x,y)

i hem recuperat, aixi, l'estructura local de grup de Lie que ja

teniem.
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Resumint: els teoremes de Lie van reduir l'estudi (local)

dels grups de Lie a l'estudi d'uns objectes purament algebraics

les 3lgebres de Lie.

I aleshores van intervenir en Cartan i en Killing ...

5.- Algebres de Lie o el retorn dels calidoscopis.

Ens plantejem ara el problema de classificar les dlgebres de
Lie. No podem pas entrar en els detalls, perd si se'ns permet
la comparaci6, t& una mena de semblanga amb una altra classifica
ci6 que tot estudiant coneix: 1la classificacib de les c¢dniques.
Tots recordem els diversos passos que ens duen a classificar les
cdniques sobre un espai vectorial: vectors isdtrops, plans hiper
bd8lics i espais el.liptics, descomposicil de l'espai en suma orto
gonal, etc. Ara tenim un problema similar, perd més complex. Te

nim un espai vectorial R" i una aplicacid bilineal.
[,1 : »R" x " — r"

En el cas de les cdniques la classificaci6 venia donada per
dos enters: el rang i 1'Iindex. Aqui s'arriba a que 1l'estructura
*)

d'adlgebra de Lie ve classificada no per una familia d'enters,

(*) El lector perdonard, espero, que passi per alt els problemes de semi-sim
plicitat i molts d'altres. Es tracta de mancaments comesos amb plena premedi

tacis.
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sind per una famflia de vectors de Rr" , anomenats arrels de

1'dlgebra de Lie i que s6n una mena de "valors pfopis". El Conei
xement d'aquestes arrels determina 1'dlgebra de Lie.

Les arrels d'una dlgebra de Lie formen una base de r" i
tenen una curiosa propietat:
-
r

- . -
Si i s sb6n arrels, considerem el transformat s' de

Z per la reflexi6 respecte de 1'hiperpld perpendicular a r :

Aleshores, s' &s també& una arrel. Aquesta curiosa rela-
cib entre les arrels d'una dlgebra de Lie i els miralls &s l'avis
de l'entrada a escena dels nostres protagonistes: miralls, cali-

doscopis i poliedres.

Sigui W el grup generat per totes les reflexions respecte
dels hiperplans perpendiculars a les arrels. Aleshores, la "cu-
riosa propietat" de les arrels ens diu que W &s un grup finit,
per tant, W &s un grup finit de reflexions; es a dir, un dels

nostres ben coneguts
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An' Bn' cn’ Dn' I3' I4' For EG’ E7' 8

Resumint: haviem redult 1l'estudi dels grups de Lie al de
les dlgebres de Lie i ara hem vist que cada dlgebra de Lie es
correspon amb un calidoscopi. Tot aixd vol dir gque, "essencial-
ment", els grups continus compactes de transformacions es re -

dueixen als grups finits de reflexions.

6.- Miralls finits i espais de llacoé finits.

No tots els grups continus s6n grups de Lie. Hi ha un
context on apareixen de manera natural grups continus no de Lie
i &s quan considerem certs espais de corbes anomenats espais de
llagos. Suposem que X &s un espal qualsevol, i suposem gque

hem escollit un punt x_ de X . Un llag a X &s una corba

o
tancada que comenga i acaba a X5 - Designem per £X 1'espai
de tots els llagos de X . Aquest espai té& una estructura natu

ral de grup continu . En efecte, el producte de dos llagos é&s
el llag consistent en recSrrer primer el primer llag¢ i seguir amb

el segon.

Es evident, perd, que un espai de llagos serd, en general,
massa gran perqué el poguem admetre dintre el nostre concepte de
grup continu'. En general, X no &s compacte, ni tan sol té&
dimensi6 finita, amb la qual cosano sembla un objecte que un dei
xeble d'Euclides pugui prendre en consideraci6§. Es tracta, pers,
d'una postura errdnia, perqué, en certs casos especials, hi ha
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espais de llagos que, sense &sser compactes, es poden deformar
de manera contfnua i convertir-los en espais compactes. Quan

aixd succeeix direm que X &s un espai de llagos finit .

Posem un exemple. Prenem com a expai X L'espat? projec-
tiu complex de dimensié infinita , X = C P* i considerem els
llagos sobre X , £2X . Resulta que, llevat d'una deformaci&

@s a dir, sense canviar el tipus d'homotopia) cp” &s el mateix
que la circumferéncia Sl ! Veiem aixi que la circumferéncia,
que ja sabiem que era un grup de Lie, també& &s un espai de lla
gos finit . Aquesta situacib no &s excepcional: es pot demostrar
que tot grup de Lie &s un espai de llagos finit , amb la qual cosa
veiem que el concepte d'espai de llagos finit &s una generalit-
zacidé del concepte de grup de Lie. *)

Ens plantejem ara el problema de classificar els espais de
llagos finits i caracteritzar els que sbn grups de Lie. La pri-

mera pregunta que hom es formula &s: hi ha espais de llagos fi--

(*) Diguem uns mots sobre el fet de generalitzar. Tots sabem que hi ha ge-
neralitzacions totalment est®rils que no menen enlloc. Aquesta no &s pas una
d'elles. En efecte, si volem entendre els grups de Lie, i encara que no esti
guem interessats en res més que en els grups de Lie, ens cal mirar-los des de
fora, sumergint la famflia dels grups de Lie a un "ambit" més gran, de manera
que la "varietat de moduli" pugui &sser descrita desde 1l'exterior de la mane-
ra més simple possible. Aquest tipus de generalitzacif constitueix una de
les idees fonamentals de la Matemdtica. Els exemples d'aixd que estem dient

s6n innumerables i il.lustres.
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nits que no sén grups de Lie? Fins fa uns anys, no se'n conei -
xXia cap. Tots els espais de llagos finits que apareixien a la
natura eren grups de Lie. Si volfem un espai de llagos finit
que no fos grup de Lie, calia crear-lo artificialment, calia crear

un monstre .

Com es crea un monstre? El m@&tode standard &s el del Dr.
Frankenstein: s'agafen trossos de diversos individus i s'engan -
Xen: apareix un monstre. Un altre procediment encara més subtil
consisteix en agafar peces d'un mateix individu i unir-les de ma
nera diferent a com estaven unides a 1'individu oxiginal. Po -
drfem, doncs, fer aixd mateix: prendre "trossos" de grups de Lie

i unir-los d'una manera estranya.

Tot aixd que acabem de dir &s mé&s "ci&ncia ficcib" que nopas
matemdtica. Aquest m&tode del Dr. Frankenstein &s massa groller
i difficilment realitzable. Potser un cirurgid podria enganxar
trossos de grups de Lie, perd el monstre que obtindriem diffcil-

ment sobreviuria.

Si volem crear monstres, hi ha un m&tode molt mé&s avangat:

fer enginyeria genética.

Parlem una mica de gen&tica. A l'any 1974 va aparéixer un
treball d'en Sullivan (80 pa3gines als Annals of Mathematics) que
de fet ja feia anys que anava circulant en forma de fotocdpies
i gue va exercir wuna influ&ncia immensa a la Topologia. Du per
titol "Genédtica de la teoria d'homotopia i la conjectura d'Adams™.

Una de les teories exposades a aquest treball ve a dir que els
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espais, des del punt de vista de la teoria d'homotopia, tenen ,
a part de la seva forma externa, un genotipus format per una sé&
rie de gens, un per a cada primer p , junt amb un "esquelet"

o millor dit, un substracte quimic, anomenat el tZpus racional

de l'espai.

Aquest substracte quimic &s pura gquimica orgdnica, i estda
molt ben ent&s. Cada un dels gens &s tamb& quimica, perd d'un
grau de complicaci6 molt mé&s elevat i podem comparar-lo a com--

plexos d'dcids nucleics.

(Deixeu-me fer un paréntesi de tipus metafisic. Hi ha qui
creu que la vida (o al menys la d'alguns organismes superiors)
no es pot reduir a pura gquimica, siné que un &sser viu, a part
dels seus gens i del seu substracte quimic t& alguna cosa més.
Doncs bé&, malgrat el que acabem de dir sobre el treball d'en
Sullivan, la descripcid gend&tica que acabem de fer dels espais
només &s valida si l'espai &s simplement connex. En pres@ncia
d'un grup fonamental no trivial no podem reduir l'espai a un ge-

notipus m&s un substracte quimic...)

Tornem a la fabricacibé de monstres. Ara ja es fdcil. Pre
nem gens de diversos grups de Lie i formem a partir d'ells un
espai. Obtindrem, si ho fem b&, un espai de llagos finit que
no é&s un grup de Lie. Ja tenim el monstre. (Observem que aquest
monstre &s, localment, un grup de Lie, perd ara la paraula local
ment no s'ha d'interpretar com ho faria el Dr. Frankenstein, en
el sentit que cada tros petit &s un tros d'un grup de Lie, sind

que la paraula "localment" cal entendre-la en la seva significa-
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aritmétical.

La "gen&tica" trasllada el problema de la classificaci6 a
nivell de gens. Podem crear gens diferents dels dels grups de

Lie? Podem classificar els gens?

La resposta a la priemra pregunta é&s si. La segona pre -
gunfa, malgrat els importants avengos dels darrers anys, segueix
sense tenir una resposta completa. De totes maneres, la classi-
ficaci6 dels diversos gens, &s a dir, la classificaci6 dels es-
pats de llagos finits médul p utilitza de manera essencial els
grups fintts de reflexions, que sbn els protagonistes de la nos-

tra histdria.

Anem a indicar com es fa per crear espais de llagos finits
mddul p (el gque hem estat anomenant "gens"). Pensem un gen
com un d'aquells &cids nucleics. Prenem un gen standard, per
exemple, el m&s important de tots, que &s el que correspon al
tor ™ = Sl X +e. X Sl . Fem ara operar un grup finit sobre
aquest gen i considerem el quocient del gen per l'accib del
grup . (%) Es com per exemple, prendre una cadena de ADN, i
fer una s@rie d'enllagos interns. Obtenim un altre gen que, en
general, no donar3 lloc a un espai de llagos finit. Una condi-

ci6 suficient perqué obtinguem un espai de llagos finit &s

(*) Estic utilitzant un llenguatge molt imprecfs, perd m'&s impossible en-
trar en detalls. De fet, cal realitzar aquestes operacions a nivell d'espais

classificadors.
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que el grup pel qual fem quotient sigui un grup finit de reflexions!

0 sigui, que, els grupé finits de reflexions que ens pro-
porcionaven la clau per entendre la classificaci6 dels diferents
grups de Lie, també& ens donen la primera aproximacif a entendre la
classificacif dels espais de llagos finits. En aquest cas, perd,
no es tracta dels mateixos grups finits de reflexions, sind d'u-
na generalitzacif: es tracta de grups de reflexions a un espai
vectorial sobre el cos finit %/p . £s a dir, es tracta de re -
flexions respecte de miralls médul p. Es més; el grup de Lie
sorgeix quan el grup finit de reflexions mddul p "puja" a uﬁ

grup de reflexions "real", que sbn els que hem estat considerant

fins ara.

7.- Alld que no hem dit sobre els grups de reflexions.

No hem, ni de bon tros , exhaurit les &rees de la matemdti
ca on apareixen miralls, calidoscopis i polfedres. Com a clo —

enda , donaré& una s&rie de titols d'altres possibles paridgrafs:

~ grups de reflexions i cristal.lografia.

- grups de reflexions infinits.

~ grups de reflexions i geometria hiperb&lica.
- simetria a la natura i a l'art.

~ poliedres semiregulars.

~ grups de reflexions sobre els complexos.

- grups de reflexions i teoria d'invariants.

41



grups de Lie finits.

grups de reflexions i grups alebraics.

l'icosdedre i la resolucié de l'equacid de 5&. grau.
grups simples finits.

tesel.lacions euclidianes, hiperbdliques i el.liptiques.
grups de reflexions i enpaquetaments d'esferes.

els grups de reflexions com a grups abstractes etc.
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