EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Xavier Mora

El teorema de la divergéncia estableix la igualtat entre
una integral de volum estesa a una certa regi6 de l'espai i una
integral de superficie estesa a la frontera d'aquella regiéb.
Concretament, si  denota una regié acotada de l'espai, limi-

tada per la superficie 080, i F = (F ’Fz) denota una fun-

x'Fy
cib6 vectorial sobre Q, el teorema de la divergé&ncia assegura

que

g (Dxe + DHFU + DZFZ) dv = gg FndS (1)

Aqui i en tot el gue segueix Dx'D ,DZ indiquen les derivades

Y

parcials respecte a les variables x,y,z, Fn representa la

component de F en la direccié6 n, i n = (nx,n ,nz) repre-

Y
senta el vector unitari normal a la superficie 30 i dirigit
cap a l'exterior de 2 (evidentment, el vector n varia al
despacar-nos sobre la superficie 3Q). L'expressibé que apareix
com a integrand al primer membre de (1) s'anomena divergé&ncia
del camp vectorial F, 1 generalment es representa mitjangant
la notacié divF o bé V-F. Ja que el vector normal n 1l'es-

tem considerant unitari, l'integrand del segon membre de (1) es

pot escriure tant Fn com F.n, moltes vegades el vector nor-
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mal n es considera associat amb 1'"element de superficie" dS
i llavors el segon membre de (1) s'escriu IBQ F+dS. Per a que
sigui valida la relacié (1) cal que la regié @ (que suposem
acotada) i el camp F satisfacin unes minimes condicions de re
gularitat; concretament, pel que fa a la regi6é §© n'hi ha prou
amb que la seva superficie es pugui descompondre en un nombre fi
nit de trogos de classe C’els quals enllacin amb angles no
nuls; d'albra banda, referent al camp vectorial F &s suficient

que les funcions FX,F siguin diferenciables amb derivades

F
y'z
parcials de primer ordre uniformement continues sobre Q. Per
a una explanacié precisa d'aquestes condicions, i com a referé&n-
cia general sobre andlisi vectorial, el lector pot consultar per

exemple el text de Protter, Morrey [1977: Cap. 16].

Segons la majoria d'autors soviétics i molts dels france-
sos, el teorema que ens ocupa seria degut a Ostrogradskil; en
canvi, molts altres autors solen atribuir-lo a Gauss, i encara
hi ha un tercer grup que tendeix a associar-lo amb el nom de
Green. A continuacib veurem el que va fer cadascun d'aquests
autors, i després seguirem amb altres consideracions sobre la
histdria i les aplicacions del teorema de la divergéncia. Es de
notar que els diversos treballs que van donar lloc a l'aparicid
d'aquest teorema estaven motivats tots ells per l'aplicacid de

la matemdtica a les ciéncies de la natura.

El doble objectiu del present article, exposar la histd-
ria del teorema de la divergéncia i mostrar la manera com s'apli

ca, ha fet quelcom diffcil decidir si utilitzar notacié i termi-
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nologia modernes o bé& les originals. Al final hem acabat per re
nunciar a la notacif i terminologia estrictament originals,
doncs aixd hagués suposat un llenguatge bastant poc &gil. Basi-
cament, la diferéncia entre la nostra manera de parlar i la
dels articles originals consisteix en gue nosaltres utilitzem
1lenguatge'i notacidé vectorials, mentre que els autors a que
ens referim parlaven sempre en termes de components (tingui's
en compte que la nocibé de vector i la notacid associada no van
ser introdults fins a finals del segle passat, mentre que‘els
treballs cque ens interessen a nosaltres daten del primer terg
d'aguell segle). Un punt en qué no ens apartarem dels treballs
originals és 1'Gs d'infinitéssims; és clar que totes les coses
que diem en termes d'infinité&ssims es poden posar en termes de
l1imits, perd moltes vegades el llenguatge infinitessimal resul-
ta més agil. Per Gltim, un altre aspecte en qué també seguirem
els autors originals &s gue per regla general no prestarem gai-
re atencid a les condicions de regularitat que hagin de cumplir
les funcions i dominis espacials intervinents; tot el que fem
valdra sempre que les funcions i dominis espacials siguin sufi-
cientment regulars, per exemple si sén infinitament diferencia-

bles.

GAUSS

Dels autors esmentats més amunt, el primer en ordre cro-
noldgic &s Gauss, amb un treball gue data del 1813. Encara que

no conté cap enunciat general del teorema de la divergéncia, en

80



aquest treball s'hi troben fins a sis casos particulars d'ell,
cadascun amb la seva demostracib. Tot i que no arribés a abs-
treure el resultat general, ddna la impressié de que Gauss domi
nava perfectament la té&cnica de la seva demostracid, la qual
aplicava sempre que li feia falta. La mateixa manera de fer
s'observa en els seus articles posteriors dedicats al magnetis-
me i en general a lés forces inversament proporcionals al’ qua-
drat de la distidncia (1832-1841), on tampoc hi hem trobat cap

enunciat general del teorema de la divergéncia.

En el treball de 1813, Gauss s'ocupa del problema de de-
terminar el camp gravitatori degut a un cos homogeni de forma
esferoidal o el.lipsoidal (per esferoide s'entén aquf un el.lip
soide amb dos semieixos iguals, com &€s el cas de la Terra). El
problema del cidlcul del camp gravitatori d'esferoides i el-lip-
soides homogenis ja havia estat tractat anteriorment per MacLau
rin, Lagrange, Legendre i altres autors, perd en el treball a
qué ens estem referint, Gauss va donar un nou mé&tode bastant
més senzill que els anteriors. La clau d'aquest nou mé&tode con-
sisteix en prendre la integral de volum que dbna el camp gravi-
tatori i transformar-la en una integral de superficie; aixd es
fa mitjangant un argument que &s essencialment el que ddna el
teorema de la divergéncia. Com a mostra tipica d'aixd, a conti-
nuacid expliquem el teorema tercer del treball a qué ens estem
referint, el qual d6na un resultat més general del que sembla a

primera vista.

Consideri's un cos finit @ de forma gqualsevol i densi-
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tat constant igual a la unitat. Sigui {(1) 1la forga d'atraccid
entre dues particules de massa unitat en funcid de la seva dis-
tdncia # (Gauss dbéna per suposat que aquesta forga é&s central
i proporcional al producte de les masses). El problema consis-
teix en determinar la forga que el cos { exerceix sobre una
particula de massa unitat situada en un punt qualsevol M.

Fixem un sistema de coordenades rectangular amb origen al punt
M . La forca que volem calcular vindrd donada per un vector

que denotarem E = (Ex’E ,EZ). En el que segueix P denotara

Y
un punt gené&ric de & el gual vindri representat pel vector de
posicié Fr = (x,y,z). La forga exercida per un element de vo-
lum dV entorn de P vindrd donada per §(x)dV, i la seva compo
nent en la direccidé x vindr3d donada per %ﬁ(n)dv. En total,
la comnonent x de la forga exercida per tot el cos & vindra
donada per la integral de volum

E = f §in) dv. (2)

x
X Q/L

Evidentment, les altres components vindran donades per expres-
sions andlogues on x estard substituida per y i 2z, de ma-
nera que serd suficient considerar el problema per la component

X

Per transformar la integral (2), Gauss considera una
particié de £ mitjancant un feix de cilindres molt prims para-
l-lels a 1l'eix de les x: Prenguem un pla perpendicular a

. . . o . . .
aguest eix i denotem s? i P les projeccions de £ i P
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sobre ell (vegi's la figura adjunta).

Tls successius punts en qué la recta Pop travessa la super-
ficie 30 els denotarem pi(i =1,2,...) 1 els seus vec-
tors de posicid els denotarem respectivament ri = (xi,yi,zi);

&s evident gque el nombre de punts pi és sempre parell. Sigui

dS? un element de la superficie s¢ situat entorn de po, i

considerem el cilindre de seccié dSY i generatriu 1l'eix de

les x. Els successius elements de superficie determinats per

agquest cilindre al tallar 23Q entorn dels punts pL els deno
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tarem ds‘. Finalment, siguin ai,Bi,yi els angles que la nor
mal exterior a la superficie 30 en el punt pi forma amb ca-
dascun dels eixos x,y,z (en termes d'aquests angles, el vec-
tor unitari normal a 3R 1 dirigit cap a l'exterior de § ve
donat per ni = (cos ai, cos ﬁi, cos 71)). Per la l1lei de
transformacié de les &rees al projectar figures planes tenim la

relacid

2

l==dszcost¥ =-d830050

ds? = - dS’ cos «

(el lector verificard facilment gue tots els termes d'aquesta
igualtat sén positius, doncs els nombres cosozLj sén negatius
o positius segons que { sigui senar o parell). Considerem la

contribucid a Ex deguda a la part de § limitada pel cilin-

dre de base dS?; aquésta ve donada per

2 4
rYX g dx ds® 4 rx

X [¢]
= 4(n) dx dS + ...
x! x3 X

Si canviem la variable d'integracid de x a #x, aguesta expre

ssid es transforma en la seglient

2 4
7 4t dn ds® ST 4(n) dn dSO o+ ...
nl n3

Sigui ara F una primitiva de {; aplicant el teorema fonamen
tal del cdlcul infinitessimal, l'expressid precedent pren lla-

vors la forma seglient:

TR - Fds® o+ TRt - Fu® dso o+ L.
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Ara bé, si tenim en compte la relacié (3), aquesta expre

ssid resulta equivalent a la seglient:
F{n’) cosat d31 + F(nz) cosa? dSz + F(nsl cosot3 ng + F(n4) cosa4 dS4 + ...

AixI doncs, si sumem les contribucions degudes als diferents

elements dS°, obtenim el resultat segiient:

Ex = [ F(r) cos a dS (4)
N

on la integral s'estén a tota la superficie del cos considerat.

Més endavant, Gauss aplica aquesta f&rmula al cas especi
fic d'esferoides i el-lipsoides, la qual cosa li permet d'arri-
bar a una f6rmula per a Ex que no conté mé&s gue una integral‘
simple, i encara en el cas dels esferoides aquesta integral es
pot fer analiticament. El resultat que ens interessa m&s a no-
saltres &s la igualtat entre les dues expressions (2) i (4).
Encara que Gauss nomé&s parla de forces, &s clar que l'argument
precedent val per a qualsevol funcié escalar °'F que sigui dife
renciable amb continuitat a un entorn del domini de variacié de
#. Aixi doncs, per a qualsevol d'aquestes funcions queda demos

trada la seglient relaciés:
dv = [ F(r) cos a dS, (5)
la qual cosa podem escriure també& de la manera seglient:

J 0,6 dV =10 ¢ n dS (6)
QX 30 X
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on ¢ representa la funcid escalar definida com

6 (x,y,2) = FWh2+y%+2°%) (7)

Evidentment, la relacid (6) també&é &s valida si canviem x per
y o z. Com es pot veure, per a obtenir la forma general del
teorema de la divergd&ncia nom&s manca que ¢ pugui ser qualse-
vol funcid de (x,y,z) i no solament una funcidé de la forma

(7.

OSTROGRADSKII I GREEN

La contribucid d'Ostrogradskii es troba en tres comunica-
cions presentades respectivament els anys 1826, 1827 i 1828.
D'aquestes, les dues primeres, presentades a l'Académia de Cié&n
cies de Paris, van romandre in&dites fins el 1965, any en qué
van ser publicades unes traduccions russes; la comunicacid de
1828, presentada aqué@sta a l'Acadé&mia Imperial de Cié&ncies de
Sant Petersburg, va ser l'Ginica que fou publicada a 1l'&poca, con
cretament el 1831. D'aquests treballs, la part que ens intere-
ssa a nosaltres i que describim a continuacib &s précticament

comuna als tres articles.

En aquests tres articles d'Ostrogradskil es déna per pri-
mera vegada l'enunciat i demostracib del teorema de la divergén-
cia en la forma general (1). Tanmateix, la demostracid donada
per aquest autor segueix un argument practicament calcat del de
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Gauss. Aixf doncs, si bé Ostrogradskil té el mérit d'haver sigut
el primer en abstreure el resultat general, també& &s clar que la

idea de la demostracid la devem sobretot a Gauss.

L'inter&s d'Ostrogradskii en el teorema de la diverg@ncia
provenia de la teorla matemitica de la propagacié de la calor,
que feia poc havia estat desenvolupada per Fourier. Especifica-
ment, el lloc on Ostrogradskil aplica el teorema de la diverg&n-
cia es centra en verificar 1l'ortogonalitat de les funcions prd-
pies de l'operador de Laplace amb condicions de contorn de terce
ra classe sempre que aquestes funcions prdpies corresponguin a

valors propis diferents. En concret, si A denota 1l'operador de
2
Y
denota la derivada de u en la direccid de la normal exterior

Laplace, definit per la f&6rmula Au = Diu-+0 u-+D§u, i Dnu

n, es tractava de veure que si ¢ i ¢ sbn dues funcions so-

bre ( satisfent les seglients equacions

by = A¢ a € (8)
Ay = py a 9 (9)
Dn¢ = he¢ a R (10)
an = ho a 9@ (11)

amb X # u, 1llavors ¢ i ¢ satisfan la relacid d'ortogonalitat

J oy dV = 0 (12)

(a les equacions (10) i (11), h representa un nombre real posi

tiu que é&s dada del problema). Per a obtenir la relacié (12),
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OstrogradskiY multiplica l'equacidé (8) per V¥ i l'eqﬁacié (9)
per ¢, fa la difer&ncia i integra sobre Q, la qual cosa d&-

na el seglient:

I (W Ag - ¢ AY) dV = (A-p)f ¢y dV (13)

Q Q

Aré es tracta de donar-se compte de que l'integrand del primer
membre €s la divergéncia d'una certa funcid vectorial; concreta
ment, resulta que YyA¢ - ¢ Ay &s la divergéncia de VY grads -
-¢ grady, on la notacié gradu 1l'adoptem d'ara en endavant per
a representar el gradient d'una funcidé escalar u, és a dir la

funcid vectorial de components (Dxu,D u,DZu)(noti's que 1l'opera

Y
dor de Laplace equival a fer la divergéncia del gradient:

Ay = pia-pviu-Fviu = div gradu, i que la derivada en la direc-
ci6 de la normal ve donada per Dnu = nxDXu~+nyDyu-+nZDZu =

= p-gradu). Havent observat aixd, llavors el teorema de la di-

vergéncia ens permet fer la seglient assimilacid:

I (WA - ¢ AY)AV =

J WD ¢ -¢ D YdS (14)
) 90 n n

Aplicant aquesta férmula a (13) i tenint presents les relacions

(10) i (11) s'en dedueix que
(A=p) [ ¢¥ dV =0 (15)
Q
la qual cosa ens dbna el resultat desitjat.

La contribucibé de Green estd continguda en un llibret ti
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tulat "Un Assaig sobre l'Aplicacid de 1'Andlisi Matemdtica a
les Teories de 1'Electricitat i el Magnetisme", el qual va es-—
criure a les estones que li quedaven lliures d'ajudar el seu pa
ra en la feina de forner i més tard moliner. Aquest treball fou
publicat per subscripci6 (!) l'any 1828 (abans de la publicacid
d'Ostrogradskil), perd va passar desapercebut fins el 1846, en
qué va arribar a coneixement d'en Kelvin (quan ja feia cinc

anys de la mort de 1l'autor).

L'objectiu de Green consistia en calcular el camp eléc-
tric degut a un cos no puntual el qual estd carregat elé&ctica-
ment. Donat que la forga electrostdtica obeeix una llei andloga
a la de 1l'atraccid gravitatdria, al principi es pot pensar que
el problema a qué ens estem referint &s b3sicament el mateix
que hem comentat al parlar d'en Gauss, perd traduit de la gravi
tacié a l'electrostdtica. Tanmateix, a la prdctica el cas de
l'electrostdtica presenta una diferéncia bastant notable, que
&s que quan el cos en gliestidé &s un conductor, llavors la carre
ga eléctrica &s lliure de moure's pel seu® interior, i en parti-
cular la interaccid de les diferents particules de carrega fa
que aquésta es distribueixi d'una certa manera que cal determi-
nar. Aixi doncs, en el cas de l'electrostdtica el problema té
dues incognites: el camp elé&ctric i la distribucib de carrega
sobre el conductor, mentre que en el cas de la gravitacid només

hi teniem la primera.

Per tractar aquest problema, Green es va basar en 1'ob-

servacid, que havia estat feta per Laplace (1782, 1787) en el
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cas de la gravitaci6, de que el camp E degut a una certa dis-
tribucié de cdrrega té la particularitat de que les seves com-
ponents en les tres direccions de l'espai vénen donades per les
corresponents derivades parcials, canviades de signe, d'una cer
ta funcibé escalar ¢, 1la qual rep el nom de potencial. Segons
va mostrar Green, el problema de l'electrostitica es redueix

a determinar el potencial ¢ a partir de les condicions se-

glients

Ag = 0 a Q (16)
$o(r) — 0 quan n —> o (18)

on { representa l'espai no ocupat pels conductors i cada pare
lla Ei, VL representa la superficie d'un d'ells i el correspo
nent valor del potencial, el qual se suposa conegut (aqui estem
suposant que el nombre de conductors &s finit i la seva exten-
si6 limitada). En particular, a partir de les condicions (16)-
(18) Green va mostrar que la funcid potencial ¢ determina de
manera finica la distribucib de cidrrega sobre els conductors. Re
ferent a la recerca de la solucid del problema (16)-(18), en el
treball que estem comentant Green va introduir una eina b&sica
gque &s la que ara es coneix com a "funcié de Green", i en un
treball cinc anys posterior va introduir una primera versié de
1'important principi de gue la solucid de (16)-(18) &s la fun-

cibé que minimitza el valor de la integral [ ngad¢ﬂ2 dV d'en-
2

tre totes les que satisfan les condicions (17)-(18).
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Per obtenir aquests resultats, Green es va basar de mane
ra clau en unes identitats més o menys afins al teorema de la
divergéncia, les quals sén conegudes com a "fSrmules de Green".
Una d'aquestes identitats &s la férmula (14) que ens ha sortit
ja al parlar d'Ostrogradskii. En el treball de Green aquesta
férmula s'obté a partir de la seglient, la qual resulta ser tam-

bé molt important:

[ 68y dV = [ ¢ D ¥ dS - [ gradé . grady dV (19)
Q a0 Q

(per a passar de (19) a (14) només cal sostreure de (19) una re

lacid andloga on s'han intercanviat ¢ i ¢). Com es ﬁodra apre

ciar, la férmula (19) equival al teorema de la divergéncia apli

cat a la funcié ¢ grad ¥. Referent a la demostracié donada

per Green, no hi ha altra cosa a dir sindé que aquesta sequeix

bdsicament la idea de Gauss.

Com a mostra tfipica de la utilitat d'aquestes férmules
podem referir la demostracid de la unicitat de solucions del
problema (16)-(18): Si ¢1 i ¢2 sén dues solucions d'aquest
problema, llavors &s clar que la diferéncia ¢l - ¢2 serd solu
cié del problema andleg amb totes les Vi iguals a zero. Si
el domini §© fos acotat, llavors no tindriem més que aplicar
la férmula (19) amb ¢ = ¥ = ¢, - 95, 1la qual cosa ens dona

el seglient resultat:

[ ligrad () - ¢,)1% dv = 0 (20)
Q
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(doncs A($) - 6,) =0 i (¢, - ¢2)[aQ = 0); donat que la
funcidé que apareix sota el signe integral és positiva pertot,
aquesta relaci6 implica que qrad(¢1 - ¢2) és sempre nul, i
per tant la funcid ¢1 - ¢2 &s constant; finalment, com que
¢l - ¢2 val zero a la superficie 3, resulta que aquesta
constant ha de ser zero, i per tant obtenim que les funcions

6, i ¢2 s6én exactament la mateixa. En el cas en qué el domi
ni Q@ no &s acotat, llavors la f6rmula (19) no &s aplicable

directament, perd la condicié (18) permet d'obtenir el mateix

resultat considerant un domini acotat cada vegada més gran.

Mencionem aqui que el nom de "f6rmula de Green" s'utilit
za també per a referir-se al teorema de la rotacid (o de Stokes)
en dimensidé dos, resultat que &s equivalent al teorema de la di-
vergéncia en dimensi6 dos; tanmateix, el cert &s que no hi ha
cap evidéncia de que Green hagués fet mai res semblant (més
aviat sembla que aquest resultat &s degut a Cauchy i Riemann).
En canvi, el problema (16)-(18) i el corresponent principi de
minim a qué hem al.ludit abans, els quals si que van ser consi-
derats per primera vegada per Green, aquests no reben pas el seu
nom sin6 el de Dirichlet. Diguem també& que Green va ser el pri-
mer en utilitzar una notacié abreujada per a l'operédor de La-
place, que ell expressava mitjancant el simbol & (la notacid
actual A é&s deguda a Robert Murphy: "Elementary Principles of
the Theories of Electricity, theat, and Molecular Actions",

1833).

Més o menys al mateix temps que Ostrogradskil i Green,
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el teorema de la divergéncia va ser utilitzat per Sarrus [1828]
i Poisson [1829], que, com es veurd pels titols dels seus tre-
balls, estaven motivats respectivament per les oscil.lacions
dels cossos flotants i per l'elasticitat. Encara que aquest au-
tors no diuen pas d'on han tret el teorema, &s bastant plausible

que el coneguéssin per les comunicacions d'Ostrogradskil a Paris.

DIVERGENCIA I FLUX

Una aplicacib tipica del teorema de la diverg®ncia consis
teix en la deduccid de diverses equacions diferencials que des-
criuen processos de transport. Considerem per exemple el cas del
moviment d'un fluid. Sigui Q wuna regib d'espai fixa (respecte
un cert sistema de refer@&ncia), i sigui M(#) 1la quantitat de

massa continguda a £ en el moment #£. D'una banda tenim que

DtM = DI(IS2 p dv)y = &2 Dt p dv (21)
on p denota la densitat del fluid. D'altra banda, és clar que
la variacié de M en un interval de temps ha de ser igual a la
quantitat neta de massa que ha entrat a través de la frontera de
2 durant aquest interval de temps. Aquesta Gltima quantitat es
pot comptabilitzar integrant la contribuci6 dels diferents ele-
ments de superficie de 3Q: segons es veu facilment, la gquanti-
tat de massa que entra per l'element de superficie dS durant
l'element de temps df ve donada per - u, dt dS, on el vec-

tor u representa la velocitat del fluid, i u, representa la
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seva component normal; integrant aquesta expressid sobre tota

la superficie 9Q, i dividint per df obtenim que
PM = - u ds (22)

De (21) i (22) resulta doncs que

f D,p dV =-f pu_ dS (23)
o % "

Sobre aquesta relacid s'aplica llavors el teorema de la diver-
gé&ncia per tal de transformar la integral de superficie en una

integral de volum; aixd ens dbna el seglient resultat:
J VP dV = - [ div(ew) dV (24)
Q

Ara bé&, aquesta relacid ha de valer per a una regié { qualse-
vol, de la gual cosa s'en dedueix que els integrands dels dos

membres han de ser iguals:
Dyp = - div(ew) (25)

Amb aixd hem obtingut una equacibé diferencial fonamental de la
dinamica de fluids, que s'acostuma a anomenar "equacidé de con-

tinuitat".

Una propietat que diferencia els liquids dels gasos é&s
qgue els primers sén prdcticament incompressibles, &s a dir que

la seva densitat es mant& sempre la mateixa; en tal cas ténim
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que Dip = 0 i per tant l'equaci6 (25) ens diu que s'ha de

complir la relacié div(eu) = 0.

L'exemple anterior inspira molta de la terminologia que
s'utilitza en aldlisi vectorial. AixiI per exemple, una integral
de superficie de la forma fE Fn dS, on F representa un camp
vectorial donat, s'anomena "flux" del camp F a través de la
superficie Z. Un altre exemple &s la nocié de "linia de co-
rrent"; per definici6, una linia de corrent del camp F vol dir
una linia que en cadascun dels seus punts te el vector F com
a tangent; el conjunt de linies de corrent que passen per una
corba tancada forma una superficie que s'anomena "tub de co-
rrent". Aplicant el teorema de la divergéncia a la regié d'es-
pai interior aun tub de corrent i compresa entre dues superfi-
cies limitants El i 22 (6s a dir, dues "tapes"), es veu fi-
cilment que si el camp te divergé&ncia nul-la llavors el flux a
través de El &8s igual al flux a través de Ez; degut a aques-
ta propietat dels tubs de corrent, els camps vectorials que te-
nen divergéncia nul-la s'anomenen "solenoidals" (del grec
owhny, -nros: tub). Aquest terme va ser introduit per Maxwell
[1873], que tamb& &s el principal responsable del terme "diver
géncia" (en realitat, Maxwell parlava de la "convergéncia" vol-
guent dir el que nésaltres anomenem divergéncia perd canviat de

signe; el primer en utilitzar exactament el terme "divergéncia"

va ser Clifford).

Un cami similar al que ens ha portat a 1l'equacié de con-

tinuitat permet deduir també 1l'equaci6é de la calor. En aquest
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cas, enlloc¢ de la massa M es fa balang de 1l'energia interna
E, 1 per a comptabilitzar el flux de calor a través de 939 es
te en compte que la calor flueix en sentit contrari al gradient
de temperatura amb una intensitat proporcional a la magnitud
d'aquest gradient (llei de Fourier), és a dir, que el paper que
més amunt feia la quahtitat pu, ara el fard la quantitat

- kK gradT, on k és una magnitud positiva caracteristica
del medi anomenada conductivitat t&rmica. Seguint un procés
completament andleg al de més amunt resulta llavors la seglient

equacié diferencial

Dte = div(X gradT) (26)
on € representa la densitat d'energia interna. Si no tenen
lloc reaccions qguimiques ni canvis de fase, llavors la variacid
d'energia interna s'inverteix en un augment de la temperatura se
gons la relacid de = ¢dT, on ¢ &s una magnitud caracte-
ristica del medi anomenada calor especifica. En tal cas, l'equa

cid precedent es transforma en la segilient
1 ..
T = Zdivik grad 7), (27)

C . 2 _
i si suposem K constant i posem a” = K/c¢, s'obté 1l'anomenada

equacié de la calor:
D, T = a° AT (28)

L'equacibé de continuitat (25) va ser obtinguda per pri-
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mera vegada per Euler (1755), i l'equacié de la calor (28) va
ser obtinguda per Fourier en un treball presentat a 1l'Académia
de Ciéncies de Paris l'any 1807, encara que no publicat fins el
1822. Com es podrd apreciar, aquestes dates sén bastant ante-
riors als treballs de Gauss i Ostrogradskil que hem comentat

m&s amunt, de manera que, o bé les deduccions de Euler i Fourier
procedien per un cami diferent, o bé el teorema de la divergén-

cia s mé€s vell del que en pensem.

En el cas d'Euler i l'equacid de continulItat es tracta
efectivament d'un cami diferent: enlloc de parar l'atencid en
una regi6 d'espai fixa, Euler considera l'evolucid d'un trog de

fluid al llarg del seu moviment.

En el cas de Fourier no &s pas la mateixa cosa, sind que
d'alguna manera el seu raonament conté un germen del teorema de
la divergéncia. Per deduir l'equacid de la calor, Fourier fa
balang de l'energia interna sobre una regib d'espai fixa; la di
feréncia respecte al raonament gque hem seqguit nosaltres &s que
aquesta regid la pren de granddria infinitessimal i amb una for-
ma particular. En cada punt de l'espai, Fourier considera el que
ell en diu una "mol&cula prismdtica", que ve a ser un ortoedre
w d'arestes infinitessimals amb un vértex sobre el punt en
gliestidé. Les tres arestes que conflueixen en aquest vértex les
prendrem com a definidores dels eixos x,y,z d'un sistema de
coordenades rectangular; les longituds de les corresponents ares
tes de l'ortoedre les anomenarem respectivament dx, dy, dz.

Fent balang de l'energia de la manera que hem indicat més amunt
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s'arriba a l'equacib6 seglient,

J D, dvVv = - [ F dS (29)
w € dw n
on F denota el camp vectorial -«kgradT, i w denota l'or-

toedre infinitessimal (compari's amb 1l'equacié (23)).

Ara no disposem del teorema de la divergéncia, perd com
que l'ortoedre w &s infinitessimal, el valor de Dte es pot prendre
com a constant i F es pot suposar una funcidé lineal de «x,y,z;
en tals condicions es poden calcular explicitament les dues in-
tegrals de (29): la primera d6na immediatament el resultat
Dte lwl, on |w| representa el volum de w; la segona reque-
reix uns quants cdlculs després dels quals s'arriba al segiient

resultat

/ Fn ds = (Dxe + D F

+DF
[ yFy * 0 F 0] (30)

Aplicant aquests dos resultats, l'equacidé (29) es transforma

en l'equacié (26), d'on es dedueix l'equacid de la calor.

L'anterior raonament suggereix una tdctica per a demos-
trar el teorema de la divergéncia diferent de la de Gauss. La
idea &s aproximar la regié { mitjancant un mosaic de petits
ortoedres Wi si sumem les relacions (30) corresponents a

tots aquests ortoedres obtenim el segiient

ZJ F dS = Z O F + DyFy + DZFZ)L IQQ! (31)
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Ara bé&, en el primer membre d'aguesta igualtat resulta que sem-
pre que dos ortoedres w, i ay tenen un trog¢ de frontera co-
mi, el flux a través d'aquest trog &s comptat dues vegades, una
vegada amb signe més i l'altra amb signe menys. AixiI doncs, es-
td clar que aquest primer membre el podem substituir de la mane
ra seglient:

é Fn ds = f (Dxe + DyFy + Dze)i Iukl (32)
on I denota la superficie exterior a tot el mosaic d'ortos&-
dres. Si ara anem refinant aquest mosaic, fent que els seus
components siguin cada vegada.més petits, i que el total s'a-
proximi cada vegada més a , resulta que en el limit la rela-
cid anterior es transforma en el teorema de la diverg&ncia (tam
bé és veritat perd, que aixd es diu molt de pressa i en canvi

fer-ho de manera rigorosa d6na bastant de feina).

La relaci6 (30) es pot considerar una versié local del
teorema de la diverg@ncia. En general, si prenem la férmula
(1) que expressa el teorema en la forma usual, apliquem el teo
rema del valor mig al primer membre, i considerem el 1limit quan

el domini tendeix a un punt, llavors obtenim la relacid segﬁeht

. 1
+ + = — 33
Dxe DyFy DZFZ 5(1;T0 o] g FndS (33)

on &6(w) denota el "didmetre" de w &s a dir el suprem de les
distincies entre dos punts de w, Aquesta férmula ve a expre-

ssar el mateix que (30) perd sense 1l'Gs d'infinitéssims i sen-
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se la restricci6 que alld teniem de que els dominis «w fossin
ortoedres amb arestes paral-leles als eixos. Ja que el segon
membre de (33) no fa referéncia a cap sistema de coordenades,
aquesta relacib mostra que el valor de l'expressid

Dxe + DyFy + DZFZ no depén pas del sistema de coordenades que
estiguem utilitzant. Evidentment, aquesta propietat &s molt sig
nificativa, doncs el sistema de coordenades &s una cosa que po-
sem nosaltres, i per tant no te res d'inherent al camp F. La
manera d'entendre la divergéncia sense coordenades és tal com
diu el segon membre de (33): si considerem una regié w ca-
da vegada més petita entorn d'un punt, la divergéncia de F en
aquell punt &s el 1imit a que tendeix el quocient entre el flux
a través de 9w 1i el volum de w; dit d'una altra manera, la
divergéncia &s la densitat corresponent a la variable aditiva
que a cada regib li associa el flux a través de la seva superfi-
cie; una altra manera d'expressar aixd &s dir que la divergén-
cia d'un camp a un punt representa la contribucid d'aquest punt
al flux a través d'una superficie que l'envolti. La veritat &s

que el nom donat per Maxwell s'hi adiu forga.

Les consideracions precedents fan molt temptador de pren-
dre com a definicié de divergéncia el segon membre de (33) en-
lloc del primer. Tanmateix, aixd te el problema de que la succe
ssid d'oberts w que apareix al segon membre de (33) es pot
escollir de moltes maneres diferents, i per tant, per a que la
definicié fos coherent, hauriem de garantir que el resultat no
depé&n de la manera concreta en qué es faci l'eleccié. Al final

ens trobariem que hauriem de comengar prenent els w d'un tipus
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concret (per exemple ortoedres), i per a veure que al fer una
altra eleccif surt el mateix resultat no hi hauria més remei
qﬁe demostrar abans el teorema de la divergéncia; aixi doncs, la
situaci6é no &8s pas millor que la que trobem al prendre com a de

finici6 el primer membre de (33).
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