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1.~ L'AXIOMA DE L'ELECCIO. INTRODUCCIO.

Des del moment mateix que hom s'inicia a l'estudi de les
matemdtiques -en tant que ciéncia en ella mateixa- es troba amb

1'anomenat AXTOMA DE L'ELECCIO: A. C.

L'A. C. ens diu
"si Q= {A; : 1 €I} &s una familia de
conjunts no buits i disjunts dos a dos ,
existeix un conjunt M = {xi : i €1}
que té& exactament un element X; en co-

md amb cada A; , i €I, A eq" ,
que podem enunciar de forma, potser més intuitiva, dient:

"donada una particid & a'un conjunt A,
existeix un conjunt M que conté exacta
ment un element de cadescuna de les parts

de la particid QP'H
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Es ben conegut que la restriccié que hem imposat als Ai €

d'ésser disjunts dos a dos &s supdrflua.

Aquest axioma &s existencial i hom havia pensat que, en ma
temdtiques, existir havia de ser equivalent a ésser construible
i amb aguest axioma aixd no &s pas aixi. Sembla doncs que aquest:
axioma és essencialment diferent dels altres axiomes existencials
de la teoria axiomdtica de conjunts, ja que en ells -en els altres
axiomes existencials s'estableix la manera de construir el conjunt
l'existéncia del qual es garanteix. Aixi, a tall d'exemple,
1l'axioma de la unid ens diu que, per cada conjunt X, existeiz el

conjunt UX que contd com elements els elements dels elements d'X.

L'Axioma de l'eleccid s'usa de forma inconscient al llarg
del segle XIX i el mateix G. CANTOR l'usa de forma absolutament
inconscient, per exemple, guan estableix una demostracid alterna
tiva a la de LIOUVILLE de l'existéncia de nombres trascendents
[15] i també& gquan conjectura en 1883 el principi de la bona orde
nacié [l11] . Qui en donard la primera al.lusid explicita serd G.
PEANO en una prova d'existéncia de solucions per a un sistema
d'equacions diferencials ordindries [40] . En 1902 B. LEVI, en
voler calcular el cardinal del conjunt reunib d'una familia de

conjunts disjunts, observa que la demostracid depé&n de 1'A.C. [35].

En 1904 E. ZERMELO, seguint una suggeréncia 4'E. SCHMIDT ,
formula 1'A. C. de forma explicita i l'usa per a establir 1l'an-
tiga conjectura de G. CANTOR; &s a dir, per a establir el princi
pi del bon ordre [56] . En 1906 B. RUSSELL estableix el princi-
pi multiplicatiu [44] i en 1908 E. ZERMELO veu que d'ell s'en
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segueix 1'A, C. [58] .

Malgrat 1'@xit que aquest axioma t& al si de l'aritmética
transfinita, no s ben rebut per tota la collectivitat matemdti
ca. AixiI H. POINCARé, ja a partir de 1905, a la vista de lés
paradoxes de la teoria nafve de conjunts de G. CANTOR ataca l'ad
missid de 1'infinit actual en matemdtiques, puix que 8s la cau-

sa de les definicions Zmpredicatives.

E. BOREL analitza la demostracidé d'E. ZERMELO de 1904 i ob
serva que ZERMELO usa 1'A., C. per tal de ben ordenar un conjunt
X 1 BOREL argumenta que, si acceptem 1'A. C., bé podiem haver
elegit el primer element, despr&s un primer element de la resta,

etc. ... I diu:

"cal refusar tot raonament en el qual
hom utilitza una eleccié arbitraria

realitzada una infinitat no numerable
de vegades; aquests raonaments no for-

men part de les matemdtiques". [7]

Aixi E. BOREL posa en qliestié 1'A. C. per a families no
numerables. Perd BAIRE i LEGESGUE no comprenen la rad per la
qual BOREL opina que el cas numerable &s admissible. Per BAIRE
"cal reduir-se al cas finit" [23] i per LEBESGUE &s una qlestid
a convenir, perd hom no pot construir sdlidament a menys que no
demostri l'existéncia d'un dsser definint-lo i definir, diu, té&
el significat seglient:"nomenar una propietat caracteristica del
definit -propietat definible amb un nombre finit de paraules que
s'apliqui a l'@&sser que volem definir i solament a ell". [34]
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E. ZERMELO surt al pas d'aquestes objeccions replicant que
1'A. C. cal acceptar-lo fora de l'aritmética transfinita, ja
que &s indispensable per a demostrar que un conjunt infinit ad-
met un subconjunt propi equipotent i per poder citar solucions
discontinues de 1l'equacid funcional f(x +y) = £(x) + £(y) i

tamb& les bases de HAMEL d'R com Q-espai vectorial [24] .

Malgrat tot 1'A.C. i la seva necessitat en matemdtiques no
queden ben afermats fins 1910 quan E. STEINITZ en un treball so
bre cossos algebraics posa de manifest el paper Zndispensable
gque juga a 1'A, C. a l'hora de demostrar la unicitat, a menys
d'isomorfisme, de l'extensid algebraicament tancada d'un cos.

Diu textualment E. STEINITZ:

"... per tal de garantir la puresa del
métode, sembla que cal evitar aquest -
principi sempre que la seva aplicacid

no sigui exigida per la naturalesa del

problema". [ 47]

Des de1920-1930 tot el mdén matemdtic ha acceptat com a
base formalista del quefer matemdtic la teoria axiomdtica de
ZERMELO~-FRAENKEL, S.F., [56, 57, 58 i 21] i 1'dnica discussid
important sorgeix a rel de 1'A. C. Perd aquesta discussid es
va apagant a mesura que els resultats matemdtics de 1'A. C. es-
devenen cada vegada més importants i més desitjables (veure &
31 & 4). Aixd fa que la balanga de 1l'opinid matemdtica s'in-
clini cap a l'acceptacid de 1'A. C. Refusar-lo portaria &adhuc
a haver de refusar alguns d'aquests resultats matemdtics impor

tants, puix que 1li sbn equivalents (veure & 4).
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Abans perd d'entrar mé&s de ple en la qliestié dels resultats
posituis i negatius de 1'A. C., analitzarem una mica més a poc

a poc aquest axioma.

L'A. C. en diu, én definitiva, que

"si A = {Ai : 1 €I} &s una familia

de conjunts no buits, aleshores n Ay
i€1I

&s no buit" [36]

Si I &s finit, no cal en absolut 1'A, C. per tal de po-
der garantir que HAi #¢g [55] . Es a dir, hom pot provar l'exis
téncia del conjunt M que conté exactament un element de cada
Ai , 1 €I , I finit, usant solament els axiomes usuals de
ZF , ja que hom pot descriure formalment la manera d'elegir cada
z, a cada A. , si < wvaria en unconjunt finit I .

7

Perd la possibilitat de descriure la manera d'elegir desa-

pareix quan (1 &s infinit.

Suposem ara, com a segon exemple, que cada Ai &s un con
junt, no buit, d'ordinals o a&dhuc que cada Ai mateix &s un or
dinal no buit (en realitat &s suficient que hom pugui distingir

usant ZF un element concret a cada Ai , de manera simult3nia)

Aleshores

M={ad EUAL:T A a &s el primer element d'A}

existeix grdcies als axiomes de la uni6 i de seleccié.
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Qué passa, perd, en el cas general? Per l'axioma de les
parts sabem que existeixen tots els subconjunts de UQ. La teo
ria ZF no &s pas restrictiva. Aixf doncs el mot "tots" no <n-
clou també el conjunt M ? Doncs bé&, la resposta &s: "no, aguest
"tots" no inclou pas, en absolut, el conjunt M " . En realitat
quan diem que, amb cada conjunt, disposen de tots els seus sub-
conjunts diem molt poc puix que, en realitat, no sabem quins sdn
els seus subconjunts; no sabem quins sén els subconjunts concrets
del conjunt de partida. I no ho sabem perquée, en realitat, des-
coneixem qui &s conjunt i qui no ho &s. Una primera precissi6
que fa la teoria 2F en relacié amb aquesta gliestid l'estableix
1'anomenat axioma de seleccid que garanteix l'existéncia - en
tant que conjunt - dels subconjunts d'un conjunt X que hom

pot descriure usant el llenguatge formal (L ). No disposa-

set
vem ja d'aquest subconjunt d'X en disposar de tots els subcon-
Junts d'X ? La resposta &s que no puix que no sabem =-a menys

que ho imposem axiomd3ticament- si la famflia

{x €X : p(x)}
&s un conjunt. Es clar que, si no &s un conjunt,no pot &sser
subconjunt d'X. L'axZoma de seleccidé ens diu precisament que,
donat un conjunt X , els objectes Y de la forma

Y= {x €X : ¢(x)}

sén conjunts i , per tant, s6n subconjunts d'X i, en conse -

giiéncia, Y € P(X) .
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Per tot aix3, si hom pot descriure una propietat de tria ,
no li caldr3, &s clar!, 1'A. C. En els atres casos, sf, puix

que haurd d4'imposar la seva naturalesa de conjunt.

Recordem el fam&s exemple de B. RUSSELL (citat a [5] ).
Sigui A una col.lecci6 de parelles de guants, hom pot descriu-

re facilment un cojunt que tingui exactament un element de cada

parella:

"agafem, a cada parella, el guant de la ma dreta";

qué passard, perd, si (A &s una famflia de parelles de mitjons?
Si la famflia &s finita &s possible de construir efectivament el
conjunt que cerquem: "d'aci agafo aquest, d'all3, aquell, etc...”
i acabo; perd com podem donar una descripcid explfcita de la tria

quan A és una famflia infinita?

Acabarem amb un exemple molt simple i instructiu; &s usual
quan hom s'inicia a 1l'estudi de les matemd3tiques, de plantejar4

se i resoldre amb facilitat els seglients problemes:

Pl.- si f : X — Y &s injectiva construir una funcié

g : Y X tal que gof = 1y ;

p2.- si f : X — Y &s exhaustiva construir una funcié

g: Y¥Y— X tal que f£f.g = lY .

Ambdds problemes sén, perd, essenctialment diferents: el pri
mer &s trivial puix que la prdpia funcié £ ens facilita la tria
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a l'hora de construir la funcié g ; en canvi el segon problema
precisa de'1'A. C. i, de fet, és equivalent amb 1l'4A. C. Cal
precisar com elegir a cada conjunt antiimatge f—z(y) exacta -

ment un x que facti d'imatge de la y via la funcid g
Amb aquestes notes introductdries hem vist prou clarament

el significat de 1'A. C. aixf com el seu desenvolupament histd-

ric i també& la seva necessitat al si de ZF

NOTA BIBLIOGRAFICA

Hom pot ampliar aquestes observacions amb FRAENKEL, A.A. ,
BAR-HILLEL, Y. i LEVY, A. [22] , BERNAYS, P. i FRAENKEL, A.A.
[6] i GUILLAUME, M. [19] pel que fa a notes histdrigues i meto
doldgiques de 1'A. C. A l'obra de DEVLIN, K.J.[17, 8] hom tro-
bar3 una exposici6 clara i precisa sobre la necessitat al sf
de la teoria ZF de 1'A. C. Tamb& s6n d'interé&s els articles

de JECH, T.J. i SHOENFIELD, J.R. a [5] .
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2.- LA PARADOXA DE BANACH-TARSKI

Hem indicat de forma somera algﬁnes de les critiques rela-

tives a 1'A. C. perd podem afegir, sequint JECH:

I també:

"Algunes obijeccions a 1'A.C. es basen en
el fet que 1l'axioma t& consegiliéncies para
doxals. Usant 1'A.C. poden establir-se
resultats que xoquen amb la nostra intui
ci6. L'exemple m&s fambs &s el seglient:
PARADOXA DE BANACH-TARSKI: Usant L'4.C.
és possible descomposar una bola en un -
cert nombre finit de peces que hom pot
reagrupar de manera que s'obtinguin dues
boles de la mateixa mida que la bola ori

ginal”. [ 5]

"L'exemple mé&s popular d'una conseéﬁén-—
cia 'poc desitjable' de 1'A.C. &s l'exis
t&ncia d'un conjunt de nombres reals que
no és pas mesurable en el sentit de LE-

BESGUE". [29]

En primer lloc veurem com,usant 1'A. C., &s possible de

construir un cert subconjunt d'R que no és

(2.1) TEOREMA (A.C.) [G. VITALI [54]]
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Existeix un subconjunt M & R que no &s me

surable de LEBESGUE.

En efecte:
Sabem que la mesura de LEBESGUE ¢ de R &s o0-additiva,
u(la,bl) = b - a per cada interval amb a <b i Znvariant per
traslacions.

A l'interval [0,1] definim
X Vy sii X -y €Q .
Es una relaci6 d'equivaléncia. Sigui
[x1={y €[0,1] : y vx} , x €[0,1] .

L'A, C. ens permet d'elegir un element exactament de cada classe

[x] , x €[0,1] ; aixl obtenim un conjunt M &€{0,1].

Suposem ara que M &s mesurable de LEBESGUE i que
UM = m€[0,1] . considerem els conjunts Mq = {x+g: x €M}
per cada q € Q .

Es compleix:

l1.- si ql,qzeQ i ql¢q2 i M ﬂMq =9 ;

Per la o-additivitat, la invaridncia de # per traslacions
resulta de 1 i 2 que MR=0 si uM =m =0 . Perd com que
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3.- v M_<flo,21 ,
qg€[0,1]

per les mateixes raons resulta que #u[0,2] = , si gM = m>0,

Impossible. El1 conjunt M no &s doncs mesurable de LEBESGUE.

Hom pot veure que &s suficient 1'A. C. per a famflies de

parelles, Aquest resultat &s de W. SIERPINSKI i podem trobar-lo

a [46]1 i [29] .

Ara veurem el teorema de BANACH-TARSKI [3, 9, 41, 48] que,

a l'engrds, diu: "s7 X < Y 8dbn dos subconjunts de r? sufi-

cientment petits per tal d'ésser continguts en una bola suficient-

ment gran i suficientment grans per tal de contenir alguna bola su-

s .
jtctentment petita, aleshores X eas pot partir em un nidmero finit

de peces que poden ésser reagrypades de manera oue s'obtingui Y.
Aquest teorema és fals, en canvi, per n =1 o n = 2 .

L'anterior teorema pot sorprendre'ns si pensem en objectes
reals: un mil.1i6 de pilotes de futbol . poden &sser reagrupa -
des de manera que s'obtingui una estatua de l'actual president
de la Seccidé de Matemdtiques de 1'Institut d'Estudis Catalans.

Impossible!

Fins i tot, perd, en el mén de les matemdtiques aquest re-
sultat &s sorprenent. La seva demostraci6 &s, en canvi, absolu

tament rigurosa, si b&, com veurem, no &s trivial en absolut.

(2.2) DEFINICIO

Per cada x € ﬂ23 , la norma d'x &s
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3
Ixl = (2 2)1/2 . La bola tancada de
k-1 xk

radi r > 0 i centre en a e R® &s el

conjunt de punts de Rr3

(xe R3: |x - a] <r} .

3

Un subconjunt X € R> estd acotat sii

estd ficat en una certa bola; té inte--

rior no buit sii cont& una bola.

(2.3) DEFINICIO
Una matriu 3 x 3 A &s ortogonal sii

-1 t

A~ = "A.

Un g<zr de IR3 &s una matriu 3 x 3 or-

togonal p tal que detp = +1 .

Un moviment rfgid (euclidid)&s una apli-

cacié
3 3 .
r: R R, x—r(x) =p(x) +a,

on p ésungird']R3 i a€]R3.

(2.4) DEFINICId (BANACH-TARSKI [3]).

3

Dos:conjunts X i Y d4d'R~ sbn con--

gruents (X = ¥Y) sii existeix un movi-
ment . rfgid r tal que

Y= r<X>= {r(x) : x € X} .
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Dos conjunts X i Y d'IlR3 sén con--
gruents per peces (X a ¥Y) sii, per un
cert nombre natural n = 1 , existeix
una particié { Xy 11 < j<n} 4'%X en
n peces i una col.leccif d'n moviments
rfgids { ry il <j§<npl tals que

{y, : 1 <5< Y., = r. <x.>
j jSnl o, oon ¥y o=y <xg

es una partici6 d'Y en n peces.

Si X &s congruent per peces a un cert subconjunt 4'Y ,
escriurem X <Y . La relaci6 de congrudncia per peces compleix

les propietats segilients:

(2.5) LEMA (BANACH-TARSKI [3] )
1. v &s una relacid d'equival@ncia; &s
la induida pel preordre < i £ es

t3 contingut en < .

2. v &8s de CANTOR-BERNSTEIN: si
z €Yy €X i 2 VX aleshores

ZVvyYy i ¥Y~NVX.

3. v &s compatible amb les unions dis-
juntes finites: si Xk’V Yk' 1<k <n

i xNx,=90 Ny, =4,k*k,

aleshores
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4. Si X "~V Y , a cada subconjunt X1 C X
1i correspon un Y, C Y tal que

i ~
i) Xl Y1 R

ii) si X1 # X , aleshores Y1 Y .

5. Si X~V XUy < n , aleshores

k r
XVvXUY,on Y=

La demostraci6 d'aquest lema la donarem detalladament a

1'apéndix. Veure Lema (A.2)

El lector pot observar l'analogia que existeix entre 1l'e-
quivaléncia i la congruéncia o equipoténcia de conjunts (sobre-

tot els infinits).

Ara admetrem de forma provisdria una 4ipdtesi suplementdria

i usant-la demostrarem el teorema de BANACH-TARSKI.
Designarem per S 1'esfera unitat: S = {x € R” : |x| = 1}.

HIPOTESI SUPLEMENTARIA:
Existeix una partieid {P, S5 SZ’ 53}
de l'esfera unitat S d'Bs en quatre

conjunts tals que
Z) P é&s comptamble
11) existeixzen girs P, Z b, tals
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que

PS> =8, , p<S>=8

1 2 3
111) exixteix un gir P tal que
= V]
p<sl> = S2 S3 .

Ara estem ja en situacib de demostrar el tant anomenat teo

rema de BANACH-TARSKI de 1924.

(2.6) TEOREMA (BANACH-TARSKI [3] ).
1. Tota bola U descomposa en dos sub-
conjunts X i Y tals que X VU

i Yy~U.

1 i U2 sén dues boles tals

~ N :
que Ul 02 ; aleshores Ul U1 U U2.

2. 81 U

3. 8i X &s un subconjunt d']R3 acotat
amb interior no buit, aleshores X "~ U.

4. si X, Y s6n dos subconjunts d']R3,
acotats i que no s6n frontera, ales-

hores X VY .

En efecte:
Si la hipd8tesi suplementdria val, tenim que S = P U S, U SZUS3

i, per cada X € S , considerem el conjunt

X={Ax: x€X i 0<A<1} .
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Tenim doncs que la bola U descdmposa en cinc conjunts disjunts

U=DPuU -Sl US, US, U {o0}.

2 3

on 0 = (0, 0, 0) . De la hipdtesi suplement3ria i de les pro-

pletats dels girs (Lema A.1 de l'ap&ndix) resulta que

Una altra observacif facil &s la segilient: existeix un sub-
conjunt Q de S, Vs,V S5 comptable tal que P = Q (Lema
A.5 de 1l'ap2ndix).

1. Sigui ara X=S, UP U0}, Y=358

1
Tenim que

s

~§2u's'3,§lu's‘ ~ S US u§3,

3 3 1 2

i, per tant,

i finalment: X VU .
e G ] r ry ‘s c c c *
Ara bé&; 82 ~ 51 v 52 U S3 i 53 ~ S1 U S2 ) S3 %)

i existeix un Q comptable & s, Y s, V) S, i, per tant,
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i pel lema (2.5) i la primera relaci6 d'(*) existeix un

Q* G §2 tal que
o* vQ vE .

Sigui ara x €5, - Q* i fem Y* = S5 VQ* U {x} .
Es clar que Sys Q* C s, i {x} € S, - 0* s6n disjunts .

Per la segona part d'(*) tenim:

uo*u&}NQU§ US, UPUI{0} =U .

* o §
Y S 2 3

3

Ara b&: Y* =5, UQ*U{x}C §5,UBE;=YCU i y*~U.

El lema (2.5) (2) ens diu finalment que Y ~U i aixd aca

ba la demostracié.

Per 1 existeixen Xl’ Y1 tals que U1 = X1 U Yl' Xl N Yl=

=g i Xl’\:Ul i Yl'\'Ul.

Perd U, VU

1 2 i, per tant, Uz’\zY1 .

Pel lema (2.5) (4) existeix z2C ¥, i 2 ~U,-U CU, i
per (2.5) (3)
X, Uz ~U U (U, -U) =0, VU ,

1 1

perd X, vzcu cu, vu, i el lema (2.5) (2) acaba la

demostracis.

n
Sabem que X = U Xk , on Xk C Uk i Uk =~ U i, per (2)
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Uu~U U U, per 1 Sk<n ipel lema (2.5) (5):

. n
Uun~N~MUN U Uk perd, com que,
=1 °

k

o]

el lema (2.5) (2) ens diu de nou que X VU .

Siguin U1 C X i U2§;Y . Podem suposar, &s clar! , que
U, =U, . Per (3) tenim que

X’\/UlﬁUz’\/Y
i el lema (2.5). (1) acaba la demostraciS.

Abans de seguir endavant farem unes consideracions:

Dues boles de radis diferents s6n equivalents per peces.

Aquest resultat &s fals per a discs. En aquest cas sola -
ment s6n equivalents per peces si els seus radis s6n iguals

(veure 1'Apé@&ndix, Lema (A.9)).

Donat que la mesura de LEBESGUE é&s invariant per girs &s ab
solutament clar que els subconjunts §k, k=1, 2, 3 d'a-

bans no sén mesurables de LEBESGUE.

En el pla val una conjectura m&s feble que la que hem impo-

sat en el cas d'IR3. La demostracié es fa al sf de la teo
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ria ZF de conjunts. (Veure Lema (A.8)).

Si Ul s una bola de radi ry i U2 &s una bola de ra-

di Ty T F4 T, o existeix un n€ IN tal que

n n
. . . 3
U, = UX i U, = Uy i X MY i X ,Y C R .,
17 4 K 27 ka1 K k k k" "k

Per tant cap dels Xy ni dels ¥, no &s mai mesurable de

LEBESGUE a H{3.

Cal observar que

ZF + la hipdtesi suplementiria

implica

el teorema de BANACH-TARSKI

sense fer s de 1'A. C.

Ara veurem el teorema de HAUSDORFF [1914] que diu

ZF + 1'A.C. implica 2F + la hipltesi suplementiria .

(2.7) TEOREMA [ HAUSDORF][1914]] (A.C.) [26]
Existeix una particié {p, Syr 32 S3} de
l'esfera unitat S en quatre conjunts tals
que

i) P &s comptable
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ii) S1 = S2 o~ S3

iii) S, U S3 = S k=1, 2, 3.
Aquest teorema es basa en certs resultats purament algebraics -
que enunciarem a continuacié i dels quals en donarem, si s'escay,
una breu notfcia de la demostraci6, postposant els detalls com-

plets a 1l'ap@ndix.

(2.8) LEMA [ 26]
Existeixen dos girs de r3 v i ¢ tals
que ¢2 =1 = ¢3 s6n les Gniques rela --

cions del grup G generat per ¢ i ¥ .

La demostracil pot trobar-se a l'apéndix, lema (A.6). O

(2.9) LEMA [ 26]
Existeix una particié Bl’ GZ’ G3 de G

en tres subconjunts no buits tal que

i) ¢G1 = G2 U G3 (i.e.: peG, « ¢peG
i) ¥6, 2

fiay w2
iii) ¢ Gl = G3

1 2 Y Gy

G

En efecte:
L'assignaci6 dels elements de G es fa d'acord amb les longituds

dels mots del grup G formats a partir de les lletres ¢, ¥, wz.

(Cf. 1'apéndix).

1eG1, ¢6G2, 1lleG2 i wz 6G3
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i, per induccib6 sobre la longitud del mot, tenim la taula seglient:
fy = pe G,+G,,G; ,aleshores ¢p€G,,G,,G, respectiv.
2 . .
P - pe Gl,Gz,G3 , aleshores ¢peG2,G1,Gl respectiv,

o comenga amb 1

¢ - pe Gy, , Gy , aleshores ¥peG, ,G;,G, respectiv.

. 2 .
$ - pPe G;,G,,Gy , aleshores v p€G4,G,,G, respectiv.

Exemple: » = wovov’oy® 1) vy, 1i) eviec), iii) vPevle gy
1) et e, v wvievPec,, vi) swvPeviec, i vii) peG).

Aix{ obtenim la particid buscada. (Els detalls a l'apé&ndix, Le-

ma (A.7)). O

Ara estem ja en situacib de demostrar el teorema de HAUS-

DORFF.
Fem P ={x € S: p(x) =x perun p € G, p ¥ 1},

G &s numerable i cada p deixa fixos solament dos punts

d's (els pols del gir) (Cf. Ap8ndix, Lema (A.1) (iv)). AixI ob

tenim (i).

Per cada x € S - P , 1'drbita d'x &8s G(x) = {p(x):p € G}.
Es un subconjunt de S - P (En efecte: si p(x) € P per un

Xx € S - P , aleshores p.p(x) = p(x) oer un p.€ G, p; ¥ 1 ;
1 1 1
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per tant p—lplp(x) =x i p—lpl #1 i x € P . Impossible).

G(x) ¥ 8 ja que x € G(x).

G{(x) NG(y) = # o bé coincideixen ( En efecte : sigui

t € G(x) NG(y) , aleshores t = p(x)
1

Pl(y) ; sigui 2z € G(x),

1

N, - - X
aleshores z =p(x) i x =p pl(y) i z = Sb Pl(y) i

z € G(y).)
La famflia & = {G(x) : x € S - P} &s una particié 4'S-P,

Per 1'A. C. podem elegir un punt de cada classe i aixi ob-

tenir un conjunt M que satisfa:

2. XyrX, € M, X, #* Xy 4 aleshores

G(x)) NG(x,) =4 ;
3. per cada z € S - P , existeix un

x € M tal que 2z € G(x) .
Ara definim, par cada j = 1, 2, 3:

S, = G<M>={p(x) : p € G, xe M} = U G,(x) S s-P,
3 3 j xem d

Si i # j , aleshores s, N Sj = g (ja que de no &sser aixi,

existiria un 2z de Si Ns, ; &s adir: z = p(xl) = pl(xz) ’

J
i ; ' = = i
p € Gi R p1 € Gj i %%, € M ; d'on, per (2), Xy Xy x i
-1 _ . ] -1 = 3 = i n
Py p(x) =x € P ; d'on Py p 1 i op Py i Gj Gy # 0 .

Impossible.)
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D'aquesta forma hem partit S en els conjunts P, Sl’ 32

i S3 . Aplicant ara el lema (2.9) resulta que
¢<8,> = {¢p(x) = p € Gys x € M} = {7(x) : 7 € ¢G,, x € M}
={r(x) : 7€6,UG;, xe M =5, Us,,
U<s;> = {¥p(x) = p ¢ Gy xe M ={r(x) : 7€G,, xeM =5,
Wl<sf> = {wzp(x) TP € Gy, XE€ M} = {7(x): 7 € Gyr X € M} = Sy
O
Notes.

1.~ Al teorema de VITALI agafem M C [o0,1] - (QC R - (Q,
si volem, i G(x) = {x + g : g € (Q} = Mq i l'analo-
gia entre ambdSs teoremes &s clara.

2.- El1 teorema de HASDORFF val per a tota esfera Sr de

radi r > 0 , no necessi3riament unitiria.

NOTA BIBLIOGRAFICA

Al final de 1l'ap&ndix.
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(A.1)

En efecte:

LEMA

APENDIX

Sigui P un gir., Tenim

i)

ii)

iii)

iv)

i) per la linealitat;

la imatge d'una recta &s una recta;
p conserva el producte escalar i ,
per tant, la norma;

si p # 1, aleshores

3, p(x) = x} &s una 1i-

A={x€R
nia recta que passa per l'origen; &s
l'ezx de gir de p . Existeix un

3

vector v € R amb vl =1 tal

que A ={tv:t€ R} .
Si w¢€ R3 &s tal que
A={tw: t€ R} i Iwl =1, ales

hores v =%w . v i =-v s6n els

pols de p .

ii) pel fet que la matriu de p &s ortogonal;

iii) el polinomi caracteristic de p t& una arrel real i, si

els valors propis sbn Rl, kz i R3 , aleshores

detp

Sigui

A

1

la mé&s gran de les arrels reals. Si k3 i



s6n complexes, sb6n conjugades i )\ll?\zl 2 1 que implica

= ; 2 _
)‘1—11”‘2| =1.

2

Si 7\2 = )\3 sbn reals, aleshores 7\1.)\2 =1 i ).1 =1 ;

si les tres sbn reals perd diferents, existeix un vector

propi v # 0 , per cada una d'elles; p(v) = ?\k.v y

k=1, 2, 3, pexd <p(v) , p(v)> =<7\k.v, )\k.v> =

I)\k[ 2. <v,v> i, en consequliéncia, |7\k| 2 - 1 . Per tant
= +

7\k 1 .

Podem cercar un vector propi |[vl de valor propi 7\1 =1

amb |vl] =1 . Aleshores p(v) =v i t.v €A .

Sigui u€A i u#Ft.w, t€R . Sigui wlu i wl v
i Jwl =1 . comque p{u) =u i p(v) = v , resulta

que p(w) L u i p(w) L v, per (ii) i aleshores

p(w) =A.w. Perd Ip(w) =1, d'on resulta que p(w) = *w,

Per tot x € R, x = a.u + f.v + yv.w, a,ﬂ,‘yEIR3 i

p(x) =a.u+B, vt yow i p # Vv ; per tant p(w) # w .
En conseqii®dncia: p(w) = -w . Si la matriu d'u, v i w
1i diem o , aleshores la matriu de u, v, -w &s po

i det po = -det ¢ i detpo = detp . deto = deto , d'on:

deto = 0 . AixI arribem a contradiccié i acabem la prova.
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(A.2) LEMA
lLa relacid de congru@ncia per peces satisfd

les condicions del lema (2.5).

En efecte:

1) a) X vX : &s obvi puix que la identitat &s un moviment
rigid;
b) X VY implica Y VX : &s obvi puix que l'invers d'un
moviment rigid &s un moviment rigid;
c) XCVY implica X <Y ; &s obvi jaque X"VXCY;
d) X VY implica X <Y : &s obvi puix que X VY C Y ;

e) X <Y, ¥Y<2Z implica X< Z :

n
N
.

sigui X VYo € Y i Y VZo C

{Xj :1<j<n} i {rj : 1 <3 <n} tals que
X = UX, i Yo = Ur.<xX.>
j vt 303
{Yk : 1 <k <m} i {sk : 1 <k <m} tals que
Y = UYk i Zo = USK<YE>
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-1

Els conjunts A, . = X. N r, <Y, > formen una parti-

J ki~ %3 T3 Tk P

. v : 4 -
ci6é d'X (per cada j fix Alj""'Amj és una par

ticié d'Xj) .

El junt <A > =r.<X>NY 1 <3 <n)
s conjunts r, Akj 5% x ( 3 n)

&s una particié d'Yk N'Y, . Per tant

{skrj<Akj> : 1€k <m 1 <3j<n}

&s una particié d'un cert subconjunt z, de Z, 1

els Skrj s6n moviments rigids i, per tant,

X \'Zl CZ2,€2; d'on X<12 .
£f) X vy i Y ~Z implica X V2% : fem Y, =Y i
Z, = Z en (e) .

g) X <Y i Y<X implica X Y (CANTOR-BERSTEIN)

Tenim X VY, €Y i Y ~vX, <€ X .
Tenim doncs el mateix que en (e) , si fem

Xo =2, 1 X =12 , en la segona desigualtat.
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Definim f(x) = rj(x) , si x € Xj i gly) = s . (),

si erk . Per EC X , definim E' C X per:
E' = X - g<Y - B> .

Ssi ECFC X, aleshores E' C F'.

Sigui = (E €X : ECE'Y . £s clar que ¢ €D
Sigui D= U®., si E €9, aleshores D2 E i
D'D E'2 E . D'on: DS D' i, en conseqgiidncia
p'<€ (D')' . Aixf doncs D'€ P i D'ES D . Per

tant D = D' .

Perd

D=D'=X - oY - £<D>

X =D =g<Yy - £<<p>> & x, .

Ara definim, per 1 <k <m, 1 <j <n

Es clar que Al,...,An constitueix una particié de

D i que A una de X -D . A més ,

n+1’°°*Prin

{hj<Aj> : j=1,...,n} parteix D> i
{hk+n<Ak'+n> : 1 <k <Sm} parteix Y - D . Per tant

Xoay
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2)

3)

4)

Es immediat aplican 1lc, 1f i 1g : 2 VYCY VXC X~V 2,

d'on:

z<Y i v<x i z~X,don: Z2<Y i ¥Y<Xx i x<gzg,

d'on finalment: 2 <Y i Y<2zZ.

n n
i i = i = n = = N
Sigui X yxk i v ? Yk i Xk Xk, g Yj Yj i
Xk W/Yk .
Existeixen
Tz e
X = UX., ¥ = UY . i X .~Y .,
k a1 kj k j=1 k3j kj — "kj
d'on
n n My
X=_4U U X, i Y= U U Y i X, VYL
k=1 j=1 kj k=1 j=1 k3j kj kj

Es conseqgiiéncia immediata del lema que seguix:

(A.3) LEMA
Si X ~v Y , aleshores existeix una bijec-
cid ¢ : X > Y tal que, per cada Z C X ,

e<zZ> N Z .

En efecte:

n n
Sigui X = UX, i Y= Ur<X> . Fem v(x) = r.(x),
=1 j=1 J 3 J
si x€X, , 1<3j<n. Es clarament bijectiva. Sigui

.

ara z € X i fem Zj =2 N Xj’ 1<j<n.
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{Zj : 1 <j<n} &s una partici6 de Z tal que Zj < Xj'

n
A més: <Z> = U ¢<Zj> i ¢<Zj> constitueixen una par-

j=1
tici6 de p<Z> .

A més: zj 3:¢<Zj>, 1<j<n, jadque ¢ xj = rj .

(A.4) COROL.LARI.

1. si X ~vY 1 existeix una descomposi-

ci6 d'X en conjunts disjunts

’{xj : 1 <j<n}, n'existeix una 4d'y,
{Y, : 1<3j<n} tal que X, VY, .

J J J
2. La part 4) del lema (A.2). La sego-

na part &s deguda al fet que ¢ si~-

gui una bijecci8.

5) Suposarem dos casos:
i) Els conjunts X, Yl""’Yn s6n disjunts dos a dos.
Per n =1 &s obvi.

Suposem-ho doncs cert per un cert k i veiem-ho per

k +1 <n.
k
X vX U UY,
j=1
X vX U Yk+l'
k
Per8 X N Yk+l =g = Yk+1 N jlej i aplicant 3) :
U v N U K k41
XP Yy VXU Vv Uy =xV Uy,

J=1 1=1 J 19



i per la propietat transitiva, hem acabat la demostra

cib.

=¥

s | - i ' -
ii) En generil. Fem Yl Yl X i Yk+l 1
- (XU Uy, ,1<k<n.
j=1 ]
Tenim
n n
XU Uy' =xuU u Yk
k=1 k=1
i XC x VU Yi c xu Yk i aplicant 2)

resulta que X VX U Yi i, per consegilient, podem

aplicar 1i).

(A.5}) LEMA.

Si S =PU s1 Us,Us on P é&s

2 37
comptable, existeix un QC Sl U Sz U S3

tal que P M Q .

Enumerem P ='{xn :n € w}. Sigui ep un eix de gir que

no passi per cap punt de P . Sigui Ay =1 € [0,27] : wa(xk) € p}

Es comptable com a mdxim. Per tant A = U Ay és comptable 1i,
k€w

en conseqglidncia, existeix un 6o € [0,2r] i 6o € A . Sigui

ara p =p, . Aleshores P N p<p>=@g i, per tant, Q = p<P> A P

o

i C )
i Q¢ S1 S2 v S3 .

(A.6) LEMA
Existeixen dos girs dﬂR3 ¢ i ¢ tals

que ¢2 =1 = ¢3 s6n les finiques relacions del grup generat per
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En efecte:

La rotaci6 ¥ &s la rotaci6 d'R°> d'eix 0z i angle 120° i la

3

$ &s la rotacib d'R d'angle 180° i d'eix la recta del pla

XZ d'equaci®

on 0 es determinar3d m&s endavant. Aleshores

-1/2 =~v3/2 0
vo=|V3/2 =-1/2 0

0 0 1
-cos 6 0 sin 6

¢ = 0 -1 0
sin 0 0 cos @

Bs clar que ¥?> s'obté de ¥ canviant V3 per =J3 i

v =92 = 0.

Sigui G el conjunt de totes les matrius que s'obtenen per

productes finits, essent els factors ¥ i ¢ .
G &s un grup.

A mé€s, si p € G i P # 1 , aleshores 0 es pot expressar

d'una manera almenys en la forma
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on cada Uj s ¢, Vv 6 y2 i, si 1< 3j<n, un exactament

dels Uj , 0j+1 g&s 9.
sén paraules redufdes de lletres ¢, ¥ , ¥2 .

Tot element de G , diferent de la identitat, i de ¢, V¥

i ¢2 , es pot escriure en una almenysde les formes:

a: Vle e L Ve, m>1 g by = 1,2,
g . owfle®2 L WP s py = 1,2,
yo oewtle w2 L WPme n>g b, = 1,2,
5 0 le g2 syfm o m>1 i Py = 1,2

Ara la qliesti® &s: dues paraules redufdes diferents poder :enir
la mateiza matriu? Bs clar que si: per 0 =7 , V. ¢ = ¢ L2

Vovd = 1.

HAUSDORFF [26] observara, perd, que, si cos @ &s un nom
bre trascendent , aleshores tot gir diferent de la identitat té&
una finica expressi6 en tant que paraula reduida en les lletres

¢, ¥, ¥ 2. Es a dir: si

0;,1<i<m
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Hem de veure que cap paraula redulda no &s mai igual a la
identitat, ﬂa que aleshores, de donar-se una igualtat com l'an-

terior amb n tan petit com sigui possible, tindrem n =1 i

o = 0%,

Si la paraula reduida &s de la forma « , aleshores o« # t.

Tenim

_ 2
@ =0 0 4 «-. 0,0, , Oncada 0, s Yo 6 Yo .

Aixf doncs cada o, &s una matriu de la forma

///1/2.cos 0 +vy3/2 -1/2.sin 6
+Jv3/2cos 8 1/2 + 3/2.sin 6

i
\

\\ sin 0 0 cos 0
Per inducci6 sobre m hom constata que, si v = (0,0,1),
aleshores
o (v) = (sin 0.Pm__1 (cos 8) , J3.sin B.Qm_l (cos 0) , Rm (cos 8))

On P, Q i R sb6n polinomis a coeficients racionals, de

grau 1'indicat pel subIndex i de coeficients principals:

m-1 m-1

1 3,07t 3 .
- 5-(5) v 2 5(3) , (%)

N =

respectivament. (Veure [48] .) Fent ci3lculs, tenim:

Po (x) = —1/21 Qo (x) = il/zl Rl (x) = x ’
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_1 3 1
Po(x) = 5.x.P (%) 5.0 (%) - 5.R (%),

N

_ =1 1 1
0, (x) = +5.x.P . (x) +3.0 ,(x) +35.R (x),

R4 (0) = (1= x%).P (%) +x.R ().

. Si cos 8§  &s trascendent é&s impossible que R (cos 6)=1

i, per tant, av #v 1 a # 1 .

. Tampoc f no &s igual a la identitat; si ho £6s

. tampoc no ho &s vy , ja que si ho f6s

Per tant hem de veure que & # 1 .

Suposem el contrari; &s a dir, que 8 = 1 i que m &s mi

nim amb aquesta propietat i que m > 1 .

P,4P
. si P, =P, v aleshores ¢ +%m és o bé wz o bé ¢4 = Y;
d'on
Py Py Py PP,
v =¥ S.y¢ = ¢y ces OV

que &s de la forma f . Impossible.
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. . . Pr o P1
. si py+ Py =3 i m>3 tenim 1= ¢y &y " =

P P
=v29¢ ... e ym? que &s la forma & , perd m &s més

curt. Impossible!

P

. si P+ P, = 3 i m=2, 1= 2.5.w 1. ¢ . Impossible.

: Py P, P,
i m=3, 1=¢.¢. 6.y ".¢ = ¢ . Impossible.

Elegim cos 0 trascendent i hem acabat. Tots els angles 6 ,

llevat una quantitat numerable tenen aquesta propietat. Per

exemple cos 1 .

(A.7) LEMA
Els conjunts Gl' G2 i G3 construits

al lema (2.10) compleixen i), ii) i iii) .

En efecte:
S6n disjunts claramente per construcci8.

Pel resultat de HAUSDORFF els elements de G tenen longitud

que &8s la longitud de la paraula reuida i 1(1) = 0 .

Si o0 té& longitud zero, aleshores o = 1 € Gl i ¢.0 =

2

=$€6,C06, UG, i $.0 =¥€G, i ¥.0=y €G; . Com-

2 2 3

pleix i), ii) 1 iii).

Si o0 té& longitud un, aleshores
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$ €6, i V.9 €G

. 2
2 53 1 Yoo € G,

o = d/eri ¢IIIEG3

Feg, i ol ec

2 1

i 1i)=-iii) valen per a la longitud un.

Si val per tot P de longitud <n , valdrd pels p €G

amb longitud n :

CAS 1. p comenga anb ¢ i p € G,, aleshores Y.p € G, i ¢2.P € Gys
ip & G, aleshores ¢.p t& longitud n-11i
p=9¢($.p) € G2 U G3 si, i només

si, (per hipdtesi d'inducci®)

c . .
[ ] Gl si, i1 només si,dp & GZLJGE

CAS 2. p comenga amb ¥ i p € G1 si, i només si ¢p € G, 2 v G3.
Yep

Y 0 amb (0) <n-11i ¢ comenga amb ¢

ce

Y.p € G, si,inomds si, y?0 € G, si,inomds si,
2o € G, si,iromés si, p = y.0 €G

o 1

(puix que o0 comenga amb ¢ )

CAS 3. p comengaamb ¢~ i p € G, si, i només si, ¢.p € G,-

Yyp = 0 i (6) =n-1 1 o0 comenga amb ¢
Yo = 0 € G2 si, i només si, P = 4%0 € G
s8i, i només si, 0 € G si, i només si,

2
Yo

1

2
xprG3.
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Veiem ara de nou el teorema de VITALI. De [0,1]] - Q i,
per cada x € [0,1] - Q , considerem G(x) = {x+g€[0,1]]: g€ 0}
G(x) € [0,1] - QO ;
G(x) N G(y) = # o bé& coincideixen;

G(x) #40.

Aixf doncs §’= {G(x) +: x€[0,1] - Q} és una particid
de [0,1] - Q i per 1'A. C. podem elegir un punt de cada classe

i obtenim aixf un conjunt M tal que

|
=

MC[O0,1] - Q ; Xyr Xy € M, X 7=x2, G(xl) n G(xz) =
z €[0,1] - Q, existeixun xXx €M i z € G(x) .

En el cas d'espais euclidians de dimensi6 1 6 2 , qué&

passa?

(A.8) LEMA. [48]

A IR2 també& val un cert teorema afeblit

de HAUSDORFF.

En efecte:
Sigui ¢ € T trascendent amb lcl =1 (N'hi ha: c = ety
Sigui X = {z €T : z = g ak.ck, n€ow i agreeerdy € wl} .
Cada 2z t& una expressig=gnica per la trascedéncia de c .
Sigui Xo € X el subconjunt dels x d'X tals que ao= 0 i
X1=X-Xo .
Es clar que {Xo, Xl} divideix X .

Sigui ara la rotacil del pla complex p(z) =cz 1 la tras
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laci6 7 donada per 7(z) =2z + 1 . Es clar que p(X) = Xo i

7(X) = X i cada un dels conjunts X., X

1 &s congruent amb X .

1
S'empobreix puix que X &s no acotat i comptable. No cal,

perd, l'eleccild.

(A.9) LEMA. [3]
Si X i Y sb6n conjunts de R & :IR2 ambdds
acotats i mesurables de LEBESGUE, aleshores,

si X ~NvY , pu(X) = u(Y) .

En efecte:

-

Es conseqgliencia immediata d'un resultat de BANACH [1] gque diu:
2

a cada subconjunt acotat A 4d'R & d4d'IR 1i podem associar

un nombre real no negatiu £f(A) de forma que
i. A~ B implica £(a) £(B) ;
ii. ANB # implica f(A U B) f(a) + £(B)

iii. si A @&s mesurable, f(A) = u(a) .

De la hip8tesi, tenim que:

n n
X = ;JIXk, Y = k:L=J1Yk, amb Xk N Xk, =g = Yk n Yk' i Xk _’\_I_Yk
n
Per i) f(Xk) = f(Yk) i, per ii), £(X) = Z f(Xk) i
n k1
f(y) = 2 f(Yk) i, per tant, £(X) = £(Y¥). Perd, si X i Y
k1
sbn mesurables de LEBESGUE resulta que M4(X) = u(Y) .
O
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A més BANACH-TARSKI [3] veuen que aquest resultat no &s
pas invertible ja que, si X &s arreunodens i X "~Y, Y tam
b& ho &s. Existeixen conjunts 1l'un arreu no dens i l'altre que
no t& pas aquesta propietat amb la mateixa mesura de LEBESGUE.

Si hom tracta amb polfgons, perd, el resultat &s invertible.

NOTA BIBLIOGRAFICA

A JECH [5, 29] hom pot trobar indicacions minimes del
teorema de BANACH-TARSKI. Nosaltres hem seguit al peu de la lle
tra el treball original de BANACH-THARSKI [3] . D'altres pre-
sentacions diferents poden trobar-se a BRUCKNER, A.M. i CEDER,J.

[9] i a STROMBERG, K. [48 ], aixf com tamb& a M. ROBINSON [91].
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3.- L'AXIOMA DE L'ELECCIO AL SI DE LA TEORIA DE CONJUNTS
ZERMELO-FRAENKEL

Tothom coneix les equival@ncies m&s importants de 1'A. C.
Malgrat tot no ens sembla pas excessiu de repassar les més impor

tants.

L'AXIOMA DE L'ELECCIO (A. C.) (RUSELL [1906][41]):
"si A= {A; : 1 € I} &s una famflia de
conjunts no buits, existeix un conjunt
X dque conté exactament un element amb

com@ amb cada Ai’ i€ 1" ;

LEMA DE ZORN (L. Z.) (HAUSDORFF [1914] i ZORN [1935][26,59]):
"si (X,< ) &s un conjunt parcialment
ordenat tal que tota cadena té& cota su-
periors, aleshores (X,< ) té& elements

maximals" ;

PRINCIPI DEL BON ORDRE (P. B. O.) (CANTOR) [1883] i ZERMELO

[1904][11, 56]):

"tot conjunt X admet una bona ordena-

cié";

PRINCIPI DE TRICOTOMIA (P. T.) (HARTOGS) [1915][25]):
"donats dos conjunts X, Y sempre &s
possible d'injectar almenys un d'ells en

l1'altre”.
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PRINCIPI D'EPIJECCIO (P. E.):
"donats dos conjunts X, Y sempre &s po
ssible trobar una epijeccif almenys d'un

d'ells en l'altre" ;

LEMA DE TUKEY (L. T.) (TEICHMULLER [1939] i TUKEY [ 1940]

[51, 521]):

"tot conjunt % de caricter finit té

elements maximals".

Hom diu que @F &s de cardcter finit sii
Ee® sii tota part finita F d4'E per-

tany a 6”.

(3.1) TEOREMA

Les proposicions anteriors sén totes equi-

valents.

Hom pot donar demostracions senzilles usant els ordinals
que, parlant a 1l'engrds, no sbn altre cosa que la generalitzacil

(la continuacif) dels nombres naturals.

Serveixen per a caracteritzar els bons ordres.

N
>

Un conjunt (X,<) &s ben ordenat sii tot subconjunt Y C
Yy#* g , té <-primer element.

Un conjunt X &s transitiu sii tot x € X satisfd xC X .
Un conjunt « &s un ordinal sii &s transitiu i, per tot,

X, y€Ea , x€y 6 y€x 6 x=y.
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A Z.F. valen les seglients proposicions:

1. « &s un ordinal sii a = {x : x &s un ordinal € «a};

2. si o« é&s un ordinal, («,€) &s ben ordenat;

3. per tot x, y.e @, x€y sii xG vy ;

4. 1la classe Ord de tots els ordinals &s una classe pro
pia.

5. tot conjuﬁt ben ordenat (W,<) &s ordre-isoform a un

Ginic ordinal.

Un ordinal k &s <nicial (0 nmimero cardinal) sii, per tot
8 <k B *k (on x v~y significa que existeix una bijeccié6
d'x en y ).

La classe Card de tots els cardinals &s una classe prdpia.
Hom escriu x <y sii existeix una injeccis £f : x>y .
Tothom coneix el fam8s teorema de CANTOR [12] : X < P(X) :

Ara estem en situacif de demostrar el teorema (3.1) .

Veurem A.C. ® L.Z. = P.O.B. = P.T. ® P.E. = P.B.0O. = A.C.

A.C. = L.Z.

Sigui (X, <) un conjunt parcialment ordenat i supo
sem que tota cadena té& cotes superiors, perd, en can

vi, X no té& maximals. Definim

G: PX) ~>X runa cota superior estricta d'y,
v - G(Y) = si Y &s una cadena;

{ %o X, altrament
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L.Z.

L.T.

= L.T.

= A.C.

Considerem f: Ord—>X:;a = f(a)=G <fla,a>=G<f(f): E€Ea >,
Es clar que f(ax) > f(§) per tot a«a 2¢ i, per tant,
f &s injectiva. Aleshores f < Ord> &s una classe

prdpia € X i aix8 no &s possible a 2.F.

si € t& caricter finit i (X;); ¢ y &s una cadena
d'elements de € , aleshores U x € € (puig que to
ta part finita 4' U xi esm;ee:x[) un X, i, per tant,
serade C i C itC:Excaracter finit). Aleshores

té elemehts maximals.

Sigui (xi)iEI una famflia de conjunts disjunts no

buits. Sigui € ="{K : existeix

£f: K~ U)&,f(k)EX i KCI i k €K}
i€r k

T& cardcter finit. Si K hi pertany, les seves

parts finites tamb&. Si les parts finites de K hi

pertanyen tenim

fk : {k} > VU Xi, fk(k) € Xy

i€l

i, si fem £ : K-+ U X. per f(k) = £ (k), K hi
s i k
i€ex
pertany.
Existeix un maximal K C I a ¢® . Necessiriament

K=1.
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L.Z.

= P.B.O

Donat X considerem :f = {(¥,R) : YC X i R ben
ordena Y }.

Definim la relaci6 < a J:

(Y,R) 4(2.2) sii YC Z i SlY=R i

per tot y€Y i z€2%-Y (y,z) €S

<] é&s un ordre parcial no estricte a Y i tota ca-

dena (Xi,R.). té cotes superiors (en particu-

i‘iel
lar; ( Uxi’ URi) ). Existeixen maximals de la forma

(X,R), on R ben ordena naturalment X .

P.B.O. = P.T.
Si X i Y admeten bones ordenacions aleshores
X va, Y NvB per certs ordinals « i g i
«Cpf 6 Ca . D'on: X<Y 6 Y <X.

P.T. = P.E.
Donats X 1 Y tenim X <Y 6 Y <X i aleshores
&s possible de construir una epijeccifé d'X en Y de
Y en X

P.E. = P.B.O.

Sigui X wun conjunt i k un cardinal. Si existeix
una epijeccis6 f : k = X, aleshores X es pot ben
ordenar; si Xyr Xy €x , fem Xy < X, sii el pri-

-1

mer element de f (xl) és més petit que el primer
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element de f-l(xz).

Suposem ara que, per tot cardinal k , no existeix
cap epijecci6 sobre X . Aleshores X s'espijecta-
r3 sobre tots els cardinals. En X tenim doncs tan
tes partiqions diferents com cardinals. Perd una par

ticid g? C P(X) i, per tant, el conjunt.
(8§ @? particions d'X induides} C P3(X) .

Aleshores tenim una aplicaci® injectiva de Card en

P3(X). Impossible!

P.B.O. = A.C.
Ja ho hem indicat a la introducci6. Donada una fa-
nflia = {Ai : i € I} ben ordenem ZIAi i, a
a cada Ai, i€, 1li associem el l<i-primer ele
ment.
(Nota: elegim un bon ordre en el conjunt de tots els
bons ordres d'_ g Pi que, per hipdtesis, &s no buit.
Aix® no necess;taIpas 1'A.C.)

O

L'A.C. permet d'associar a cada cojunt X un nfimero cardz
nal =-si b& aquest concepte pot introduir-se tamb& a 2.F. perd

d'una forma molt mé&s sofisticada (veure nota bibliogrdfica).

Si disposem de 1'A.C. disposem del P.B.O. i, per tant, per

cada conjunt X,
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{a¢ : a € Ord: a v X}

&s no buit. Anomenarem cardinal d'X, car (X) , el primer ele-

ment de l'anterior conjunt 1 &s facil de constatar que &s un or

dinal inicial.

El concepte de cardinal, degut a CANTOR [10 ] , data de 1878,
imesura la grandadria dels conjunts i aquesta grand3ria es potme

surar usant un cert tipus de nombre ordinal, si hom disposa de

1'A.C.

NOTA BIBLIOGRAFICA

El concepte de cardinal &s de CANTOR 1878 [10] , aixiI com
tamb& el concepto d'ordinal [13,14] . Aquests conceptes els mi-
lloraria sensiblement von NEUMANN. La conjectura de la bona or-
denaci6 també& &s presentada per CANTOR en 1883 [11] . Els dife=
rents teoremes d'equival&ncia que hem donat porten adjunta la se

va nota bibliografica.

Una exposicid detallada de l'equivalé&ncia de 1'A.C. pot tro
bar-se a D.J. MONK [37] , a A. LEVY [36] i d'altres. L'excel.lent
obra de RUBIN i RUBIN [48] &s, perd, encara avui un text forga
exhaustiu d'equivaléncies de 1'A.C. També é&s digne de mencid

l'obra de T. JECH [29] .

A aquesta darrera aixi com a RUBIN i RUBIN hom podrd tro-
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bar un tractament del concepte de cardinal d'un conjunt sense
A.C., si b& on podem trobar-ho exposat m&s sistemdticament , do
nant els teoremes de A.TARSKI [50] que impliquen 1'A.C., &s a

l'obra de A. LEVY [36 1.

A les obres de JECH [28,29,30] el lector realment interes-
sat en el tema podr3 assabentar-se de la independéncia ldgica
de 1'A.C. respecte dels altres axiomes de Z2.F. (Aix3, &dhuc

una breu notfcia, s'escapa dels propds its d'aquesta xerrada).

Finalment, el lector interessat en axiomes més febles que
1'A.C., com s6n l'axioma de 1'ideal principal, d'eleccil per a
col.leccions numerables, o de les eleccions depenents, pot con-

sultar JECH [29]1 i A. LEVY, op. cit.

Una lleugera informaci6 sobre l'axioma de determinactid ,
incompatible amb 1'axioma de 1l'elecciS, perd que permet d'esta-
blir que tot subconjunt d'ﬁ! &s mesurable de LEBESGUE, pot tro

bar-se a [5,29] iwa an3lisi més aprofundida a [30] .
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4.- L'AXIOMA DE L'ELECCIO I EL QUEFER MATEMATIC

Hem vist que, si b& 1'A.C. por &sser en certa forma nefast

en teoria de la mesura, &s molt bo al siI de la teoria Z.F. de con

junts. Perd qué aporta al gquefer matemdtic?

Farem un repds rapid i, en absolut, exhaustiu de 1'A.C. en

la matemdtica ba3sica que hom troba els primers anys de llicencia

tura.
A. Usant el prineipi del bon ordre tenim
Al. "Tot conjunt X &s ordre isomorf a un finic ordinal"
Al'. "Tot conjunt X &s equipotent a un ordinal al
menys".
Al" "Existeix cardinal 4'x"
A2. "Un conjunt X &s infinit sii &s infinit de DEDEKIND'

Un conjunt X &s finit sii X v n per un cert nom-
bre natural n; altrement es Znfinit.
Un conjunt X &s ¢nfinit de DEDEKIND sii existeix

YCX, ¥ ~VX.

Es facil veure que

"si X &s infinit de DEDEKIND &s infinit" (ja gque
cap nombre natural n no &s infinit de DEDEKIND, per
induccid);

"si X conté un subconjunt equipotent a w &s infi

nit de DEDEKIND" (obviament);
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A3.

Per veure A2 ben ordenem X i aleshores existeix
un cardinal k~vX i, si X é&s infinit, k > w i,

per tant, X cont& un subconjunt equipotent a w .

"Existeix clausura algebraica d'un cos K" (tal com

ho establi STEINITZ en 1910).

Usant l'axioma de l'eleceid tal com l'hem introduit a la

pdgina 1.

Bl.

"La unid numerable de conjunts numerables &s numera

ble".

B1' "Els racionals sOn numerables", "els tras
cendents existeixen".

Si 61='{An : n € w} &s una col.leccib numerable de

conjunts numerables

An = {ano,anl,...,anm,...}
aleshores hem d'enumerar A = U An . El métode
n€w

usual diu que enumerem seguint les fletxes

“a «a . «<a ... «<a
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i obtenim

a

o v

%50 201 211 %10 %02 222 221 %20

On s'usa l'elecci6? Donada una col.leccif enume}em
els seus elements. Ara disposem d'una col.leccid de
conjunts numerables que cal enumerar. Sigui En el
conjunt de totes les enumeracions possibles d'An ;
disposem d'una col.leccib é?= {En :n € w} i hem
de triar un element a cada E, simultdniament.

Cal doncs elecciS.

Tenim, per cada n € w , una funcidé £ € E tal

que

fn (m) = am

i construlm
f(n,m) = fn(m) .

"per calcular el cardinal de U Ai en funcib dels
i€1I
cardinals dels Ai, i€ 1".

"Tota epijecci6 w : X = Y admet una inversa parcial

f: Y—>X tal que @of = IdY".

B3' "card Y < card X , si existeix una epi
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B4.

jeccié d'X en Y".

"Un punt xo € R &s dacumulacié de K sii &s punt

limit de K ".

Un punt x € R &s un punt d'acumulacié de K sii

tot entorn 4'X conté punts de K diferents d'x .

Un punt %o €EIR &s un punt 14mit de K sii exis-

teix una successid (xn) de punts diferents de

neE w

K tal que 1lim = Xo .

T > =*n
Els punts limits de K s6n clarament d'acumulacid

de K .

El reciproc necessita 1'A.C.: per cada n € w consi
derem l'entorn E ~ de centre x i radi 1/n . Ele

gim simultdniament un punt a cada En i hem acabat.

Nota.
Pensem el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS: "tot con-
junt acotat i infinit t& un punt d'acumulacid o un

punt 1imit".

No hi ha diferéncia entre un teorema i 1l'altre si in
finit significa "infinit" (veure A.2); en canvi, si
infinit significa "infinit de DEDEKIND", aleshores ,

pels punts limits, cal 1'A.C.
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B5.

B6.

"Una funcié f : (a,b) - R &s continua en x sii

ho é&s per successions".
Sigui f : (a,b) >R 1 X% € (a,b) .
f &s conttnua en xo sii, per cada € > 0 , exis-

teix un & > 0 tal que

Ix - %! < 6§ implica [£f(x) - £f(x)I| <e

f &s contftnua en xo per successions sii per
tota successid (xn)n(Ew’ X, € (a,b) convergent cap
a Xo

1imn__)nxn==xo implica limrr*wf(xn) = f(x%).

La continuitat implica la continuitat per successions.

Si f &s continua per successions en Xo 1 no és
continua aleshores existeix un € > 0 tal que, per

cada 1/n,
existeix un x € (xo=1/n,%o+1/n) i If(x)-f(xo)l>e€ .

Agafem simultdniament a cada In (Xo=-1/n,x- 1/n)

un punt Xn ot

Tindrem x = Xo i £(x)) P f(xe) .

"Un espai mé&tric &s separable sii la seva topologia
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admet una base comptable".

B6'. "Tot subespai d'un espai mé&tric separable

&s separable".

B7. El teorema de NIELSEN-SCHREIER: "tot subgrup d'un

grup lliure &s lliure".

C. En la forma de lema de ZORN s'estableix facilment:
Cl. "tot anell amb unitat t& un ideal maximal"

Els ideals d'un anell amb la inclusi6 satisfan la

premissa del L.Z.; per tant existeixen elements ma-

ximals.

c1' . "ot ideal d'un anell amb unitat estd con-
tingut en un ideal maximal";

cL''. "Tot cos K admet una clausura algebraica

Ginica".

A cada p(x) € K[x] de grau n 1li asso-

ciem n indeterminades y{p), yép) ;

es e 12

sigui X[x] [yl , on

Yy ='{Yip)=-P €X[x] ,i 1 ,..., grau p}.

Sigui I 1'ideal engendrat pels elements de

la forma
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c1me

Cl"ll

c2.

p(x) - (x = v{p)) cee (x - yép))

p(yi(p))
i agafem 1'ideal maximal J de KI[x] [y]
que conté I . Aleshores K* = K[x] [yl/J

és l'extensi6 buscada.

La unicitat s'obté usant també& el lema de

ZORN. Hom considera la famflia

‘67='{f:f &s un isomorfisme de H, en H,,on
Hy &s un cos intremig entre K i Kl i H2

entre K i KZ} .

on K, i K, s6n dues extensions. A G
hi definim una relacid d'ordre per extensi6
i veiem que podem aplicar el lema de ZORN.

L'element maximal &s el buscat.

"Tot ideal d'una &dlgebra de BOOLE pot sub-
mergir-se en un ideal maximal".
Teorema de STONE. "Tota dlgebra de BOOLE

8s una algebra de parts d'un conjunt".

Els teoremes de completesa i de compacitat
de la 1ldgica del cdlcul de predicats de pri
mer ordre.

El mateix pel cdlcul de proposicions.

En realitat cal veure que tot conjunt

consistent es pot submergir en un con-



C3.

Usant

Dl1.

D2.

junt consistent maximal i aixd é&s una conse-

gliéncia immediata del lema de ZORN.

El teorema de HANH-BANACH: "si M &s un subespai
d'un espai lineal normat E i ¢ &s un funcional 1i
neal acotat en M , podem estendre'l a un funcional

lineal acotat f sobre E de manera que lel = Igl »

Hom considera la col.leccif de totes les parelles or
denades ‘M',f') , on M' &s un subespai vectorial
d'E que conté M i f' &s una extensid lineal de
¢ a M' amb l£'l'= lpll | Aleshores s'ordena
aquesta famflia de forma natural i s'aplica el lema

de ZORN. L'element maximal resol la gliestif.

el lema de TUKEY tenim:

"Tot espai vectorial E té& una base"

La familia de subconjunts linealment independents d'E
té& cardcter finit i qualsevol dels seus elements maxi

mals &s una base 4'E.

Hom pot usar tanmateix el lema de ZORN.

El teorema de TYCHONOFF: "El producte d'una familia

d'espais compactes &s compacte".
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Sigui 6$=4{Xi : i € I} una famflia d'espais compac
tes i x= 1 Xy .

i€l
Hem de veure que, si B &s una famflia de tancats
d'X que té& la p.i.f. (propietat de les intersec-

cions finites que diu que les interseccions de les

subfamflies finites &s # g , aleshores N8 #* g .

Sigui ¢ 1la classe de totes les famflies de tancats
amb la p.i.f. Aquesta classe té cardcter finit i
conté un element maximal que conté& la classe 8 .
Suposem ara, sense perdre generalitat, que B &s

maximal i que B satisfd la p.i.f. Sigui
ﬁi = {m<B>: BEF} .
ﬁi satisfd la p.i.f. i Xy &és compacta. Per tant
H, =N <B> #4g .
i i

. . : : = €
Sigui finalment X5 € Hi i x (xi)iGZ[ X . Hom

constata que x € B per cada B €8 .

Podem indicar, per acabar, que el teorema de TYCHONOFF i
l'existéncia d'ideals maximal per a reticles sbn equivalents a

1'a. C.

D'altres resultats, com s6n Bl, B4, i B5, depenen solament

de 1'A. C. numerable.
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C1"' i C2 depenen, i de fet sbn equivalents, a Cl1'.

Sorprén, a la vista de la gran utilitat de 1'A. C., llegir
FRAENKEL quen en la nota histdrica que apareix a l'obra de BER-

NAvs [6] , diu:

"... alguns autors com BOREL i DENJOY creuen
més acceptable l'axioma quan t &s numerable,

mentre que 1'escepticisme de LEBESGUE i d'al-

tres no fa distincions entre numerable i no nu
merable. L'oposicié a l'axioma es basa, en

part, sobre certes paradoxes que d'ell s'en se

gueixen, com el teorema de BANACH-TARSKI ..."

Els matemdtics, perd, no poden ja avui dia renunciar a
1'A. C. AixI doncs cal acceptar 1l'existéncia de subconjunts 4d'IR
no mesurables de LEBESGUE i l'anomenada paradoxa de BANACH-TARSKI
a canvi de disposar en el quefer matemdtic d'aquesta eina potent

i irrenunciable de la matemdtica que &s 1'A. C.

NOTA BIBLIOGRAFICA

Les demostracions de Al i B2 poden trobar-se a qualsevol 11i
bre de teoria de conjunts, com [33,36,37] . A2 podem trobar-lo
a DEDEKIND [16] i a SUPPES [49] . A3 a STEINITS [47] . Bl a
CANTOR [10] i B1' tamb& a CANTOR [15]. Veure aixi mateix JECH

[29] i BARWISE [5] . B2 es troba a [35] . B4 i B5 estan desen-
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volupats a [22] , B6 a [29,36] i B7 a [42] . C1 i Cl1' i C1" po
dem trobar-los a [20] i [29] mentres que C1''' i Cl1'’ a MONK
[38] . C2 també& a [38] i [4].

c3 a 2,32 i 39] . A [39] MUNROE fa servir a la demostracid el
P.B.O.

D1 podem trobar-lo a [29] , si bé& cal dir que histdricament el
primer en adonar-se-de la necessitat de 1'A. C. en aquest fe fou
HAMEL [ 24] .

D2 podem trobar-lo a [53,36,8,27] . L'equivalé@ncia de D2 amb
1'A. C. &s troba a KELLEY [31] i l'equivaléncia entre 1'A. C.

i 1'existdncia d'ideals maximals d'un reticle es de D.SCOTT [ 45].

Tota aguesta informacié i d'altre pot trobar-se en definitiva a

JECH [ 29].
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