CUATRO COLORES BASTAN

Miguel de Guzmén

Los elementos recreativos que se pueden encontrar en la matemdtica,
en la matemitica mds elemental asi como en la superior, permanecen desapro-
vechados por la gran mayorfa de los ensefiantes de nuestro entorno. Tengo la
conviccidn de gue su utilizacidén a todos los niveles podria constituir un
fuerte elemento motivador capaz de renovar intensamente el espiritu de nues-

tra ensefianza.

Las paginas que siguen constituyen un pequefio ensayo en esta direc-
cidn. Las he escrito dirigidas hacia alumnos de BUP y forman parte de una
coleccidén de ensayos con el mismo sabor que con el titulo CUENTOS CON CUEN-
TAS publicard préximamente el Ministerio de Educacidén y Ciencia. Quisiera
invitar desde aqui a los profesores de BUP y EGB a que experimenten el resul
tado que una exposicidén de este tipo puede producir en el interés, estimulo
y motivacidn de sus alumnos. Les agradeceria mucho cualquier comunicacidn re

lativa al resultado de tales experiencias.

Alcunos piensan que el computador es idiota. Hace falta
contarle completamente el chiste y explic&rselo bien para que

se rfa. Una coma en lugar de un punto y coma y ya se ha liado.
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La verdad es gue también el boli es afin m&s imbecil y sin su

ayuda pocos problemas serfiamos capaces de resolver.

La historia que te voy a contar es la del un problema
que sblo muy recientemente se ha podido resolver, y con la ayu-
da indispensable de un computador. Y eso que no se trata tan sb
lo de contar ré&pido. Probablemente son muchos los resultados ma
temdticos profundamente dormidos en los circuitos de nuestros
computadores esperando el programa de nieve gue sepa arrancar-

los.

Un poco de historia

En 1852, Francis Guthrie, que habia salido hacia poco de
la Universidad en Londres, escribid a su hermano, afin estudian-
te alli, si existiria alguna demostracidén del hecho, que los im
presores de mapas constantemente usaban, de gue cuatro colores
son suficientes para colorear adecuadamente cualguier mapa. Fre
derick, su hermano, no supo darle ninguna razén, pero preguntd
a uno de los profesores, buen matemético y aficionado, por otra
parte, a los rompecabezas y juegos matem&ticos. Su nombre era
Augustus De Morgan. De Morgan no supo demostrarlo, pero fue pa-
sando la bola, que llegd a uno de los méds famosos matemdticos
del tiempo, Arthur Cayley. En 1878 Cayley propuso el problema
como interesante a la London Mathematical Society. Apenas un
afilo después, un abogado de Londres, Arthur B. Kempe, publicd un

articulo en el que se proponia una demostracién de que cuatro
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colores eran suficientes. La solucidén de Kempe se did por buena
durante once afios. En 1890 P.J. Heawood encontrd un fallo en el
ingenioso y complicado argumento de Kempe. Se entusiasmé Heawood
tanto con el problema que toda su vida la dedicd a estudiarlo a
fondo. Por mis de 60 afios trabaijd en €l desde &ngulos muy dis-
tintos, obteniendo resultados interesantes que hicieron avanzar
considerablemente la topologia, pero no consiguid resolver el
problema original. Entro otras cosas averigud® gue para un mapa
cualqﬁiera en la superficie de un neum&tico 7 colores bastan,
que para un mapa en la cinta de M&bius bastan 6,...!Problemas
aparentemente mis complicados fueron pronto resultos, pero el
de Francis Guthrie en el globo hubo de esperar a la ayuda deci-

siva del computador por m&s de 100 afios!.

En 1950 se sabfa que cualquier mapa de menos de 36 pai-
ses se puede colorear con cuatro colores. En los afios 50 Hein-
rich Heesch, profesor en Hanover, empieza a pensar en que las
jdeas de Kempe, junto con la ayuda del computador podrian tal
vez conducir a una solucidn, pero aunque presentia cdmo se po-
dria hacer la cosa, alin estaba lejos de la realizacibén de su
plan de trabajo. Desde 1950 a 1970 fue Heesch desarrollando las
técnicas que han conducido a la solucién . El perfeccionamiento
v realizacidn de este plan de trabajo ha sido llevado a cabo,
desde 1970 a 1976, por Kenneth Appel y Wolfgan Haken, de la Uni
versidad de Illinois. Después de muchas horas de pensar y de
muchas horas de trabajo y de di&logo con el computador, por fin
pudieron anunciar en junio de 1976 que, efectivamente, CUATRO

COLORES BASTAN.
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Intentaré darte una idea de los puntos gque han marcado

el camino hacia la extrafia forma de solucidn que ahora tenemos.

El problema

Se trata de determinar el minimo nfimero de colores que
bastan para colorear bien cualquier mapa en el globo o en el
plano). Paises con una linea de frontera comlin deben recibir
distinto color. Se excluye que un pais esté partido en trozos
separados colocados dentro de otros (enclaves). Es facil ver
que de otro modo, fijado un nfimero, 6 por ejemplo, se puede
construir un mapa que necesite 6 colores. Es decir, se excluyen

situaciones como la siguiente

AlB
>
en

En este mapa, en el que E es el pais rayado, con encla

ves en todos los otros, se necesitan 5 colores.

También es claro que tres colores no bastan para colorear

cualquier mapa. Este, por ejemnlo,
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necesita cuatro.

Heawood demostré muy pronto que 5 colores bastan.

{BASTARAN CUATRO?

Para algunos de los razonamientos que vamos a utilizar
es conveniente poner el problema en otra forma mis cémoda equi-
valente a la cue tenemos. Para un mapa cualquiera podemos sefia-
lar un grafo asociado de la siguiente manera. (Grafo, recuerda,
es simplemente un conjunto de puntos, vértices, unidos algunos
de ellos por unas cuantas lineas, arcos). Lo hacemos de la si-
guiente forma. En el interior de cada pais sefialamos una capi-
tal. Las capitales van a ser los vértices del grafo asbciado,

grafo dual. Si dos paises tienen linea de frontera comln, uni-

mos sus capitales por una carretera que cruce la linea de fron-
tera comiin sin que estas carreteras se crucen. Tales carreteras

serin los arcos del grafo dual.

Por ejemplo, si el mapa es é&ste



sefialamos las capitales y las unimos segfin la regla sefialada

Resulta asi el grafo dual

Paises <> Capitales e—w VEr
\\\\\\ tices del grafo.
Q- Lineas de frontera van a co-

rresponder a arcos del grafo.

El grado de un vértice (capital) del grafo dual, es de-
cir el nfimero de arcos concurrentes en &l, es el nfimero de pai-

ses vecinos del pais correspondiente a esa capital (vé&rtice).

El problema, en té&rminos del grafo dual, consiste en de-
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terminar el nimero minimo de colores para colorear un grafo co-
mo el gue resulta de un mapa de la forma dicha de modo que dos

vértices adyacentes tengan distinto color.

La demostracién que Kempe did en 1879 de que cuatro colo
res bastan es ciertamente ingeniosa y, aunque falsa en un punto,
ha.sido su esquema el gue se ha utilizado en la demostracidn
que hoy tenemos. Por eso vale la pena conocerla. Con ello seréa

facil entender el camino actual hacia el teorema.

La "demostracién" de Kempe

Llamemos mapa penta(pentacromético, si no quieres abre-

viar) a un mapa que exija cinco colores para ser bien coloreado.

No se puede colorear con menos. Nuestro objetivo es demostrar

que no existe ningfin mapa penta.

Llamaremos mapa normal a aquél que verifica las dos con-
diciones siguientes: (a) no contiene un pais aisiado dentro de
otro, es decir un pais con un solo vecino; (b) ningln punto de
frontera es frontera de mds de tres paises vecinos. Se excluyen

por tanto situaciones como las siguientes

A E 5

&) AN
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Observa que el grafo asociado a un mapa normal (los pun-—
tos de frontera son frontera de dos o tres paises a lo sumo) es
una triangulacidn curvilinea del globo, es decir una particidn

del globo en tri&ngulos curvilineos.

Ahora podemos entender la demostracién de Kempe de que

NO EXISTE MAPA PENTA en los cuatro pasos siguientes:
(1) SI EXISTE MAPA PENTA M, EXISTE MAPA PENTA NORMAL.

En efecto, si M tiene configuraciones parciales asi

A

se substituyen por otras asi

vy si tiene alguna configuracidén parcial de este tipo (algfin pun
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to de frontera de m&s de tres paises)

se substituye por otra asi (mediante la adicidén de un paits re-
sulta que ningfin punto de frontera es frontera de mas de tres

paises vecinos)

Llamemos M* al nuevo mapa, claramente normal. Si el nue
vo mapa M* no fuese penta, lo podriamos colorear con cuatro
colores. Lo coloreamos. Pero entonces, afiadiendo los paises que
a M le hemos quitado para obtener M* vy suprimiendo los que
hemos afiadido, facilmente resulta que M también es coloreable

con cuatro colores, en contra de lo que habiamos supuesto.

(2) SI EXISTE MAPA PENTA NORMAL, EXISTE MAPA PENTA NOR-
MAL Y MINIMO, es decir con el menor niimero posible de paises.

Consideramos todos los mapas penta normales. Cada uno tiene un
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nimero finito de paises. Alguno habrd con el menor nlimerc posi-

ble. Clarisimo éno?.

(3) CUALQUIER MAPA NORMAL CONTIENE AL MENOS UN PAIS CON

MENOS DE SEIS PAISES VECINOS.

Esto se pone mds serio y empieza a ser mis profundo. Tam

bién este paso de Kempe va a ser totalmente valido.

Para entender este paso mejor, consideramos el mapa nor-
mal, que sabemos que es una particidn de la esfera en poligonos
curvilineos. Le podemos aplicar el teorema de Euler gque ya cono

ces

Caras + V&rtices = Aristas + 2

El nGmero C de caras, paises, lo podemos expresar asi.
Si C, es el nimero de paises con 2 vecinos, Cy el ntimero
de paises con 3 vecinos,... entonces, claramente

C = C2 + C3 + C4 + ...

Por otra parte cada arco o arista es frontera de dos

paises vecinos y asi

2C, + 3Cc, + 4C4 + ...

2 3

es el nGmero de arcos contados dos veces, es decir
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= + + + ...
2A 2C2 3C3 4C4 .

Por otra parte el mapa es normal y asi en cada vértice
concurren exactamente 3 arcos de frontera. Por eso 3V es
también el nlGmero de aristas contadas dos veces, es decir
3V = 2A. Eliminando C,A,V en

cC=C,+C,+C, + ...

2 3 4
2A = 2C2 + 3C3 + 4C4 + ...
2A = 3V

C+V=2H+2
resulta f&cilmente
12=(6-2)C2+(6—3)C3+(6—4)C4+(6—5)C5+(6—6)C6+(6-7)C7+...

Por tanto, como la suma es 12, alguno de los nflimeros
C2’ C3, Cyr C5 es mayor que cero, que expresa precisamente lo
que tratamos de demostrar. Ingenioso éno?. Esta relacidn de Kem
pe ha dado mucho juego en la demostracidn que se ha logrado en

1976.

(4) NINGUN MAPA PENTA NORMAL Y MINIMO PUEDE CONTENER UN

PAIS CON MENOS DE SEIS PAISES VECINOS.

Si lograramos demostrar esto ya tendriamos que no puede
existir mapa penta, puesto que esto contradice (3) que ya lo
tenemos establecido. En este punto se equivocd Kempe, pero al
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final del todo. Una buena parte de su razonamiento es tambié&n

vadlida y ha servido para la demostracidn correcta.

Para demostrar (4) empezamos considerando un mapa M

penta normal y minimo. Si contuviese esta configuracibén parcial

C e

pais A con dos vecinos, el mapa M que resulta al subsistir

en M dicha configuracidn parcial por esta (supresibén de A)

C B

es normal y no es penta, pues tiene un pais menos que M y M
era penta normal y minimo. Asi M* se puede colorear con cua-
tro colores. Lo coloreamos. Pero ahora es claro que M también
se puede colorear con cuatro colores, restituyendo A y déandole
un color distinto del de B y C. Esta contradiccidén demuestra
que M no puede tener la configuracibn supuesta, si es que

existe.
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La configuracién siguiente (A con tres vecinos)

e c

(>

se excluye de la misma forma, suprimiendo A, coloreando el ma

pa M* que resulta y luego coloreando el M.

La exclusidén de la configuracién

es mis complicada. Pasamos al grafo dual para razonar mis cémo-
damente. El grafo dual es una triangulacidn de la esfera que

contiene la configuracibén parcial

Eliminamos el pais a identificando a con b vy queda asi
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esta configuracién REDUCIDA

bza c

El grafo resultante no es penta. Se puede colorear con cuatro

colores, 1,2,3,4. Distinguimos dos casos.

Caso 1. Si ¢ y e tienen el mismo color, 2 por ejem
plo, entonces b tendrd otro, el 3 por ejemploy d otro
distinto, el 4, por ejemplo. Asi

bza
3 T2

Entonces restituimos a, le damos el color 1 vy resulta el
grafo inicial coloreado con cuatro colores, contra la suposi-

cién de que era penta.

Caso 2. Si ¢ y e tienen distinto color, 2 y 3,
por ejemplo, entonces b y d tienen el 1 y el 4, como

se indica
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3e%= a4

Entonces, o bien se puede ir de ¢ a e por arcos fuera del
rectdngulo bcde pasando por una cadena de vértices
232323...23 (cadena de Kempe) o no se puede. Si se puede, en-
tonces es que no se puede ir por fuera del rect&ngulo desde b
a d por una cadana 141414...14. Tomamos el par bd o ce
para el que no se puede. Sea ce, por ejemplo. Partiendo de
¢ hay un tramo 2323... que no se puede continuar por trope-
zar con la cadena 141414...14 de bb a d. Ese tramo se cam-
bia a 3232... vy asi colocamos en el caso 1 y podemos proce-

der como allf.

El fallo de Kempe estuvo en la REDUCCION gue guiso hacer

de la configuracidn

de un modo semejante, pero mis complicado. Su demostracién fue
falsa aqui. Pero con lo que hemos visto ya estd bien clara la

idea. Te la escribo de nuevo en términos modernos, esta vez en
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tres pasos.

La demostracién de Appel y Haken

A la vista del esquema de la demostracién de Kempe, en-

tenderds el esquema siguiente.

(1) TODO MAPA PENTA NORMAL TIENE CIERTOS CONJUNTOS INEVI
TABLES DE CONFIGURACIONES. El conjunto inevitable de configura-

ciones parciales de Kempe fué este

2

Conjunto inevitable de configuraciones, es decir alguna de las

configuraciones de este conjunto tiene que estar en el mapa.

(2) HAY CIERTAS CONFIGURACIONES QUE NO PUEDEN ENTRAR EN

UN MAPA PENTA MINIMO (CONFIGURACIONES REDUCIBLES). Kempe demos-

trd que las configuraciones parciales ¢ ,YP/, —4}- son

reducibles. La demostracién que dié para _;;}:’ fue falsa.

(3) LA CONSTRUCCION DE UN COMJUNTO INEVITABLE DE CONFIGU
RACIONES CADA UNA REDUCIBLE IMPLICA LA NO EXISTENCIA DE UN MAPA

PENTA.
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APPEL Y HAKEN LOGRARON EN JUNIO 1976 CONSTRUIR UN CONJUNTO DE

1482 CONFIGURACIONES CADA UNA REDUCIBLE.

En los filtimos 30 afios los aficionados al problema, espe
cialmente Heesch lograron idear métodos programables en el com-
putador para construir conjuntos inevitables de configuraciones.
También se hicieron programas para comprobar si una configura-
cibén es reducible o no. Estos programas eran complicados y lar-
gos, tanto que incluso los computadores modernos necesitarian
siglos para comprobar si las configuraciones de ciertos conjun-
tos inevitables que habia qgue considerar eran reducibles o no.
Appel y Haken lograron reducir la tarea a unas dimensiones mis
manejables. Con ello lograron finalmente en 1976 obtener el re-

sultado. El problema estaba resuelto.

El m&todo consistib en un didlogo inteligente con el com
putador. Es interesante oirles a ellos describir cbmo en cierto
momento de su trabajo el computador comenzd a ensefiar a sus

maestros el modo adecuado de proceder.

"En este punto, el programa, que para entonces habia ab-
sorbido nuestras ideas y mejoras de dos afios, comenzd a sorpren
dernos. Al principio comprobdbamos sus razonamientos a mano de
modo que podiamos siempre predecir el curso que seguiria en
cualquier situacién dada, pero ahora comenzd de repente a actuar
como una miquina de jugar al ajedrez. Se fabricaba estrategias
compuestas basadas en los trucos que se le habia "ensefiado" y
a menudo estos ensayos eran mucho mds inteligentes que los que
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nosotros habriamos intentado. Asi comenzd a ensefiarnos cosas
acerca del modo de proceder que nosotros nunca hubiéramcs espe-
rado. En ciérto sentido habia sobrepasado a sus creadores en al
gunos aspectos de la tarea "intelectual" asi como lo habia he-

cho en las partes mec&nicas de la tarea".

Después de oir esto te puedes volver a preguntar ¢Es el
computador tonto o listo? Un computador bien ensefiado te gana
al ajedrez, te gana al Nim, te gana al Tres en raya o por lo
menos te empata. Y aqui tienes el caso de un teorema, el de los
cuatro colores, que no se sabria aflin que era teorema de no ha-
ber sido por la ayuda indispensable del computador. Seguro gue
pronto veremos muchos otros teoremas con el mismo sabor. Pronto
veremos también cémo el computador es capaz de ensefiarte inte-
grales, de corregir tus ejercicios, de ponerte notas ( qué ho-
rror!). Es de esperar que aprendamos a usarlos bien, porque mal

usados nos harén la vida imposible.
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