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DE COM DUPLICAR EL VOLUM DE L'ALTAR DEL TEMPLE

D'APOL-LO I D'AQUESTA MANERA APAIVAGAR LA SEVA IRA

P. Puig

1. APOL.LO IRAT. Desine fata deum flecti sperare precando.

No esperis poder tdrcer els fats del déus
amb els teus precs.

(Virgili, Eneida 6, 376)

L'any 430 a.C. el pdnic s'apoderard d'Atenes.
Els déus s'havien girat en contra d'aquells que els ha-
vien, de fet, inventat: una epidémia molt forta de febre
tifoide assolava la ciutat. Els atenesos decidiren d'acu-
dir a un dels més famosos oracles de 1l'época, el de Delos,
per tal de poder conéixer la rad de llurs mals. Apol.lo
els respongué que les seves ires solament minvarien si
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substitufen l'altar del seu temple per un altre de la
mateixa forma perd que tingués doble capacitat. Ales-
hores ocorregué que l'altar era un cub perfecte i els
sol.licitants, poc instrults, pensaren que si en cons-
trufen un de nou l'aresta del qual fes el doble de la

del primer tindrien solucionat el problema. D'aquesta
manera, perd, el resultat fou que aconseguiren octupli-
car, i no duplicar, el volum del cub i Apol.lo, indignat,
arrasd la ciutat augmentant la viruléncia de la malaltia.

Aquesta llegenda, narrada per Filoponi i per
Eratdstenes en una carta dirigida al rei Ptolomeu, es
complementa amb l'error que cometé el poeta trdgic Euri-
pides, el qual, en l'escena en qué Minos, el mitic rei
de Creta, observa la construccié de la tomba del seu fill
Glauc i exclama: Es un espai molt petit perqué serveixi
com a sepulcre d'un rei, dupliqueu la tomba conservant-ne
la forma clibica, duplicant-ne cada costat".

D'aquesta manera, sia grdcies als déus, sia per
la megalomania d'un rei, els vells savis mantingueren ocu-
pat el seu enginy durant uns quants segles en el problema
seglient: Donat un cub amb un volum determinat, com se'n
pot fer un altre el volum del qual faci el doble?".

Qualsevol dels qui estudien en les nostres es-
coles sap que si un cub té una aresta de longitud 1, el
volum V serd v=1%. O, per dir-ho d'una altra manera,
1=%/V. 8i en lloc de V prenem 2V, tindrem que l'aresta 1'
del nou cub valdra 1'=3/2V=3%/2.°/¥=3/2.1, i el problema
es resol senzillament, calculant una arrel clibica. Ara bé,
perd, seriem capag¢os de trobar una arrel clibica sense fer

servir taules ni calculadores?

Els drecs intentaren de construir l'aresta en
gtiestid emprant Ginicament regle i compds, i no ho asso-
liren. Actualment i grdcies als avengos de les matemdti-
ques, se sap que aixd és impossible, tot i que sovintegen
els "il.luminats" que pretenen d'haver-ho aconseguit. Mal-
grat aixd, analitzarem ara alguns del métodes, ben inte-

ressants, que foren confegits a l'antiga Grécia.
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2. UN ATENES ANONIM. Non paranda nobis solum, sed fruenda
etiam sapientia est.

No n'hi ha prou amb adquirir saviesa,
cal aplicar-la.

(Cicerd, De Finibus, 1, 1, 3)

Descriurem ara un procediment mecdnic, apdcrif
a causa de la repugndncia que 1'élite grega sentia vers
els treballs manuals, que data del segle IV a.C. Com a
eines s'utilitzen un escaire ordinari i un altre de pa-
leta, la qual cosa accentua més el cardcter purament uti-
litari i alié al "mdn de les idees" dels fildsofs. El mé-
tode que cal seguir &s el segtlent:

FIG.- 2

Posem per cas que el nostre altar clibic té& una
aresta de longitud o i volem saber guant ha de medir la
nova aresta, R, per tal que el volum del cub sigui el do-
ble. Fem dues rectes perpendiculars i posem-hi, a partir

de llur punt d'interseccid O, dos segments OA=a 1 OC=2q



segons la figura 2.

Ara cal que agafem els dos escaires i els col.
loquem de manera que la primera passi per A i el seu vér-
tex toqui l'eix principal en un punt que anomenarem B.

Cal també que el segon escaire passi per C i a més, que
el seu vértex toqui l'eix horitzontal en un punt que ano-
menarem D. La longitud del segment OB aixi determinat &s
precisament B, que és el que medeix l'aresta que buscavem.

Hem vist com, d'una manera senzilla, podem du-
plicar el volum d'un cub. Tanmateix, perd, aquest proce-
diment pot semblar-nos, d'entrada misterids si no el jus-

tifiquem tedricament. Fem-ho:

D'acord amb la figura 2 i per semblanga dels
triangles rectangles ABO i BDO, tenim que o/B=R/Yy, (y &s
la longitud del segment OD). També sbn semblants els tri-
angles BDO i DCO, de la qual cosa resulta que B/y=v/2a.

Si reunim les dues igualtats en una sola expres-
sid6, ens queda: o/B=B/y=Y/20.. De les dues primeres propor-
cions obtenim que B?=0y, i de la primera i la tercera,
B=2a?y. Si multipliquem 1l'una per 1l'altra, s'obté que
B®=20%, d'on dedufm que el volum del cub l'aresta del
gual val B é&s exactament el doble del cub d'aresta a.

Hipdcrates de Quios, mig segle abans que fos
inventat aquest métode, ja esmentd l'equivaléncia del pro-
blema que ens interessa amb el de la insercid de "dues
mitjanes en-proporcid continua" entre dos segments, un
dels quals medeix el doble que 1l'altre, i és aquest fet
que ens fa considerar les mateixes equacions que hem fet
servir per demostrar la veracitat del nostre métode. Ales-
hores, com &s que si possefen la maquindria tedrica neces-
sdria per justificar aquesta manera prdctica de procedir,
l'autor mantingué el seu anonimat? Cal tenir present que
en aquella época la Ciéncia no era considerada patrimoni

com i itil per a tota la humanitat, sind com a joc intel.
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lectual fitil per combatre l'avorriment de 1'élite aris-
tocratica, la qual, com sempre, menyspreava clarament qual-

sevol mena de treball manual, "digne d'esclaus”.

Aixi, a més de 2000 anys de distdncia, aplaudim

el nostre anédnim amic, qui sap si el primer cientific.



3. ELS METODES DE L'ENGINYER. Si parva licet componere magnis.

Si ens &s llegut de comparar
coses petites amb altres de
grans.

(Virgili, Gedrgiques 4, 176)

Un segle més tard, aproximadament el 287 a.C.
sorgi en la histdria la fiqgura d'Arquimedes. Ell fou,
sens dubte, el més gran dels cientifics grecs i el pri-
mer enginyer. Les seves obres no constitulen una simple
elucubracié filosdfica, sind que eren fruit d'una obser-
vacidé acurada de la natura o d'una necessitat concreta.
En el camp de les matemdtiques realitzd avengos impor-~-
tants en Geometria, fént servir amb gran encert el "méto-
de d'exhaustid" i s'apropd molt al concepte modern de 1i-
mit. No se sap si realitzd o no algun descubriment impor-
tant pel que fa a la duplicacid del volum del cub, si, pe-
rd, que s'han conservat férmules d'aproximacid al cdlcul
d'arrels cGbiques, la qual cosa és, de fet, equivalent.
Vegem com podem calcular °v2, o qualsevol altra, mitjan-
gant "aproximacions successives”, tot prenent inspiracid

en els métodes d'Arquimedes:
o - Busquem un nfimero que, en elevar-lo al cub, ens faci 2.

B - Aquest nfimero haurd de ser mé&s gran que 1 perqué 13=1,
i més petit que 2 ja que 2°=8,

Yy - Imaginem-nos que tenim un valor aproximat‘de /2,1
anomenarem a, i que volem obtenir un resultat encara
més aproximat al qual direm b . Podem suposar que
b=a+r, on r &s més gran que -1 i més petit gue 1, se-

gons el raonament del 1l'apartat anterior.

§ — Si elevem a+r al cub, n'obtindrem (a+r)’=a’+3a?r+3ar?+r?d.

Deixem de banda els termes en qué aparaixen r? i r?
perqué sbén petits (r &s menor que 1 en valor absolut)

i tindrem 2~b3=(a+r)?~ad+3a’r.
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€ - Si prenem com a r el que verifica l'equacid 2=a’+3a’r,
_2-a?l _ 2-a® _2a’+2 .
serd r == Per tant, b =a + 327 - 337 - Si ara

que hem obtingut b, aproximacid millor a */2 que a,

volguéssim aconseguir-ne una altra encara millor n'
hi hauria prou que situéssim b en el lloc de a i que
repetissim el procés anterior. I aixi successivament,
"ad sufinitum", ens apropariem al valor de *v/2 tant
com volguéssim.

¢ - Cal justificar que realment b &s una aproximacid mil-

lor a */2 que a o, per dir-ho d'una altra manera,
|b®-2|<]a®-2|. Certament, tenim gque b®=(a+r)’=2+3ar?+

3_ (2-a%)?  (2-a?%)°? ! 3_olo(ad_oy2 _1
+r —f gt gy — + d'on [PP-2|=(a’-2)% .55 |1+
2-a i com a se situa entre 1 i 2 tenim que sempre

+4£°2
9a3 |’
es verificard que |b3—2|<(a3—2)2.%. 1 +2;8 <(a®-2)%.

D'on dedulm que si prenem a entre 1 i 2 realment aquest

procés ens mena a una exactitud més gran.

Vegem ara quins resultats obtenim si partim de a=l:

_ o o2.1%42
a=1 H b—W—l.33333

_2.(1.33333)3%+2

a=1.33333 ; b=""3757333557>=1.26389

B L, _2(1.26389)%+2 _
a=1.26389 H b--m8—9—)2__1'25993

_ L _2(1.25993)3+2 _
a=1.25993 ; b_W_l.25992

_2(1.25992)°%+2

a=1.25992 ; b ——m-g—z—)—z—=l.25992

Per tant, tenint en compte que cada vegada obte-
nim una més gran aproximacid, ja ens podem aturar agui i

assegurar que, amb 5 xifres decimals, 8/2 =1.25992.

Ara bé&, si el cub del nostre altar fa 1.5 metres
d'aresta, nomé&s caldra construir-ne un altre l'aresta
del qual sigui de 1.5 x1.25992 =1.88988 metres, i aixd

servird per a complaure el capritxés Apol.lo.



Conegueren realment els grecs aquest métode?
En general, tot sembla indicar que si, tenint en compte
els procediments que feien servir, especialment a partir
d'Arquimedes, i les referéncies escrites a "f6rmules 4d'

exhaucié" per a trobar arrels clbiques.

A partir d'Arquimedes, la matemdtica grega -i,
amb ella, la de tota la humanitat-, experimentd un canvi
i s'orientd vers la utilitat i l'observacid dels models
de la Natura. Aixd que diem s'evidencia en una carta 4d'
Arquimedes dirigida a Erastdstenes, on parlava de les de-
mostracions en Geometria "... Es més fdcil, certament,
determinar la deﬁostracié quan préviament s'ha arribat
amb el métode mecdnic a una representacid dels problemes
que s'examinen, que trobar-la sense aquesta representa-
cid prévia". La histdéria ens mostra com, a vegades, les
grans revolucions conceptuals sorgeixen d'una figura, Gni-

ca 1 genial.
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4. UN LEKITOS AL MUSEU D'ALEXANDRIA Fecundi calices quem non
fecere disertum?

Qui no fan elogllent les
copes inspiradores?

(Horaci, Epistoles 1, 5,

Un segle més tard, a la ciutat egipcia de nom
Alexandria, capital de les ciéncies en el mdn antic per
la seva famosa biblioteca, uns curiosos aparells podien
ésser admirats al seu Museu. Entre ells hi havia mecanics

capagos de dibuixar pardboles, hipérboles, etc.

També n'hi havia un que servia per a trag¢ar la
corba concofdal, corba inventada per Nicomedes per a re-
soldre diversos problemes, o el mesolabi de Erastdtenes,
especialment dissenyat per a resoldre el problema de la
duplicacié del cub. D'altres instruments astrondmics po-
saven en evidéncia els avangos en aquesta ciéncia. L'es-

perit utilitari havia triomfat.

Ara podriem fer una visita ~amb la imaginacid,
es clar- al Museu d'Alexandria per tal de descriure un
duplicador del cub que potser alguna vegada fou contem-
plat pels grecs. D'aixd, no hi ha referéncies concretes
perd &s probable que el coneixessin perqué és molt sen-
zill.

Suposem que disposem d'un atuell cdnic com el
de la figura 3. Una copa de les de céctel també pot ser-
vir per al que ens proposem. Hem d'agafar el cub que vo-
lem duplicar i obtenir-ne el mateix volum perd d'aigua.
Aixd és facil si submergim el cub en un recipient comple-
tament ple fins dalt de liquid i recollim el que vessa,
que serd exactament el del volum del cub segons el famés
principi que ja establi Arquimedes. Posem ara aquesta
quantitat d'aigua en el nostre "lekitos" i fem un senyal
just al nivell on arriba. A la figura 1'hem senyalat «o,
tot seguit hem de posar la mateixa quantitat de liquid,

obtinguda tal com hem explicat, a l'atuell, i margquem al-
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tra vegada el nivell del liquid (B). Observem que ara el
volum d'aigua a l'interior del "lekitos" &s el doble que
el del cub inicial. Doncs bé&, si a &s la distancia des
del peu 0 de l'atuell fins al punt o, mesurada a la ma-
teixa paret, i b és la distdncia des de 0 fins a B, podem
afirmar que la longitud 1' de l'aresta buscada és, preci-

sament, 1' =lég , 1 1 &s la del costat del cub inicial.

Aquest métode pot ser realitzat fdcilmehnt per
qualsevol persona mitjangant una copa de vidre cénica i
un recipient graduat per a mesurar volum de liquids (per
exemple, una proveta), i d'aquesta manera no haurd de fer

servir el principi d'Arquimedes. Perd vegem per qué fun-

FIG.- 3

ciona aixi. Durant el segle IV a.C. ja se sabia que el
volum d'un con ve donat per V=%—ﬂth, on R representa
el radi de la base i h l'altura. A la figura 3 podem

observar que tenim dos cons: un amb altura hy i radi r,
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i l'altre amb h; d'altura i r; de radi. El volum del pri-
mer &s exactament 1%, el gue busquem, i el del segon 1'?,
o 21°. D'altra banda, com els triangles rectangles Ooh, i
OBh; sb6n semblants, &s cert que a/hy=b/h, i a/r.=b/r,,

fet ben conegut des de 1l'época de Thales. Per tant, tin-

drem que I R s
3_1 2 _l r;b hob_l 2b” _.3b
1 -—3-1Tr1hl —gTT—-;T- _a—_fﬂrﬂ—aT_l a—3 .

D'on es dedueix, si eliminem els cubs, la f6r-
mula esmentada anteriorment.

Actualment sb6n uns altres déus que, a vegades,
provoquen els avengos de la ciéncia. El déu dels diners
i la deessa de la guerra orienten milers de cientifics
d'arreu vers nous avengos. Tot i aixd, perd, potser se-
ria bo de tornar a l'antic principi de "conéixer sola-

ment pel plaer de fer-ho".
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