UNA PARADOXA TOPOLOGICO-LINGUISTICA

Josep Guia

"L'adjacéncia &s una propietat distintiva

dels cossos que permet d'anomenar-los geomé-
trics en retenir aquesta propietat i fer-ne
abstraccid de la resta, siguen essencials o

accidentals" ([6], pag. 168).

L'adjacéncia, pedra molar de la Geometria segons Lobache
vski, &s una relacid simétrica ("A &s adjacent de B si, i sols
si, B &s adjacent de A"), la qual cosa &s una exig@ncia exces-
siva per una nocid que es pretén prendre com a primitiva d'una
teoria -la Topologia- on s'hi fonamenta la Geometria i, per
tant, 1'Andlisi.

S'hi imposa, doncs, desdoblar 1l'adjacé&ncia en dues proxi-
mitats orientades, no necessdriament simétriques, de manera que
poguessem dir: "A i B sdn adjacents si, i sols si, A és
proxim de B o B é&s proxim de A". La nocid de proximitat .
esdevindria, aixi, la veritable nocid primitiva de la Topologia.
Abans de continuar, perd, convé dir que aquesta objeccid formal
a la contundent i revoluciondria afirmacid que encapgala l'arti-
cle és només aixd: una objeccid de detall, una matitzacid. La
idea-forga consisteix en adonar-se'n, com ho va fer Lobachevski,
de quin era el fonament sobre el gual es desenvolupa el discurs
geométric.

La nocid de proximitat, donés, que no és sim@trica, no
és equivalent a la d'adjacéncia, i aquesté aclariments de 1la
terminologia i, amb ella, dels conceptes claus de la Matemdtica,
sbén una tasca inexcusable. Altramet, com en el cas que ens ocupa,
hom pot trobar-se amb paradoxes lingliistiques, aixd &s, parado-
xes perfectamet evitables mitjacant un s acurat, rigords, dels
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mots.
En la Topologia, la nocid de proximitat ha estat tradui-
da, indistintament, pels conceptes d'entorn i d'adheré&ncia, els

quals sén, en certa forma, mituament reciprocs. AixI, veiem que
N. Bourbaki ([3]), pag. XII) diu:

"Si nosaltres partim del concepte fisic d'aproximacid,
serd natural de dir que una part A d'un conjunt X &s un en-
torn d'un element a de A (...) si tots els punts de X "su
ficientment prdoxims" de a pertanyen a A".

Aleshores, hom axiomatitza 1l'espai topoldgic mitjancant
les propietats (convingudes com a) basiques dels entorns:

El) Cada element x de l'espai X té& almenys un entorn

Uyr i cada U, conté el punt x i é&s contingut en
X.

E Un subconjunt de X gque conté un entorn d'un punt

2)

és també entorn d'aquest punt.

E3) La interseccid de dos entorns d'un punt x de X
és també un entorn de x.

E4) Per a cada punt x de X i per a cada entorn seu

Ux’ existeix un altre entorn seu, Ué, contingut
en UX, de manera que UX és entorn de cada punt
de Ué.

Bourbaki tanca el cercle "nocid primitiva-axiomadtica-con
cepte definit" tot dient:

"Per arribar a la nocid d'entorn hem partit del concepte
vague d'element "suficientment prdéxim" d'un altre. Inversament,
una estructura topolSgica permet ara de donar un sentit precis
a la frase "tal propietat &s certa en tots els punts suficient-
ment proxims de a"; ag¢d significa, per definicid, que el con-
junt de punts que tenen aquesta propietat &s un entorn de a
en l'estructura topoldgica en gliestid."

Amb aixd, resulta que un punt &s prdxim d'un altre si
pertany a tots els entorns d'aquest altre, i un conjunt és pro-
xim d'un punt si conté punts prdxims d'aquest punt. Aquest &s
1'Gs "classic" de la terminologia proximal referida al limit
d'una successid: "hi ha punts de la successid (arbitrariament)
proxims del punt 1limit" (o, dit d'altra manera, "la successid

conté@ punts que pertanyen a gualsevol entorn donat del punt 1imit").
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D'altra banda, A.D. Alexandrov ([1], v.3. pag. 193) diu:
"El concepte d'adheréncia expressa la nocid que un punt
és infinitament prdéxim d'un conjunt".
Aleshores, hom axiomatitza 1l'espai topoldic mitjancant
les propietats (convingudes com a) basiques de l'adheréncia:
Kl) L'adheréncia del conjunt buit &s buida: @ = @.
Kz) Cada subconjunt A de l'espai X &s contingut en
la seva adheréncia: A C A

K3) L'adheréncia de la unié de dos subconjunts, A i B,
de l'espai X é&s continguda en la unid de les adhe-
réncies de A i de B:
AUBCAUTSB

K,) Si un subconjunt A de X &s contingut en l'adhe-
réncia d'un altre B, aleshores també hi &s contin-
guda 1l'adheréncia de A:
ACB=2aCB

Amb aixd, resulta gque un punt &s prdxim d'un altre si per
tany a l'adheréncia d'aquest altre, i un punt &s prdxim d'un
conjunt si pertany a l'adheréncia d'aquest conjunt. En el cas
del 1imit d'una successid haurem de dir, doncs, que "el punt 11
mit de la successid &s prdxim de la successid".

En general, la traduccid per entorns de la nocid de pro-
ximitat &s més propia del mdn bourbaquista-occidental i la tra-
duccidé per adheréncies és basicament russo-oriental. Només cal,
per comprovar-ho, fer una ullada als manuals de Topologia que
tenen el bon gust pedagbdgic d'incloure-hi notes de caire epis-
temoldgic. I &s evident que cal pronunciar-s'hi per una opcid
o per l'altra, car usar indistintament unes o altres expressions
&s suposar que la proximitat &s una relacid simétrica, i aixd
només es pot fer en un determinat tipus d'espais. Aquests es-
pais, que s'anomenen espais Ry d'engd del treball d'A.S. Davis
[4], sdn els que resulten caracteritzats pels quatre axiomes
anterior 1 per, respectivament, el seglient cinqué axioma:

ES) Donats dos punts qualssevol de l'espai X, el pri-

mer pertany a tots els entorns del segon si, i sols

si, el segon pertany a tots els entorns del primer.
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KS) Donats dos subconjunts gualssevol, A 1 B, de
l'espai X, A conté& punts adherents de B si, i
sols si, B cont@ punts adherents de A:
ANB#g «ANB+*g

El mén de la Topologia, perd, no s'esgota a dintre dels
espais R, (i el mébn-mén encara menys!). Per aixd, dir que "tal
&s proxim de qual" no &s sindnim de dir que "qual &s prdxim de
tal". En aixd passa com en la vida: en les relacions humanes so
vint entenem "estar prdxim de ..." com a "estimar a..." i sabem
que la histdria de la humanitat s'@s plena d'amors dissortats,
no correspostos. La relacid d'estima-proximitat no &s, ail,
necessdriament simétrica.

A banda d'altres raons que s'hi puguen adduir (per exem-—
pla, la significacid del mot "proximitat" en els Espais de Pro-
ximitat, de creacid russa i acceptacid generalitzada, la gqual
deixa gairebé@ sentencida la qliestid que aci ens plantegem), les
formes "m&s naturals" d'introduir l'axiomdtica dels espais to-
poldgics avalen la traduccid de la proximitat per adheréncies i
no pas per entorns. Aquestes formes "més naturals" sbén les que
axiomatitzen directament, sense traduccid intem&dia, la nocid
de proximitat. En aquest sentit hi &s el treball d'A. Appert
[ 2] (un francé@s de l'escola de Fréchet i, per tant, oposat als
bourbaguistes) i el més modern de D.B. Gauld [5] (neozelandés,
si no vaig errat), que coincideix b&3sicament amb el d'Appert,
tot i que no el cita, i que té& una expressa intencid pedagdgi-
ca:

Un espai topoldgic &s un conjunt X en el que introduim
una relacid (de proximitat), &, entre els punts de X i els
subconjunts de X (x 8§ A voldrad dir que x &s prdxim de A1),
la qual relacid acompleix els seglients axiomes:

Pl) Cap punt no &s prdxim del subconjunt buit:

X8 A=2AFg

Pz) Si un punt pertany a un subconjunt, aleshores n'és
proxim:

X EA=>x086 A
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P3) Si un punt &s proxim de la unié de dos subconjunts,
aleshores n'és prdoxim d'un dels dos almenys:

x8 (AUB) = x8A v x 8B

P Si un punt é&s prdoxim d'un subconjunt i tots els punts

d'aquest subconjunt sén pfaxims d'un altre subcon-
junt, aleshores el primer punt é&s proxim d'aquest se-
gons subconjunt:

x8 A N Ya€n adB = x & B

En aquest espai topoldgic tan planerament introduit, defi

nirem 1'adherdncia d'un conjunt, A C X, com el conjunt dels

punts que li- s6n prdxims, A= {x/ x 8 A}, i direm que U és

un entorn del punt x € X si, i sols si, x pertany a U i

X

X

no és prdoxim de X \ U,-

Veurem, finalment, la paradoxa lingliistica anunciada. En

1'espai topoldgic de dos punts, X = {x,y}, amb un d'ells,

v},

tancat (que vol dir gque coincideix amb la seva adheréncia),

resulta que:

(%3]

a) Segons Borubaki, com gque x npertanv a tots els entorns

de v, X &s prdxim de y. I, com gque y no pertany

a un entorn de x, y no é&s prdxim de x.

b) Segons Alexandrov, com que y pertany a 1l'adheréncia

de x, y és prdxim de x. I, com que X no pertany

a l'adheréncia de y, x no és proxim de vy.

Qué? Votem per Alexandrov?
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