PERIODES DE LES APLICACIONS CONTINUES

DE L'INTERVAL I DEL CERCLE

Jaume Llibre

En aquesta nota veurem que l'estructura del conjunt de
periodes de les aplicacions continues de l'interval i del cer-
cle en ell mateix es coneix completament. Mentre que per a les
aplicacions continues de qualsevol altre graf (com dos cercles
enganxats per un punt, o un conjunt en forma de Y,...) &s un

problema obert.

1. L'interval

Sigui C(I) 1l'espai de les aplicacions continues de
1'interval tancat I en ell mateix. Sigui x € I, direm que
x és un punt periddic de £ € C(I) de periode n si £ (x) =x
i fk(x) #x per k =1,2,...,n-1. Definim 1'Grbita de x -
com {f%(x) : n=0,1,2,...}.

Sigui P(f) el conjunt dels enters positius n pels
que f té& un punt periddic de periode n. P(f) &s un subcon-

junt de W, el conjunt dels naturals.

Considerem a IN 1l'ordre de Sarkovskii
325-2>7>...2 2,322,522, 7>.,..2>4.324.5>4.7~>,..2>16>8>4>2~>],

Afegim el simbol 2”7 davant de totes les poténcies de 2, i
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obtenim un ordre en el conjunt niU{Zw}. Amb aquest ordre el
supreme de WU{2"} &s 3 i 1'infim &s 1.
Siguin S, = {n €W : s~ n}u{s} per a tot s EWN i
Szm={l,2,4,8,...}. Aquests conjunts seran anomenats conjunts
de Sarkovskii.
Teorema 1. (1) S{ £ € C(I) Llavors existeix s € WU{2" } tal que
P(f) = s_.
(2) Per a fot confunt de Sarkovskii S existeix £ € C(I) Zal que
P(f) = S_.
(3) Sigud C(I) L'espal topologic amb La topologia donada per La convergencia
undgorme. SL £ E€C(I) £ P(f) = Sg amb s # 1, Lavors existeix un entorn
vV de £ a C(I) ftal que per a tota g €V, P(g) D g5 on s &5 el se-
guent de s amb £'ondre de Sarkovskil.
Corol. Larnd 2. Sigud £ € C(I). LeLavors
(1) 3 E€P(f) 44 4 008 84 P(f) = N.
(2) S& P(f) &5 finit Llavorns existelx n € N tal que P(f) = S2n
Notem que 1l'ordre de Sarkovskii és suficient per descriu-

re l'estructura del conjunt de periodes de les aplicacions con-

tinues de 1l'interval.

2. El cercle

Siqui C(Sl) l'espai de les aplicacions continues del
cercle en el mateix. Pensarem en el cercle.com el conjunt de
punts del pla complexe amb mddul igual a 1.

Sigui e : R —> S:‘L l'aplicacid e(X) = exp(27iX).

Llavors direm que F : IR — IR &s una elevacid de f:Sl—* Sl

si el seglient diagrama &s commutatiu
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F

IR — 1R
el‘ le
Sl £ Sl

Es clar que f i F han de ser continues.

Si F i F' s6n dues elevacions de £, llavors F=F'+k
per algun enter k. Existeix un enter G tal que F(X + 1) =
F(X) + G per a tot X&€ TR. G s'anomena el graude f i es
denota grau(f).

Sigui CG(S') l'espai de les aplicacions continues del

cercle en ell mateix de grau G.

(2.1) Resultats sense utilitzar el grau de l'aplicacid f€ C(Sl)

Veurem que per descriure l'estructura del conjunt de pe-
riodes de les aplicacions f € C(Sl) necessitarem dos ordres,
l'ordre de Sarkcovskii i 1l'ordre usual.

Sigui B, = Im€ IN: b <n} U{b}. Aquests conjunts se-
ran anomenats de Block.
Teorema 3. (1) Si £E€C(SY) 4 1EPE) Lavors existeix s €N U{2"}
L bEN Zfal que P(f) = SS U Bb.
(2) Per a tot confunt de Sarkovskili S £ confunt de Block B existeix
fecs’) tal que P(F) =S UB..
Corol.Lani 4 Sigui £ € C(SY). Leavors {1,2,3} C () & 4 s0R8 44
P(f) = N.

Notem que el Teorema 3 ens dona l'estructura de P(f)

només quan l'aplicacidé £ tingui punts fixos.

49



(2.2) Resultats utilitzant el grau a l'aplicacié f € C(Sl)

Sigqui f € C(Sl). Se sap que el nombre de punts fixos
de f &s més gran o igual que |grau (f) - 1|. Per tant, si
el grau (f) # 1 1llavors 1 € P(f).

El resultat seglient se segueix facilment del Teorema 3.

Conol.fari 5. Sigui £ e C(Sl) L suposem que grau (f) = 1. Llavors

N - {2} s grauw(f) = =2 1 2&P(f) .

I

P(f)

s, en qualsevol altre cas.

S, =N 4L gran (f) ¢ {-2,-1,0,1}.

A més, P(f) s

I

Per tant, només ens queda per a estudiar l'estructura de
P(f) quan f é&s de grau 1.

Sigui f € cl(sl) i F una elevacibé de £f. Com que

grau (f) = 1 tenim que F(X+1l) = F(X)+1 per a tot X € IR.
Si x € Sl és un punt periddic de £ de periode n i e(X)=x
amb X € IR, 1llavors Fn(x) = X+k on kX é&s un enter. Direm
que % és el nombre de rotacié del punt x, i el denotarem per
p(x) o pF(ﬁ). Es pot comprovar que
pp (x) = lim Pl -x
m - oo

Escriurem L(f) o LF(f) per al conjunt de tots els

nombres de rotacib. Es pot demostrar que LF(f) =[a,b] N Q amb

a, b e R. Per tant, direm que LF(f) 8s un interval de rota-
cid de f.
siqui fecy(sh) i Ly(f) =lablno. si aeq i
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a = p/q amb (p,q) = 1, 1llavors definim S(a) = g P(Fq-p),
on P(Fq—p) és el conjunt de périodes de l'aplicacid :

Fq—p : IR — IR, i per tant &s un conjunt de Sarkovskii. El
Teorema 1 é&s valid per a qualsevol interval I sempre que

f : I — I tingui punts fixos. Si a & Q 1llavors definim
S(a) = @ . Similarment, si b €Q i b = r/s amb (r,s) =1,
llavors definim S(b) = s.P(F°-r); i si b # Q 1llavors

sS(b) = & .

Sigui M(a,b) = {n € W : a < bn <b per a algun k
enter}. Es clar que M(a,b) =g si a = b.

El teorema seglient completa la classificacid de l'estruc
tura del conjunt de periodes de les aplicacions continues del
cercle en ell mateix.

Teonema 6. (1) Siqui f € Cl(sl) amb L(f) = [a,b] NQ.

Llavorns  P(f) = S(a) U M(a,b) YUS(h).

(2) Per a qualsevol  S(a) UM@blS(b) existeix £ E€C) sh  tal que
L(f) =la,bl NO £ P(f) = S(a) UM(a,b) US(b).

Conol.ani 7. Sigui £ € C(SY). Si P(£) & finit Llavors existeixen
neNU{0) 4 meW tals que P(£) = {m,2m4m,...,2m} = m S,y
Corol. Larnd §. Sigui [a,bl un Lnterval amb a#b . Llavors existelx

r€ N AL un subconfunt finit H dels natwals tal que

M(a,b) =Br U(U {n.h:n€ N}.
heM
Tots aguest resultats proven que per descriure l'estruc-
tura del conjunt de periodes de les aplicacions continues del
cercle en el mateix, només necessitem dos ordres, l'ordre de
Sarkovskii i 1l'usual.
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