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Es del tot impossible donar, en un sol article que preté ésser
de divulgacid, una relacidé detallada i completa de les moltes
aportacions d'A. Tarski al panorama de la ldgica i la fonamen-
tacid de les matematiques; ho és per dos motius: d'una banda
caldria un divulgador més culte en la matéria que no pas el qui,
en aquest article-homenatge a tan insigne 1ldgic i matematic, es-
criu i, d'altra banda, en certs temes caldria una preparacid en
terminologia per part del lector molt més amplia gue no pas la
que sol tenir un matematic professional, no especialitzat, en

18gica i fonaments de les matematiques.

Agquests dos fets, perd, no poden pas ésser motiu suficient per
a renunciar a escriure en el nostre "Butlleti" un article que
sigui, en certa forma, l'homenatge humil, perd sincer, que la
Seccidé de Matematiques de la Filial de Ci&ncies de 1'Institut
d'Estudis Catalans vol retre a tan il.lustre cientific gue, des-
prés d'una vida de treball"sord, perd constant", curulla d'ide-
es, d'innovacions, de resultats, de suggeriments, de conjectu-
res, de deixebles, en una paraula, de ciéncia en C, ha deixat
"la vall del riu vermell". Resten, malgrat tot, la seva obra

i la nostra memdria i l'esdevenidor de la 1dgica matematica i,
de retruc, de la prdpia matematica, el qual sense A. Tarski

no seria, ni de bon tros, el gue és ni el gue sera3.

En aquestes pagines procuraré de recollir i explicar alguns
dels seus resultats i ho faré agrupant-los per temes: resultats
de 1dgica de proposicions, de 1ldgica de predicats, de teoria de

models, de recursivitat, de teoria de conjunts.

Un cami possible consistiria en enumerar-los simplement i crono-
logica, perd aixd feria el treball dens i poc atractiu. Per a-
guesta rad presentarem els resultats, analitzant l'ambit a on

es plantejen, veient quines situacions s'han establert abans que
Tarski hi prengui part, queé hi diu A. Tarski al respecte i yui-
nes sén, finalment, les noves situacions que queden aleshores

plantejades.
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TARSKI I LA LOGICA DE PROPOSICIONS.

La gliesti6 més important de la 13gica de proposicions (o sen-
tencial) bivalent és, sense cap mena de dubte, com diuen els
Princedlpla Mathematica (Whitehead-Russell [1910-1912]):

"La prova d'un sistema 1ldgic &s

la seva suficiéncia i la seva

coheréncia. Aixd és:

1. el sistema ha d'abarcar en-
tre les seves deduccions to-
tes les proposicions que pen-
sem que s6én veres i aptes
per a ésser demostrades a
partir solament de les pre-
misses logiques,...;

2. el sistema no ha de portar mai
a contradiccid R

La suficiéncia i, sobretot, la coheréncia d'un sistema formal

sbén, també, part important del Programa Formalisia de Hilbert

(Hilbert [1925],[1928]), si bé en un context més ampli del que

ara mateix ens ocupa i afegint-hi la guiestid de la decidibilitat.

De moment, perd, ens limitarem solament a la £ogica de proposi-

cions.

Els dos problemes dels Principdia s'anomenen,respectivament, teo-
remes de completesa i de consisténcia i sén establerts en 1920
per E. Post (Post [1921]). Aquest eminent 1dgic america - que,
com el propi A. Tarski, és d'origen polac - estabelix la coinci-
déncia dels conceptes semdniic i sintdctic de validesa pel

que fa al cadlcul proposicional cldssic (numerable) i, de retruc,
n'obté la decdidibilitat.

El cami sequit, explicitat ja completament en els mateixos
Prineipia, és el cami semdntic de Les valoracions a ZZ i el
sintdctic de Les demostrnacions.

Si Prop (X) designa 1'algebra de proposicions sobre X - aixd és:
1'3algebra lliure sobre X d'operacions -1 (monadica) i w (bin3ria)

i ’é = <{0,1}, ,v > és l'élgebra de Boole de dos valors, una
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valoracid v &s un homomorfisme:
Vi Prop (X) == Zé

(que, com sabem, ve determinat pel coneixament del seu compor-

tament sobre X.)

Una taufologia &s un element p € Prop (X) tal que, per tota va-

loracid v,

Un feonrema &s una proposicid p que admet una demosfracié. Una
demostracid de p &s una successid

pllp21~--rpn_llpn
de proposicions tals que: i) P, és la proposicid p;ii) par cada
1= 1i=<n, P, és un axioma o bé& s'obté per modus ponens de pj i
Py (3,k < 1i).
(Els axiomes sén les proposicions del tipus:
Al. p->pwvq; A2. pvD —p; A3. pvg -» gvp;
Ad. (g ~~r) — ((pvq) — (pvr));

on p —~q abreuja 1pvg. El modus ponens ens diu que pj és de

la forma pk-—-pi.)

E. Post estableix, en definitiva, €ntee dé!tfﬂh,el seguent resul-

tat:
"Per tota p € Prop (X), p &s una tautologia
sii p &s un teorema'.
Es el teorema de completesa (febfe). De retruc en resulta que

no és possible deduir alhora una proposicid p i la seva negacid
Up. Es el teorema de consisténcia. A més hom pot decidin si
una proposicid p € Prop (X) &s o no un teorema mitjangant un
mecandisme gfinit. (S6n les taules de vernitat.) Es la decdidibili-

tat del calcul proposicional.

Aquesta técnica, consistent en identificar els teoremes d'una
certa 1ldgica proposicional amb aquelles proposicions que prenen
uns certs valfors de certesa en un domini prefixat &s la técnica
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de les matrius Logiques (o de les predlgebres 1ldgiques) i de

les afgebres L£3giques i serd utilitzada per Zukasiewcz [19201,
19301) i per #ukasiewicz-Tarski {1930]. En aquest darrer treball
apliquen la técnica de les matrius ldgiques a la ldgica bivalent,
a la 1d0gica positiva (bivalent sense negacid (!)) i a les 1dgi-
ques polivalents de 2ukasiewicz [1920] entre d'altres i consti-

tueix un dels inicis de la logica afgebraica (vegeu J. Pla 119771}

Aquesta técnica - la de les matrius ldgiques i de les algebres
16giques - resol la giestid de la decidibilitat del calcul pro-
posicional bivalent i pot &sser el cami (en la linia finitista
de Hilbert) de resoldre'n d'altres. En A. Tarski [1938] hi 1lle-
gim:

"(les definicions de demostracid 1 de

teorema) no ens ofereixen cap criteri

que ens permeti de decidir, per cada

cas particular, si una proposicid do-

nada p, €s o no demostrable en el cal-

cul bivalent o en el calcul intuicio-

nista. El métode anomenat matricial

ens proporciona un criteri en aquesta

linia"
i, a mds, resol la questid de la consisténcia de les dites teo-
ries (ja que tota teoria decidible esdevé consistent de forma
finitista o consistent nelafi{vament a una altra teoria...) En
aquest treball A. Tarski refa el teorema de Post i a continua-
cibd es qliestiona una 30lucid andloga pel calcul proposicional
intuicionista - que és un cdlcul proposicional construit damunt
d'un conjunt X, no buit, i les operacions = (monadica), v, A,
— (bindries) amb un cert conjunt d'axiomes cque cal precisar.
Ens recorda tot sequit el resultat de K. GOdel 119331
el qual estableix la no exdstincda de mathius finites pel
que fa al calcul nroposicional intuicionista. (Una certa ma-
triu légica per aquest calcul &s un conjunt no buit A, dotat
d'operacions en correspondéncia amb les del calcul i d'un cert
subconjunt B d'A que constitueix el conjunt de valors de valide-
sa semdntdca.) Tarski construeix una matriu com un £Limit de ma-

trius finites, resultat ja establert per Jaskowski({1936}.
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A continuacid A. Tarski dbna matrius topologiques d'ambdés
cdlculs i, en el cas bivalent, estableix una condicid neces-
sdaria i suficient sobre l'espai topoldgic per tal que les ma-
trius ens proporcioﬁin completesa 1 és que £ espadl sigud Lso0lat;
en el cas intuicionista troba també& una condicid topoldgica,

que anomena ¢éssen E-espadl, que dbéna completesa, perd constata
que també d'altres espais topoldgics (no necessdriament E-es-

pais) proporcionen un teorema de completesa intuicionista.

El treball s'acaba, via els resultats de Stone §1937) i Tars-
ki (19371 que lliguen els anells de Boole en el sentit de
Stone 11936} és a dir, sense unitat )i la seva familia d'i-
deals amb espais topoldgics, donant matrius que sén algebres
d'ideals d'anells de Boole de certs tipus especials que defi-
neix a l'ocasid (i que determina ' segons que els seus ideals
generats per un element siguin finits, per tot element, o bé

infinits, també per tot element.)

AixI A. Tarski estableix que les tautologies dels cdlculs de
proposicions bivalent i intuicionista sén aquelles i solament
aquelles gque esdevenen valides llegides, respectivament, en
totes les dlgebres de Boole o en totes les dlgebres de Eeyting
- que ell anomena algebres de Brouwer i que sdén, en realitat,

les duals de Heyting

Aquesta linia de recerca la reprén Tarski amb la col.laboracid
de McKinsey (McKinsey-Tarski [19441, 119461, [1948]), on acon-
segueixen d'establir resultats topoldgics importants relatius
a les logiques bivalent, intuicionista i modal S4 de Lewis
[Lewis—Langford [1932]], relacionant les Elgebres de Boole i
les de Heyting: aquestes sGn Les algebres dels obernts de Les
dlgebres de Boole amb un openadon topoligic de tipus S4 ; a
més, McKinsey [1941)1 aconsegueix d'establir la decdidibilfitat
per a 1ldgiques modals de Lewis dels tipus S2 i S4. Aquests tre-
balls, tots ells en la linia de Stone [1936], [1937b) . Una
obra de sdstematitzacid d'aquestes teécniques &s, sens dubte,

l'obra de Rasiowa [19741.
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En aquest sentit podem pensar el propi cdlcul proposicional
(Prop (X), ™, Vv ,Tautologies) com una matriu de la 13gica bi-
valent, grdcies al teorema de completesa (feble) de Post.

A més, com passa amb tota matriu 13gica, podem introduir una -

relacid d'equival&ncia en Prop (X): p, g € Prop (X),
v=m g 51, i només si, p-—9g 1 g-=p sbn fautologies.

L'3lg ra quocient A=Prop(X) /== esdevé un 3algebra de Boole,
anomenada algebra de Lindenbaum, ja que aquest eminent 13gic po-
lac hi treballd en 1931 quan també s'hi trobava interessat A.

Tarski (vegeu Rasiowa-Sikorski [19701, p. 245, nota).

El teorema de completesa de Post &s generalizable en el sen-
tit seglent: sigui > un conjunt de proposicions i p una
proposicid. Establim les definicions seglients:

"o &s una conseqiinela semdntica de I

(2 ~=pl sii tota valoracié v que

fa valid 3 fa valid també p";

"p é&s una conseqiidncia sintdetica de 3

[2v—p] sii p admet una demostracid
a partir de L (i aixd significa que a-
ra disposem dels esquemes d'axiomes d'a-

bans i del que ens aporta I )V
El teorema f{oii de completesa és el seglent:
L == p sii Ivp.
(E1 teorema feble s'obté, en particular, per I = @.)

En aquest context disposem de dues definicions paral.leles:
sigui L& Prop (X):
"L @és consistent sii no existeix cap

P € Prop (X) tal que Zw TIp i I+ p";

"% &8s satdsfactible sii existeix una

valoracid v que fa valid 3 ".
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El teorema fort de completesa equival a la igualtat entre amb-

dds conceptes.

Kalmar [1934-35) estableix el teorema fort de completesa pel
calcul proposicional bivalent i el nis argumental de la demos-

tracid és el resultat que segueix:

"tot subconjunt consistent I & Prop (X)
pot ésser submergit en un conjunt con-

sistent A €

Prop (X) maximaf entre els

consistents"
que, segons ®ukasiewicz-Tarski [1930), és de Lindenbaum.

(En realitat, el conjunt Shell v = {p € Prop (X): vip)=1l}l &s
un subconjunt consistent maximal i tot subconjunt consistent

maximal é&s Shell v , per una certa valoracid v.)

El cas general, per X de cardinal arbitrari (no numerable)

l'establiria, indirectament, Mal'cev [1936]).
Sigui ZeProp (X) consistent, la relacid d'eguivaléncia

p,a € Prop (X), p=sq sii Zw—p-+»q 1iZweqg-+p
&s una congrudncia i 1'3dlgebra quocient A= Prop (X)/EEz és un
dlgebra de Boole: 1'dlgebra de Lindenbaum de Prop (X) relativa

a Z.

En Tarski [1930]1i, posteriorment, en Stone [1936), aprofundint
l'estudi de les algebres de Boole (per gliestions d'extensions
de mesures, el primer, 1 per establir els tecremes de #xephesen-

tacid, el segon), estableixen:

"tot filtre d'un dlgebra de Boole es

pot submergir en un ultrafiltre”.

A la seva tesi de 1947 L. Henkin estableix que el teorema de
compacitfat per a logiques de primer ordre (en parlarem en un
altre article) implica el teorema de l'ultrafiftre booled

[ Henkin 119471, 119491), perd serd Tarski qui, trobant-se ja a
Berkeley, s'interessard en les possibles equivaléncies d'aquest
teorema de l'ultrafiltre i certs resultats de metamatematica

(o 1ldgica) (vegeu G.H. MOORE f[1982), p. 29, nota 10). El te-



orema de compacitat pel cdlcul proposicional bivalent, amb
X de cardinal arbitrari, l'estableix, perd, per primera vega-
da Mal'cev [1936]).

En 1954, L. Henkin [1954a) estableix l'equivald@ncia d'ambdds
teoremes: el teorema de Lindenbaum i el teorema de 1l'ultra-
filtre booled i ho estableix en 1'@poca en qgue es troba tre-
ballant a Berkeley amb D. Scott i A. Tarski. Aixi s'estableix
l'equivaléncia entre un teorema matemdtic (d'dlgebra): el de 1
ultrafiltre booled, i un teorema metamatemdtic (de cdlcul pro-

posicional): la completesa forta.

El teorema de compacitat semdntica per a la 1ldgica proposicio-

nal diu:

"Z< Prop (X) és satisfactible sii tota

part finita ho é&s".

L'any 1954, sota la direccid d'A. Tarski, gqueden establertes

les equivaléncies seglients:

. Teorema de lultrafiltre booled;
Teorema de compacitat semdantica pel calcul proposi-

. Teorema fort de completesa. cional;

A més, els teoremes de completesa feble i de compacitat semdn-

tica eguivalen al teorema fort de completesa.

En aquesta é&poca també H. Rubin i D. Scott [1954] estableixen
l'equival@&ncia entre el teorema de Tychonoff per a Tl—espais i
el teorema de Jultrafiltre booled. D'aquesta manera el teore-
ma de compacitat semdntica esdevé equivalent a un teorema topo-
1dgic.

Tot el que hem exposat ens suggereix la glUestid segllent: tota
algebra de Boole 65 un dlgebra de Lindenbaum d'una centa dlge-
bra proposdcional? La resposta és afirmativa:

"tota algebra de Boole A és {somoafa
a un algebra de Lindenbaum Prop (X) /=5
per a certs X i ZlgProp (X)!

En particular,l'3lgebra Prop (X)/= , on = &és la relacid d'equi-
valdncia que corresnmon a 2. =@ &3 nun algebra de Boole £L:iurement
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generada per X/= ={Ix): x € X} que &s atdmica quan X és fi-
nit (cas sense cap inter&s 13gic) i sense dtoms quan X és in-
finit (vegeu Log 119541, 119573 i Sikorski 119601).

No és, doncs, gens estrany gque Tarski estudii amb profunditat
les dlgebres de Boole ( Tarski (19353, f1937a}l, (19391, (1945},
{19491, (19553, Smith-Tarski (19561). Obté, entre d'altres
molts resultats, axiomatiques alternatives; aprofundeix l'es-
tudi de certs tipus d'algebres de Boole com ara les atdmiques
i1 no atdmiques, les completes, les «-completes, les m-comple-
tes, les o-algebres i les distributivitats infinites (de
certs tipus); estableix lligams entre elles i generalitza els
teoremes de representacid de Stone a les m-algebres, a les
a-algebres, a les algebres atdmiques i a les completes; a-
profundeix l'estudi de les algebres de Boole amb la condicid
de la m-cadena aixi com el seu lligam amb possibles tipus de
completesa. Ho aplica a teoremes metamatematics i a qliestions
relatives a extensions de mesures; s'interessa per les dlge-
bres de Boole amb operadors i les dlgebres de relacions.

Nosaltes, perB, ens preocuparem més d'un altre linia de re-
cerca que A. Tarski enceta en l'analisi de la teoria proposi-
cional i que trobem recollida en els seus treballs {1930al,
f1930bY, ([1935-361. En el primer d'ells llegim:

"L'objecte d'aquesta comunicacid €s
de precisar el sentit i d'establir
les propietats elementals d'alguns
conceptes importants de la metodolo-
gia de fes ciéncies deductives, que
s'anomena habitualment, seguint Hil-

bert, metamatematica".

La idea consisteix en pensar les teories com conjunts de pro-
posicions i, a partir de certs subconjunts ZeProp (X) i les

regles d'inferéncia, construir el conjunt

Ded % =4 q &€ Prop (X): Z — a}.
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AixI s'obté el conjunt de totes les consegiiéncies sintactiques

de Z.

Observa Tarski que el seu operador Ded : P(Prop (X)) — P(Prop (X))

compleix les segllents propietats:

1. per tot ZgProp (X), Z ¢ Ded (2);
2. per tot g Prop (X), Ded (Ded (X)) « Ded (Z);
3. per tot ZeProp (X), Ded (X =\J{Dedd : BeZ i Afinit}.

A més, per5, 1'operador Ded compleix certes relacions amb les
connectives % i —w= ; sbn els teoremes de neduceld a £'absund
i de la deducc4id (Aguest darrer es coneix també& com el teorema
de Tarski-Lindenbaum, per Tarski-lindenbaum {19271, i a vegades

com el teorema de Herbrand, per Herbrand [1928], 19301). Diuen:
4. per tot L uip,qtEProp (X),

p e Ded (Zuig}) sii g-»p &€ Ded (Z);
5. per tot p = Prop (X),

5a. Ded ({p, ap}) = Prop (X),

5b. Ded (@) = Ded (}p}) A Ded (37wh.

Perd Tarski va més lluny i generalitza el concepte d'operador
Ded a conjunts numerables X arbitraris (que pensa com conjunts
de proposicions). D'aquesta manera estableix el concepte 4'

operadon consegiiéncia en X com una aplicacid
C: P(X) — » P(X),
tal que

1. per tot Y« X, Y ¢uC(Y);
2. per tot Y & X, C(C(Y)) g. C(Y);
3. per tot Y ¢ X, C(Y)=U{C(F): F ¢ Y i F &s finit}.

En el primer dels treballs citats, l'operador C estd encara molt
lligat al calcul proposicional bivalent: &és el Ded d'abans el
que hom té a la ment: en canvi, en els treballs {1930b), 11935-361
1'abstrnaccid és completa (sobretot en [1930b) ,on el cdlcul pro-
posicional no és, gqguasi, ni citat . En aquests treballs analit-
za el significat abstracte de s{stema deductiu(o tancat per C),
d'equivalencia Ligica, d'independéncia, de consisténcda,d’axio-
matibilitat, de completesa (i graus de completesa) i decdddibi-

£itat. S'obre aixi una porta molt important pel que fa a la
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1dgica algébrica i el seu estudi - en particular la proposi-
cional, on els resultats sén mdltiples i magnifics -; perd
on Tarski inicia una via de recerca importantissima és quan

planteja la qliestid seglent:

"Quée cal imposar a una possible ope-

racid binaria - definida en X .i a

una possible operacid monaddica 3 (en

X) amb relacid a C: P(X) ~—» P(X)

per tal que C(@#) contingui fotes

les tautologies convenientment lle-

gides en X" [1930al
i la resposta ens la déna el propi Tarski en [1930ali en {1935~
36}: calen el teorema de la deduccid (vegeu 4)) i el de reduc-
cidé a 1l'absurd (vegeu 5a i 5b).
Aquesta metodologia podem ampliar-la a fi que C(@) sigui el
conjunt de les veritats intuicionistes, models d'S4 o d4'S5,
de la 1logica positiva, etc... Els treballs en aquest sentit
sbén molts i dispersos i, com exemple, podem citar Brown-Susz-
ko 11973}, pla [1975), Rasiowa-Sikorski {1970}, Rasiowa [1974},
Verdd (19781 entre d'altres.
A més la introduccid dels operadors conseqiiéncia permet una
presentacidé elegant dels resultats metamatematics abs«% esmen-

tats. Bs facil de constatar que
Ccon (3) = {q € Prop (X): Z o= g}

és un operador de consegitiencia (en el sentit de Tarski 1930b),
si suprimim la finditarietat; satisfd també els tecoremes de

reduccid a 1'absurd i de la deduccib.

El Ded, en canvi, &8s clarament finitari; -el Con @ é&s clarament

decidible, mentreque el Ded @ no ho &s pas dé forma Obvia.
Els teoremes feble i fort de Post es reescriuen:
Con @ = Ded @ i conZ = Ded 7.

per tot ZgProp (X). Aixi resulta gque el Con &s finitari i el

Ded és decidible.
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Amb aquestes precisions Tarskianes, la metamatemdtica propo-
sicional i bivalent é&s absolutament precisa 1 clara: és
{Prop (X), Ded, Con).

Pel que L ¥ al calcul proposicional, els estudis i aporta-
cions d'A. Tarski, tant en el cas bivalent con en 1l'intuicio-
nista (com en d'altres) el menen a l'andlisi de les matrius

i 3lgebres logiques (de les que les matrius 13giques en sbén
predlgebres)i, per tant, a l'estudi de les dlgebres de Boole

i de Heyting fonamentalment: d'altra banda obren un cami pre-
cis per a l'analisi de la propia teoria com un objecte matemi-
tic (que hom pot considera submergit en la teoria de conjunts)
i aixd el porta a la consideracié dels operadors de conseqiién-
cia i als lligams que existeixen entre ells 1 les connectives
del llenguatge i tot aquest cGmul de resultats ens permeten
d'estendre el concepte de connectiva: una connectiva és to-
ta operacié algeébrica abstracta que manté un cert lligam amb
1'operador de conseguéncia; el significat ldgic de la connec-

tiva vindrd precisament del lligam imposat.
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TARSKI I LA LOGICA DE PRIMER ORDRE.

La ldogica de predicats de primer ordre &s més complexa. En fa-
rem cinc céntims.
Sigui L un llenguatge de pradimer crdre sense funcionals, perd amb
igualtat; é&s a dir:

. un conjunt V de vardiables V={Uk=k<a};

. un conjunt R de {£Leftres predicatives R= Ry,

K<w

on Rk = {Phé:i<YK}k<&

Cada Ph{ és una lletra predicativa de k arguments (x < w) i
PZO &és la igualtat (i la designem usualment per =).
(La no inclusidé de lletres funcionals que facin el paper d'ope-
racions no &s pas essencial.)
Construim les f{6ximules atomiques
Atm. = { Phiwl"'wk: Pki e Ry, k<y » A <yp, W, e Vi
Els conjunts Rk poden ésser eventualment buits ( guan YK=0).
Les equacions Uh:UA sén les férmules PZOUkUA'
A partir d'AtmL i amb operacions 11, v , ka [k < o) engendrem
1'algebra lliure PredL. Aixi doncs
ugFérmL sii i) agAtmL;
1i) existeix un BgFérmL i g s 18 1
iii) existeixen g, ygFérmL ia és Bvy
iv) existeix un R gFérml i v, eV i
o &s 398 .
Aconseguim d'aguesta manera la segfient algebra lliure sobre L:

PredL = {Formla N, v, ka R vk=vx} R, <o

A continuacid s'introdueix un concepte adequat de deduccid sin-
tactica, gue no precisarem pas aqui, i,gracies a ell, una rela-
cid d'equivaléncia en PredL; donat, doncs, un conjunt consis-

tent de senténcies (férmules sense variables lliures) d4'L, de-
finim:

¢,p eFérm ¢ =y v Sii Zeod-wy A~ Y ->¢

L
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S'obté una congruéncia i 1l'algbera quocient
AZ:(L) = {FérmL/E:Zr 1, VIOIlIcKIdKA}I
1= . = ) = - 0. =1
on 1=18 ¢ 1., 0=l 4913.,d =0 -0 1. (c, X <a ), 0@ =791,
Tpvl, = TP viiwly C ([} & )= La\suelz
La dificultat ara és de precisar com &s l'dlgebra de Lindenbaum

que s'aconsegueix per aguest procediment.

Bs, perd, facil de constatarla validesa dels seglients resultats:

AC,. (FérmL/5}f0,1,1 ,v) &s una algebra de Boole;
AC, . du U # V) = 5 Y# U

AC2. —a - = v o

AC3- Iylon vy B) - AV~ 3 Vepy

AC4. du Ivs o - A dvo

ACS. = e -

ACs.i\s‘,W.F u?“’rzﬂ"] =i Y =0y, k# N,

Ac7.3u,w,=m aocdla 0,09, =9, A 1] =s Vel kFEN

Aguestes sén precisament les equacions que caracteritzen les al-
gebres de predicats de primer ordre o algebres cilindriques. A-
questes algebres sén introduides definitivament per A. Tarski
amb ‘la col.laboracid del seu deixeble L. Henkin (Henkin-Tarski
f19611) i desenvolupades posteriorment per L. Henkin, D. Monk i
A. Tarski {1971,19801).

Tarski, perd, havia reflexionat amb profunditat la naturalesa
del calcul de predicats de primer ordre en treballs anteriors
{1952, 1952a) i, posteriorment, en un excel.lent treball llé%Sl
i havia estudiat algebres de Boole amb operadors (B.Jénsson-
A.Tarski [1951]) i també les algebres topoldgiques (McKinsey-
Tarski (19441, [1946)). (Cal indicar, com un fet curids i im-
portant, que una altra alternativa reeixida d'algebraitzar les
légiques de primer ordre ens ve donada de la ma de Halmos 195%:
(recollida a Halmos 1962) i ho aconsegueix generalitzant les al-
gebres monadiques, les quals no sdén altre cosa que una ampliacid
natural de les élgebres topologiques de McKinsey-Tarski. La 1li-
nia de Halmos &s, perd, de caire clarament infinitari; mno aixi
la presentacid cilindrica de "Mz~ wi. Diem, per acabar, que si
bé les algebres topoldgigues constitueixen una algebraitzacid

de les logiques S4 de Lewis, les monddigues ho constitueixen

de les S5 de Lewis (Lewis-Langford {19321).
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Les algebres c.iféndriques sdén, doncs, el cami seguit per A.
Tarski i la seva escola per tal d'algebraitzar el calcul de

predicats de primer ordre.
Un algebra dilindrica de dimensid o , x€0Ord, €s una estructura
<A, 1, V’O'l’ck'dkl> K,d<n’

on 0'1'dkx(k"‘“ ) sbn elements d'A 1 Cpr - .operacions monddi-

ques en A i v una operacid binaria , en la qual, per cada

X,y € A, , compleixen:
ACO.4<A,1 ,v,0,1% é&s un Elgebra de Boole;
ACl. ck0=0;
ACZ' X A ckx=x;
AC3. ck(x /\cky)=ckx ~ CLYi
AC4. ckc%x=cxckx;
ACS. dkk=l;
AC6. si k#a, dkk?cp(dkykdyb);
AC,. si k#X», ck(dk)_k X) A Ck(dk%A'1X)=0.

Perd les algebres cilindriges de Lindenbaum dels calculs de pre-

dicats de primer ordre sén algebres cilindriques particulars ja

que, en general, el conjunt de variables és numerable; aixd

déna algebres cilindriques de dimensié w. Aquest fet, perd, no

és pas massa important.

El que si &s realment important &s el fet seglent: una férmula
€ Fc‘)rmL és findta en Longitud i, en conseqdénqia, en ella so-

lament intervenen un nGemro finit de variables. Aquest fet

comporta que

c (Te1) =Cel
pert tot k<o LLevat d'un nombre finit. L'dlgebra B 4L) és,
doncs, fLacalment finita.
Ara la qliestid ja &s calcable de la que teniem en el cdlcul pro-
posicional:
Tota dlgebra cilindrica A de dimensidé w i localment finita

(i.e.: ckx=x per tot k llevat un nombre finit i per cada x d'A)

és 1l'algebra de Lindenbaum AZ(L) per certs L i Z , on 2 és
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un cert subconjunt de sent@ncies de PredL?

La resposta és afirmativa si bé establir-ho és forga més com-

plex que el cas proposicional (vegeu D. Monk [19761).

Sabem també& (Stone [1936)) que les algebres de Boole sén, en
definitiva, algebres de conjunts, aixi com també certes alge-

bres de Boole amb operadors (J6nsson-Tarski [19511) .

Podriem plantejar-nos analogament si les algebres cilindriques
sén algebres cilindriques de conjunts. Aixd ens mena a intro-
duir el concepte d'algebra ciflindrica de confunts. Perd no ens
bastara pas aquesta definicid, ja que per establir el teorema
ens caldra el concepte semantic d'intrepretacid dels cilculs de
predicats de primer ordre - concepte molt simple en el cdlcul
proposicional i forga complex en el cas predicatiu, com veurem
en un article sobre Tarski i la teoria de models . Aquest con-
cepte d'interpretacié semantica, si b& era usat absns del seu es-
tabliment definitiu, seria el propi A. Tarski qui l'establiria

en 1936.

Sera també en aquest context on podrem plantejar-nos els teo-
emes de completesa (fort i feble), de compacitat, etc... i la
seva possible equivaléncia amb 1'axioma de l'ultrafiltre boole3
i amb l'axioma de l'eleccidé. Tot aixo, perS, cal ajornar-ho

de moment.

Acabarem donant la definicié d'algebra cilindrica de conjunts,

seguint Henkin-Monk-Tarski (1971):

"Sigui U un conjunt no buit i xe€Ord.

Per cada k < oc definim
Lt P("U) —= P(*U)
o X = {xe®U: x D o-{ki= ylo-fkiper un y € x}.

(Aix1 s'obté el cilindre general des-
plazant X al llarg de l'eix k-esim en

1' %~espai.)
Per cada k,} < o<, considerem

dkl={x€ *y: xk=x)}
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(S6n els hiperplans diagonals).

Un algebra cilindrica de conjunts de
dimensid ~ s'obté considerant una fa-
milia A & P(*U) que sigui closa com
estructura booleana, ho sigui per les

operacions ck (k <o) i contingui els
d .H

k%

Més endavant, en la tercera part d'aguesta aproximacid a 1l'obra
d'A. Tarski en 1l'ambit de la ldgica contemporania, retornarem
a les algebres cilindriques de conjunts i clourem la pregunta

que, ara per ara, resta oberta.
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