LA GENESI DE LA TEORIA DE GRUPS

EN L'OBRA DE GALOIS

Antoni Malet

1. Introduccid

Segons la tradicib, la teoria de grups neix en un breu
treball que Evariste Galois (1811-1832) va presentar a la Acadé
mia de Ciéncies de Paris i que aquesta il.lustre institucid 1i
va retornar declarant, m&s o menys, que resultava inintel.ligi-
ble. Uns quants anys més tard, el mateix treball i el mateix
autor eren recuperats de l'oblit per la mateixa instituciéb.

Recordarem radpidament algunes dates i dades d'aquest
afer. A comencaments del 1831, Galois va presentar a 1l'Académia
una Memdria titulada Sobre Les condicions de nesolublitat de Les equa-
cions pern radicals. En el mes de juliol del mateix any, l'Académia
feia seu l'informe de Dé&nis Poisson (1781-1840) sobre el treball
de Galois i 1li negava la seva aprovacié.lExactament dotze anys
més tard, el 4 de juliol de 1843, la Memdrnia sobre Les condicions...
obtenia plblicament el reconeixement académic avalada per 1l'in-
forme favorable de Joseph Liouville (1820-1882). Liouville va pu
blicar aquesta Memdria i un parell més de treballs de Galois
(tan curts com la Memdria) a l'any 1846. En un treball del 1852,

Enrico Betti (1823-1892) republicava la famosa Memoria afegint
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demostracions que Galois havia om&s i retocant-ne d'altres. La

Teoria de Galois apareix per primera vegada com un capitul d'un
llibre de text en el 1866, en la 32 edicid del Couwts d'algebre su
perienre de Joseph-Alfred Serret (1819-1885). La contribucid de

Serret &s semblant a la de Betti.

El primer que va desenvolupar creadorament les idees con
tingudes en estat embrionari en l'obra de Galois fou Camille
Jordan (1838-1921). En una série molt nombrosa de treballs pu-
blicats entre 1861 i 1869, Jordan reelaborava els conceptes
clau introduits per Galois (grup, subgrup i grup quocient de
permutacions), n'introduia de nous (homomorfisme i factors de
composicid) i donava a la Teoria de Galois una nova consisténcia
i un nou abast. Aquests treballs constitueixen la base del Thac-
tat de Les substitucions £ de Les equacions algebraiques (1870), un volum
de 700 pagines que, com ha dit Dieudonné, fou la "Biblia" dels
algebristes-durant 50 anys.

Per comprendre que Jordan pecavé de falsa modé&stia quan
deia, en el Prefaci del seu Tractat, que tot alld no era sind
un comentari de 1l'obra de Galois, n'hi ha prou de saber que el
manuscrit original de la Memdria sobre fLes condicions..., avui con-
servat a Paris a la Biblioteca de 1l'Institut de Fran¢a, no ocu-
pava sin6 sis folis. Aquest fulls acompanyaren a Galois des que
1i foren retornats per 1'Académia fins que mori, onze mesos més
tard. En aquest interval, Galois hi va introduir algunes esme-
nes i afegits que després comentaré.

Els resultats més importants continguts en aguesta memd-

ria sén dos: l'associacib d'un grup a cada equacid polindmica i



la caracteritzacid de les equacions resolubles per radicals mit
jangant aquest grup. Galois utilitza, certament, les paraules
grup i subgrup: malgrat que enlloc no &s definit alld que el
lector ha d'entendre en aquest concepte. Tampoc no trobem cap
definici6 d'altres conceptes gue juguen un paper important en
la formulacibé (almenys en termes moderns) dels seus resultats
més notables, com ara subgrup normal, grup quocient, etc. Es
tracta d'un tret sorprenent pel lector modern i especialment in
teressant si es té en compte gue aguesta era la primera apari-
cib dels grups de permutacions.

El que aqui pretenc &s descriure els antecedents de 1l'o-
bra de Galois i la manera concreta com ell va introduir els
grups dins de la teoria d'equacions. A la llum de les caracte-
ristiques d'aquesta obra analitzar&, finalment, 1l'informe de

Poisson que va impedir que obtingu&s 1l'aprovacid de 1l'Académia.

2. Els antecedents

2.1. Sobre permutacions

Cal mencionar, en primer lloc, una memdria molt llarga
de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) on eren analitzats minucio
sament els métodes de resolucid de les equacions de 3F 1 4t
grau i estudiada la possibilitat de generalitzar-los a les de
graus superiors (l). En el transcurs d'aquesta andlisi, Lagran-

ge es veia enfrontat amb funcions racionals F(xl,xz,...,xn) de

les arrels d'una equacid sobre les que actuaven permutacions de

54



les arrels. Aixd el va portar a un resultat que encara avul co-
neixem com a teorema de Lagrange: si existeixen m permuta-
cions que deixen formalment invariant F, el nombre de valors
formalment diferents que pren F &s n!/m. Aquest fou 1l'enun-
ciat que va tenir durant molts anys el teorema que afirma que
l'ordre d'un subgrup &s un divisor de 1l'ordre del grup. Lagran-
ge acabava la memdria conjecturant, sense gaire conviccid, la
impossibilitat de resoldre per radicals les equacions de grau
superior al 4t.

En aquests primers contactes entre les equacions i les
permutacions, aquestes jugaven un paper merament auxiliar. D'a-
questa manera eren tractades per Augustin-Louis Cauchy (1789;
1857) en un treball no molt extens publicat en el 1815 (2). Cau
chy no feia sind demostrar el teorema de Lagrange i, com a con-
tinuacif, que si n = 5 i el nombre de valors gque pren
F(xl,...,xn) és > 2, ha de ser per forga = 5. El treball de
Cauchy era directament inspirat en els intents de demostracid
de la impossibilitat de resoldre per radicals 1l'equacid general
de 5é grau fets per Paclo Ruffini (1765-1822) al voltant del
1800. Cap de les sis demostracions gque Ruffini arribd a publi-
car d'aquest resultat fou plenament acceptada. El seu treball,
perd, ha de ser mencionat perqué avengava pel cami indicat per
Lagrange. Va calcular explicitament els elements de SS’ va
introduir alguna cosa que, salvant moltes distancies, avui ano-
menariem grups primitius i transitius, i va demostrar, d'una
forma bastant calculistica, el teorema que Cauchy simplificaria

notablement i incloiria, amb el de Lagrange, en la memdria ja



esmentada del 1815.

En aquesta memdria trobem el primer intent sistemidtic
per a fixar unes notacions i una nomenclatura adients per a les

permutacions. Cauchy introdueix la simbologia

abc...
A = .
bca...

la notacid exponencial A" i el concepte d'ordre d'una substi-
tucid. Tambe introdueix una distinci® inconvenient que es man-
tindrd durant uns quants anys: una cosa sbn les peunutacions,
files de lletres, i una altra les Jsubstitucions, alld que permet
passar d'una permutacifé a una altra. La distincié, adoptada per
Galois, havia de ser dificultat a véncer per poder arribar al
concepte de grup.

Cauchy, com tampoc no ho havien fet Lagrange ni Ruffini,
no parlava de grups ni de subgrups. L'Gnica nocid prefiguradora
d'aquest concepte que hom troba en aqguests primers treballs &s
el de peumutacions equivalents. Ruffini havia anomenat ordre d'equi
val2neia al nombre de valors igual que podia prendre una funcid
F(xl,...,Xn), i Cauchy va anomenar permutacions equivalents

les que deixaven formalment invariant F.

2.2. Sobre resolubilitat per radicals

Niels-Henrik Abel (1802-1829) va publicar l'any 1829 una

Memdria titulada Sobre una classe particularn d'equacions resolubles al-
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gebraleament (3). "Algebraicament" volia dir, a l'é&poca, el ma-
teix que avui "per radicals". S6n dues les motivacions princi-
pals d'aquest treball, segons que el mateix Abel explica en un
paragraf introductori. D'una banda, &s un intent de generalit-
zar una idea continguda en la demostracib6 de la resolubilitat
per radicals de les equacions de la forma x"-1 = 0. Aguesta
és una aportacid de Karl-Friedrich Gauss (1777-1855) publicada
com una part de les Disquisitiones Arithmeticae 1'any 1801 (4).

Abel demostra gque la resolubilitat per radicals &s possible

"si totes les arrels d'una equacid es poden expressar

per

X, 0x, 6°%,..., 6 x

"

- n . s N
essent 6 x = x 1 6 x una funcidé racional de x".

Aqui x representa una arrel gualsevol de l'equacid; funcid

racional volia dir el mateix que avui. I continua:

- . X - <
"Aquest &s el cas de l'equacib -3 =0, on n &s un
nombre primer, doncs, designant per « una arrel primi-

tiva mddul n, &s possible expressar, com &s sabut, les

n-1 arrels per



[v4 o
essent x = x, ¢o és, posant x = x, per

0n-2

x, 0x, 02x,..., x, on 077l x o xv (5).

Una arrel primitiva mé6dul n é&s un nimero g tal que gn_1551,
perd g 1 (mod n) si 0< <n- 1.

D'una altra banda, Abel ha descobert en els seus treballs
en un altre camp de les Matemdtiques gue aquest enfocament donat
a l'estudi de les equacions pot ser molt Gtil. Referint-se a
1'expressib de totes les arrels d'una equacid per x, 0x, 02x,.“,
Bn_lx, diu:

"La mateixa propietat es dbna en una certa classe d'equa-

cions a la que he arribat per la teoria de funcions el.lip

tigues" (5)

Abans de donar una idea de la demostracid de la resolubi~
litat per radicals d'una equacid les arrels de la gqual sdn totes
de la forma Bmx, cosa que cal fer perqué hi ha idees en aques-
ta demostracid que juguen un paper en el treball de Galois, men-
cionaré els resultats generals assolits per Abel en aquesta me-
mdria del 1829.

En primer lloc, Abel analitza la hipdtesi que dues arrels
d'una equacib es poden expressar racionalment una per mitja de
l'altra. Posant x' = @ X,s Abel demostra:

1) 06 aplicada a gualsevol arrel de l'equacid &s una al-~

tra arrel.
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2) Xy le, 02 Rireos sbn arrels de l'equacid. Sigui

n l'enter més petit tal que 0" X = X Les n arrels

sbén totes distintes.

3) Pot passar que aquestes siguin totes les arrels de
l'equacid o que n'hi hagi més. En 1'Gltim cas, sigui X, una
arrel diferent de les anteriors. Les n arrels Xor ze,...,
Bn_lx2 sbn altres tantes arrels distintes de 1l'equacib. Etc.
Per tant, si u &s el grau de l'equacid proposada, les &

arrels es poden dividir en m paquets

n-1
X0 0x1,..., 6 X
n-1
Xop, 0x5,.0.., 0 X
2 2 2 4 = m.n
-1
xml 0x , ..., en Xm

I diu Abel, referint-se a aquest resultat, que "fes u avels
d'aquesta equacid es dividiran en diferents grups (sic) compoatbb de n
Lermes" (6) .

Respecte d'aquestes equacions, Abel es limita a demostrar
que sdn resolubles per radicals si # = n.

Abel també& analitza les conseqii®ncies d'una altra hipdte-
si: que <fotes les arrels d'una equacib6 sén funcions racionals
d'una d'elles. En aquest cas, Abel demostra que una equacid les

arrels de la qual sdn Xy Bxl, 92 XKpreees gn—l 3 &s resoluble
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1 i7i71"
aquesta condicid s'anomenen abelianes. En termes moderns (Abel

per radicals si Hiejx =6.0.x Les equacions que compleixen

mai no va parlar del grup d'una equacid), la conmutativitat de
les ¢ implica la conmutativitat del grup de l'equacid, i per
aixd anomenem abelians els grups conmutatius.

Per demostrar que una equacid tal que totes les seves

pPL &s resoluble per radicals,

arrels sbn Xqv 0xl,..., X

1
Abel agafa una arrel n-&sima de la unitat «, i construeix
l'expressib

_ 2,2 n-1 ,n-1
Ux, = (xl + aoxl + a”f X +.o..t o ] xl)

n
Si substituIm la x per una altra arrel Bmxl, aguesta quanti
tat no varia. Per tant tenim

2

\lel =\If€xl = ¥g X = .. = v X

e
"
]

1
E(le + Wﬂxl +...+ Vo xl)

Aixd vol dir que le 8s una funcid simétrica de les arrels de
l'equacid proposada, i Abel sabia que aixd vol dir que ?xl,

es pot espressar en funcid racional dels coeficients d'aquesta

equacid, es a dir, que V¥ Xy &s un nombre del cos dels coefi-

cients, dit en el nostre llenguatge. Anomenem Vv aguest nimero

i tindrem
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Quan substituim &« per cada una de les n arrels diferentes

. n :
1, Qqr Cgreeer 0L 4 de l'equaci6 x -1 = 0, tenim

n; n-1

v@l Xp 40Xy 4ot 0 X

n,— _ n-1 ,n-1

sz =Xy b oy 0%y e+ oy T 0 X,
n;— _ n-1 ,n-1
vbn =Xy o+ g le oot a7 ] Xy

Per obtenir 1'expressid de les arrels de l'equacid en

funcié del radicals QAZ;' i de les arrels de la unitat, es pot

«, es a dir,

. 2 3
una tal que les n arrels es poden escriure 1, a, ¢, a«”,...,

agafar una arrel primitiva n-é&sima de la unitat

an_l. Aleshores tenim

b4
1
Sumant aquestes expressions, tenim

1 n-1 n—l+a2(n—l)+_..+a(n—l)(n—l)

n— _ n-
z \/vi-—nx1+6xl(1+a+...+a Y+ 40 xl(1+a

~ . n
on tots els paréntesis s'anul.len, d'on Xy = % Vbi. Per

aillar les altres arrels, n'hi ha prou de multiplicar cada una

de les equacions per una poténcia adequada de «.
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En acabar la demostracid, Abel insisteix sobre les seves

fonts:

"El mé&tode que fins aqui hem seguit (...) &s en el fons

el mateix que el que ha fet servir el Sr. Gauss en les

seves "Disquisitione arithmeticae", art. 359 i ss., per

a resoldre una certa classe d'equacions a la que havia

arribat en investigar 1'équacid ' -1 =0. Aguestes

equacions tenen la mateixa propietat que la nostra...

que totes Les arnels es poden hepresentar per x, 0 x,... Bn—lx"(7)

La petita histdria de les equacions x® - 1 = 0 també es
interessant de conéixer per a comprendre les petites i progressives
generalitzacions que configuren el cami dels resultats especta-
culars. Gauss va arribar a interessar-se per aquestes equacions
a partir del problema de la construccid de poligons regulars.
Com es sabut, un dels seus primers descobriments, guan encara
era un adolescent, fou el de la construccid amb regla i compis
del poligon regular de 17 costats. Gauss comenta, en comengar
la part de les Disquisitione dedicada a les equacions X" - 1=0,
titulada "Sobre les equacions que determinen les divisions del
cercle", que les seves solucions (r = cos §2ﬂ + i sin%Zw) per-
meten determinar els valors del sinus i cosinus dels angles
%%' %g2,...,%¥(n—l). Les relacions Sin%Zﬂ = 5%(r - %) etc., i
el fet que les equacions - 1=0 siguin més clmodes de mane
jar i estudiar que les que donen directament els sinus i cosinus

27

de ka (les que donen els sinus, per exemple, sdn
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It

n_1 n-2_, 1 n(n-3) n-4__1 n(n-4)(n-5) n-6
x-gnx S tygizo X 64 1.2.3 x> o

sb6n, explica Gauss, les raons per les que estudiard aquelles
equacions.

Gauss no va comencar a partir de zero l'estudi de les
equacions -1 = 0, sind que va aprofitar uns resultats previs

ja trobats sobre les equacions x5 - 1=0, x7 -1=0 i

xll - 1 =0, 1les quals havien estat considerades per Alexandre-
Théophile Vandermonde (1735-1796). Vandermonde, en una memdria
del 1771 (8), demostrava gque aquestes equacions eren resolubles
per radicals i concloia que el mateix mé&tode utilitzat en aquests
tres casos particulars era aplicable per a demostrar la mateixa)
cosa per a totes les equacions xP - 1=0, p primer. Aixd &s
veritat i &s mentida. Es mentida perqud per a poder fer en gene-
ral alld que Vandermonde feia en particular cal demostrar, i és
el que va demostrar Gauss, que per a tot nombre primer p exis-
teix una arrel primitiva mdédul p. Assegurat agquest punt, el
métode de Vandermode funciona realment en general.

No wvull acabar aguest apartat sense esmentar la valoracid

taxativa i un tant heterodoxa que va fer Lebesque dels mérits

respectius de Vandermonde i Gaus:

"Certament, el treball de Gauss &s una obra mestra; una
obra mestra d'exposicid elegant, rigorosa i completa, una
obra mestra de comprensid id'intel.ligéncia, perd en la
que la part d'invenci6 personal &s en realitat molt peti-

ta. (...) (Gauss) segueix pas a pas Vandermonde, encara
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que el perfecciona molt, evidentment"(9).

2.3. La impossibilitat de resoldre per radicals les equacions

de grau superior a 4.

Jda he mencionat els intens de Ruffini de demostrar la im
possibilitat de resoldre per radicals l'equacid general de 5é
grau. Com &s sabut, la primera demostracid plenament acceptada
d'aquest resultat &s deguda a Abel i fou publicada 1l'any 1824.
Millorada, fou publicada altra vegada el 1826. La idea que pre-
sideix totes les demostracions d'Abel &s la mateixa: primer s'es
tableix la forma mé&s general que poden adoptar les arrels d'una
equacid de Sé grau expressades per radicals, i aleshores es de-
mostra, de forma bastant calculistica, que guan hom substitueix
la incdgnita de l'equacib per aquestes expressions amb radicals,
totes les substitucions condueixen a contradiccions (10).

Des del punt de vista de la génesi de la nocid de grup,
el treball d'Abel es poc significatiu. Com ha dit Kiernan, &s un
treball que cal considerar essencialment de vefla escofa (11).
Abel utilitza els resultats de Lagrange i de Cauchy mencionats
a 2.1. (no els de Ruffini que, segons sembla, encara no conei-
xia), perd només els teoremes alli mencionats. En particular,
Abel mai no féu servir els grups de permutacions en les seves

recerques sobre equacions.
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3. La Memdria de Galois (12)

Unes observacions prévies. Galois sempre utilitzar3d equa
cions que tenen totes les arrels distintes. £s una condicid que
juga un paper important en el desenvolupament de les seves
idees i que no és restrictiva. A 1l'época ja existien métodes de
cdlcul ben coneguts per a determinar si una equacibd té& o no
arrels miltiples i, en cas afirmatiu, per a trobar-ne una altra
que no tingui sind les arrels distintes de 1l'equacid original.

Segona observacid: no existien encara ni definicions pre
cises ni notacions especifiques pels diferents conjunts numé&-
rics. A aguesta abséncia cal referir les primeres definicions

que Galois inclou en la seva Memdria:

"DEFINICIONS. Direm que una equacid &s reduible quan ad-
met divisors racionals; irreduible en cas contrari.

Cal explicar agui el que s'ha d'entendre amb el mot
racional, doncs es presentarad sovint.

Quan l'equacid té tots els seus coeficients numérics
i racionals, vol dir simplement que 1'equacid es pot des
compondre en factors que tenen llurs coeficients numérics
i racionals.

Perd quan els coeficients d'una equacid no siguin
pas tots numérics i racionals, aleshores caldra entendre
per divisor racional un divisor tal que els seus coefi-
cients s'expressen en funcid racional dels coeficients

de la proposada; en general, per gquantitat racional una
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quantitat que s'expressa en funcid racional dels coefi-
cients de la proposada.

Es més: es pot convenir de considerar racional tota
funcid racional d'un cert nombre de quantitats determina
des que es suposin conegudes a priori. Per exemple, es
pot escollir una certa arrel d'un nombre enter i conside
rar racional tota funci6 racional d'aquest radical.(...)

Aixd establert, anomenarem RACIONAL qualsevol quan-—
titat que s'expressi en funcid racional dels coeficients
de l'equacib i d'un cert nombre de quantitats ADJUNTES a
l'equacid i convigudes arbitrariament. (...)

Es veu, a més a més, que les propietats i les difi-
cultats d'una equacid poden ser completament diferents
segons les quantitats gue 1li s6n adjuntades. Per exemple,
l'adjuncidé d'una quantitat pot tornar reduilble una equa-

cif irreduible". (p.45)

Es tracta d'una manera arcaica i feixuga de poder parlar
d'altres cossos que no siguin el dels racionals i d'altres
anells de polinomis que no siguin Q[X]. Galois anomena haclo-
nals les quantitats que pertanyen a un cos K gque es suposa co
negut, i que pot ser Q o una extensid de QO generada per
1'adjuncid de certs irracionals. I anomena reduibles els polino
mis que es descomponen a K[X].

En relacid amb els conjunts numérics emprats per Galois,
també& cal subratllar gque no existia encara la distincid entre

irracional algebraic i irracional trascendent. Fins 1l'any 1844,

66



Liouville no demostrad per primera vegada que existien irracio-
nals que mai no podien ser arrels d'una equacid polindmica (13).
Galois presuposa més d'un cop que una certa quantitat &s alge-
braica sobre el camp de racionalitat on treballa. La hipdtesi,
en tots els casos, podria ser demostrada f3cilment, perd possi-
blement ell mai no es va plantejar aquesta gliestid.

Una tercera i iltima observacibé: Galois no utilitza el
mot permutaci6 amb el seu significat actual, sind segons el que
1li va donar Cauchy l'any 1815. Per permutacié cal entendre,
doncs, una renglera ordenada de lletres o nombres.

La Proposici® I de la Meminia sobre Les condicions de nuoﬂu_bx;—

Litat de Les equacions per radicals diu aixi:

"Proposicid I

Siguin a, b, ¢, ... les m arrels d'una equacid
donada. Existira sempre un grup de permutacions de les
lletres a, b, c,... que gaudird de la propietat se-
glient:

i Que tota funcid de les arrels invariable per les
substitucions d'aquest grup &s racionalment conegﬁda
LEs a din, 84 K ¢&s el domini de nacionalitat dels coeficients,
£ K' =K(a, b, ¢, ...), tot element de K' Jinvariable for-
malment pen Les substitucions del grup &5 de K 1.

20 Reciprocament, tota funcibé de les arrels determi
nable racionalment &s invariable per aquestes substitu-
cions. [S{ un element de X e pot expressar com a funcid racio

nal de a, b, ¢, ..., aquesta expressid serd Lnvarniable per
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les substitucions del grupl" (p. 51).

Per veure com Galois construeix aquest grup, hem d'esmen
tar els lemes previs que ell utilitza. Es tracta, malgrat que
ens poden semblar rebuscats i estranys, de resultats ben cone-
guts a l'época i no originals de Galois:

1) si Vo és una quantitat obtinguda racionalment a par-
tir de les m arrels (podem posar Vo = Vo(a,b,c,...n tal
que quan permutem les m arrels de totes les maneres possibles
resulten m! quantitats diferents, aleshores cadascuna de les
arrels es pot expressar racionalment utilitzant nomé&s la gquanti

tat Vo. Posem

2) Sigui G(x) = 0 una equacid racional irreduible que
admet v, com arrel. G tindr3d altres arrels Vyr V2,...,anl.
Aleshores es demostra que cadascuna d'elles ha de ser un dels
m! valors que hom obté permutant les arrels dins de Vo.

3) Resulta, finalment, que 2N Vl, Py V2, etc. sdn
arrels de 1l'equacid proposada. fs a dir, que Y5 Vl’ 95 V2,...
Y6 Vn—l' sén algunes de (o totes) les m "quantitats a,b,c,...
Z1 guup de penmutacions de l'equacid, diu Galois, &s el

seglient. Associada al valor VO, tenim la permutacid
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Associada al valor Vl’ tenim

Anem a veure gue aquest grup compleix les condicions del
teorema. Per a donar una idea del gue era l'estil extraordina-
riament concis i sintétic de Galois, transcriuré textualment la
seva demostracid de la primera part: si una quantitat funcié ra
cional de les arrels &s invariable per aquestes permutacions,

aleshores &s una guantitat racional. Diu Galois:
"Qualsevol funcid F de les arrels invariable per les

substitucions d'aquest grup es podrd escriure aixi

F = V¥ Vo, i hom tindra

El valor de F podra, per tant, ser determinat racional

ment".

Tot el que Galois no diu i pretén que el lector pensi és



el seglient:

Si F = F(a,b,c,...) &s una funcid racional de les
arrels, sera F = F(wo Vo' 2 Vo, $s Vo,...) i1 aixd es pot es-
criure F = ¥ Vor essent ¥ una funcib racional ja que les
¢'s 1 la F ho sén. Les permutacions del grup, per la seva

definici®, ens donem

vy Flog Vir @0 Y9y 95 Vir...) que & ¥V,

(v F(wo V2, Q, V2, N V2,...) que &s ¥ V2, etc.

o)

Si F é&s invariable per aquestes substitucions, tindrem

Per tant

_ 1
F = n(w Vo t w‘vl teoot WV )
I aixd significa que F &s una funcid simétrica de les V's,
és a dir, de les arrels de l'equacid G(x) = 0. Per tant F
es pot expressar racionalment en funcid dels coeficients de G,

que sbn racionals.
La segona part del teorema es demostra aixi: Posem, com

abang, F = F(a,b,c,...) = ﬁ'Vo. Considerem 1l'equacid racional

F - ¥X) =0
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que admet 1l'arrel VO. Com que G(x) = 0 &s una equacid racio
nal irreduible, totes les arrels de G ho sbn de F - ¥(x) = 0,

per tant
F = W'VO =¥V = ... = Q’Vn_l

I com gue aquests sdn els valors que pren F quan hi actuen les
permutacions del grup, queda demostrat que F &s invariable per
aquestes permutacions.

Hi ha algunes coses que cal comentar sobre aquesta prime-
ra aparicid dels grups de permutacions en el pensament algebraic.

La primera &s la definici{d galoisiana del grup d'una equa
cidé. Es tracta d'una definici& constructiva, o feta per exten-
sibd: els elements del grup sén aquest, aquest i aquest. No &s
una definicid per comprensid: sigui G el grup format per les
permutacions tals que... Per forga havia de ser aixi tota vegada
que Galois mai no va arribar a donar cap definicid que identifi-
qués els grups com a certs conjunts privilegiats de permutadcions.

La segona &s la relacid entre permutacions i substitu-
cions. Galois mai no va arribar a resoldre satisfactdriament el
problema de la identificacid dels dos conceptes, malgrat que era
conscient que alli hi havia un problema a resoldre. Sempre va
mantenir la distincib entre unes 1 altres, seguint les defini-
cions introduides per Cauchy en el treball de 1815, perd en el
manuscrit hom troba una série de correccions que fan veure que
Galois era conscient que alld no acabava de funcionar.

Els mots pewmutacd{d 1 substifuci{d apareixen superposats
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un a l'altre com a fruit de successives correccions, de vegades
miltiples en un mateix lloc. Fin i tot trobem en una marge 1l'ad
verté&ncia "En LLoc de La paraula permutacid, posarn a tot wveu La parau-
La substitucid", la advent@ncia que el mateix Galois esborri pos-
teriorment!.

En el mateix marge trobem, perd, una série de notes so-
bre aquest problema amb la indicacié clara "A incloure amb Les
definicions", i aixi han estat sempre publicades aquestes notes,
incloses dins del text ordinari de la Memdria. Recordo aquil que
aquestes correccions van ser fetes versemblantment, a la presd.
La datacid precisa d'aquestes correccions &s molt dificil, aixi
com la de les que van ser fetes exactament la nit abans del
duel en el que va morir, perd Bourgne i Azra, que han estudiat
minuciosament els manuscrits, han pogut establir algunes conclu
sions prou sdlides basant-se en la pluma utilitzada, la tinta,
fins i tot el tipus de lletra, etc.

Aquesta série de notes sobre‘permutacions i substitu-

cions diu:

"Les substitucions sén el pas d'una permutacid a
l'altra.

La permutacid de la que es parteix per indicar les
substitucions é&s del tot arbitrdria quan es tracta de
funcions. Doncs no hi ha cap rad per a que dins d'una
funcid de diferents lletres una lletra ocupi un lloc i
no un altre.

Tanmateix, com que no &s gaire possible formar-se



la idea d'una substitucid sense la d'una permutacid, no-
saltres en parlar utilitzarem freglientment les permuta-
cions, i1 no considerarem les substitucions sind com el
pas d'una permutacif a una altra.

Quan voldrem agrupar [textpalment, ghouper] substitu
cions, les farem provenir totes d'una mateixa permuta-

cio".

Apareix, a continuacib, el vestigi m&s interessant de la
gran idea que Galois només va arribar a entreveure en estat em-
brionari. £s la frase inacabada "EL grup & un conjunt de peamutacions
tal que 54 es passa..." , que després Galois va barrar.

I acaba aquestes notes amb un altre comentari interessant:

"Com que es tracta sempre de gliestions on la disposi
cid primitiva de les lletres no influeix per a res, en
els grups que considerarem hom haurd de tenir les matei-
xes substitucions qualsevol gque sigui la permutacid de la
gue hom haurd partit. Per tant, si dins d'un d'aquests
grups hom té les substitucions S i T, &s segur que hom

tindrd la substitucid ST" (p.47).

Segons la meva interpretacid, Galois estd explicitant i cri
dant 1l'atencid sobre una propietat que tenen els seus grups. So-
bre una propietat no imposada a priori, per a poder definir els
grups, sind sobre una propietat que hom pot constatar a posterio

ri, consegiiéncia de la manera com han estat construits.
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Quan Jordan desenvolupard a fons les idees de Galois,
s'en adonard, perd no inmediatament, que aquesta &s una idea fo
namental a explotar i fard el que podriem anomenar una mena de
capgirament tedric de les nocions involucrades en la teoria.

Ell serd el primer en veure gque hom pot comengar dient "un grup
&s tal cosa, i les permutacions gque hom associa a una equacid
formen un grup, etc". Exactament, el que Jordan va dir fou: "ln
sistema de substitucions formen un grup 54 el producte de dues substitu-
clons qualssevol del sistema pertany al sistema”. I després va veure
que les substitucions que transformen V0 en Vl'v2""’vn— 1
formen un grup (en el seu sentit) que &s el grup de 1l'equacid
en el sentit de Galois. Si bé& Jordan va comengar a desenvolupar
les idees de Galois en el 1861, no &s fins el 1867 que trobem
publicada l'anterior definicid de grup (14). No cal dir que si
hom compara el treball de Galois amb la reformulacid que en féu
Jordan, una de les coses que més sobressurten &s la nova flexi-
bilitat, la nova suavitaz fins i tot podriem dir, gque adquirei-
Xen els mateixos enunciats i les mateixes demostracions quan sén
tractades amb la perspectiva introdulda per Jordan.

Les Proposicions II i III de la Memdria de Galois aparei-
xen barrades pel llapis de Poisson. Al mérge de la II, Galois va
escriure "H{ ha alguna cosa a completar en aquesta demostracid. No Linc
ZLemps de fen-ho. Nota de £'A". La IITI la va suprimir completament,
substituaint-la per un enunciat acompanyat del comentari "Hom tro-
bar La demostracid". Aquestes correccions, amb les reserves men-
cionades més amunt, poden ser atribuldes versemblantment a la
nit anterior al duel. Es tracta, com la Proposicid IV, de resul-

tats preparatoris per a la Proposicid V, l'altre resultat fona-
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mental d'aquesta Memdria. El seus enunciats sén els seglients:

"Proposicid II

TEOREMA. Si s'adjunta a una equacid donada l'arrel r
d'una equacib auxiliar irreduible, li succeird una de les
dues coses seglients: o bé el grup de l'equacid no canvia-
rd pas, o bé es dividir3d en p grups corresponent cadas-
cun d'ells, respectivament, a 1l'equacid proposada quan 1li
es adjuntada cadascuna de les arrels de 1l'equacid auxi-
liar; 2n d'aquests grups gaudiran de la propietat remarca
ble que es passard de l'un a l'altre cperant sobre totes
les permutacions del primer una mateixa substitucid de

lletres" (p. 55).

A l'enunciat d'aquest teorema, després dels mots £'awvel
r d'una equacié auxilira inneduibfe, apareixen barrats aquests al-
tres: de grau primer p. Aquesta condicib &s necessdria per la de

mostracid gue ddéna Galois, tal com ja va veure Liouville.

"Proposicid III

TEOREMA. Si s'adjunta a una equacid TOTES les arrels
d'una equacid auxiliar, els grups considerats en el teo-
rema II gaudiran a més d'aguesta propietat: les substitu

cions sdn les mateixes dins de cada grup" (p. 57)

"Proposicid IV
TEOREMA. Si s'adjunta a una equacié el valor NUMERIC

d'una certa funcid de les seves arrels, el grup de 1l'equa
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cibé es reduird de manera que no contindrd d'altres permu
tacions que aquelles per les quals aquesta funcid &s in-

variable" (p. 57).

En el nostre lenguatge, la Proposicid V estableix que
una equacib &s resoluble per radicals si i només si el seu grup
G conté una cadena de subgrups 1 CF C ... CH CG tal que
cada subgrup és normal en el seglient i tal que cada quocient
G/H &s d'ordre un nombre primer.

En aquestes Proposicions é&s admirable el talent de Galois
per arribar a demostrar aquest resultat per mitjd d'uns concep-
tes tan primitius i d'un llenguatge tan arcaic. Per exemple,
l'existéncia d'un subgrup normal HCG tal que l'ordre de G/H

&és un nombre primer p &s enunciada aixi:

"... El grup de l'equacidé haurd de descompondre's en p
grups gaudint, els uns respecte dels altres, d'aquesta

dobel propietat: 1* que es passard de l1l'un a l'altre per
una finica i mateixa substitucié; 2" que tots contindran

les mateixes substitucions" (p.59).

El que ell enten per aixd és el seglient, segons un exem-—
ples que facilita pel cas de l'equacib general de at grau. Se-

gons Galois, el grup

abcd acdb adbec
b adc cabd dachb
cdab d bac bcad
dcba bdca cbda
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es descompon en tres grups que tenen les'propietats anteriors,
cadascun d'ells format per les permutacions integrades en cada

una de les tres columnes. Per a poder interpretar-ho en el nos-

tre llenguatge, posem
tl . abcad t2 - |labcad t3 - labec d] s = |2 bcd
badc cdab d ¢ b aj acdb

Només H = {l,tl,t2,t3}, les substitucions de la prime-
ra cclumna, &s un grup en el nostre sentit. Les permutacions de
la segona i tercera columna sbn les classes laterals sH i SZH.
D'altra banda, les substitucions que apareixen en aquestes colum
nes, les que transformen la primera permutacidé de cadascuna

. A, -1
d'elles en les tres permutacions restants, no sén sind sHs i

52Hs§2.

Resultaria molt llarg explicar pas per pas tots els raona
ments de Galois per arribar a establir aquesta condicid necessa-
ria i suficient de resolublitat, perd n'hi ha un de pas que si
vull descriure perqué hem sembla significatiu per entendre la g&
nesi de les seves idees. Es tracta de la demostracid de la sufi-
ciéncia d'aquesta condicid.

Diu Galois (p. 61): sigui 6 una funcid de les arrels
invariable per totes les substitucions d'un dels p grups en
qué G es descompon i variable per totes les altres permutacions.
Aplica a 6 una de les permutacions qgue la fa variar, i obté 01.
Aplica a Bl la mateixa permutacid i obté 02, etc. Galois sap

que els finics valors diferents que pot obtenir sbén 0,91,62,....

[} i gue totes les permutacions del grup, o bé deixen inva-

p-1’
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riant les #'s, o bé& les permuten entre elles. Aleshores agafa

la quantitat
= 2 p-1 p
A= (8 tafy ta” b, 4.t ep_l)

on «a &s una arrel primitiva p-&sima de la unitat. Utilitzant
el mateix raonament d'Abel que abans he descrit. Galois veu que
podrd expressar la quantitat 6 en funcid del radical +/A.
L'adjuncid d'aquest radical, com ha demostrat a la Proposicid
IV, redueix el grup de l'equacibd al subgrup que deixa invariant

#. Galois acaba dient

"Adjunteu a l'equacid el radical en qliestid; ara podrem
raonar sobre el nou grup com sobre el precedent, i cal-
drd que es descompongui de la manera indicada; i aixi suc
cessivament fins a un cert grup que només contindri una

Ginica permutacid" (p. 61).

Jordan, a partir d'aquest resultat va assolir els concep
tes de successif i de factons de composici6 d'un grup, i el va
reenunciar dient que una equacid é&s resoluble per radicals si i
només si els seus factors de composicid =6n tots primers.

Diguem, finalment, que la Memdria de Galois conté& 3 Propo
sicions més dedicades al cas particular de les equacions de grau
primer. El que Galois arriba a demostrar aplicant el seu criteri
de resolubilitat &s, primer, que una condicid necessaria i sufi-

cient per tal gue aquestes equacions siguin resolubles per radi-
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cals &s que el seu grup no contingui siné permutacions

1 2 3

S(1) s(2) s(3) ...

de la forma s(k) = ak + b, a i b constants. Per mitjd d'aixd,
demostra que es condicid necessdria i suficient que totes les
arrels de 1l'equacid es puguin expressar racionalment en funcid

de dues arrels gualssevol.

4. L'informe de Poisson

Es fificil d'entendre que un home de la competéncia mate
matica de Poisson no advertis la importincia de la Memdria de
Galois, tanmateix aquesta fos extraordindriament concisa i difi
cil de llegir. Aixd no obstant, les paraules de Poisson ens per
meten reconstruir un context en el que es fa més comprensible
el fracas de Galois,

L'informe acaba amb aquestes frases (15):

"Sigui com sigui, nosaltres hem fet tots els esfor-
¢os per comprendre la demostracibé del Sr. Galois. El seus
raonamentes ni sdn prou clars ni estan prou desenvolupats
perqué haguem pogut jutjar llur exactitud, i no estem en
disposicid de donar-ne una idea en aquest Informe. L'au-
tor anuncia que la proposicié que &s 1l'objecte especial

de la seva Memdria &s una part d'una teoria general sus-
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!
ceptible de moltes altres aplicacions. Succeeix sovint

que les diferents parts d'una teoria, aclarint-se mtua-
ment, son més facils de copsar en llur conjunt que aIlla
dament. Hauriem d'esperar, doncs, que l'autor hagi publi
cat enterament el seu treball per formar-nos una opinid
definitiva; perd en l'estat que ara &s la part que ha
sotmés a l'Académia, no podem proposar-vos que hi doneu

la vostra aprovacid".

La falta de desenvolupament de les idees de Galois que
Poisson troba a faltar &s molt més un efecte dptic de perspecti
va que una insuficiéncia real. Em penso que un factor clau per
valorar un resultat en Matemdtiques &s moltes vegades la seva
utilitat, la seva capacitat per a ser aplicat, entenent aplicat
en un sentit molt ampli. La import&@ncia del criteri d'utilitat,
almenys en el cas de Poisson, gueda explicitat en el segiient pa
rraf del mateix informe on es gliestionen el sentit i la finali-

tat de les aportacions de Galois:

"En tot cas, cal remarcar que [ fLa Memdria]l no conté pas,
com el titol de la Memdria ho prometia, la condicid de resolubi-
litat de les equacions per radicals doncs, admetent com a certa
la proposicid del Sr. Galois, no haurien avengat gaire per saber
si una equacid donada de grau primer &s resoluble o no per radi-
cals, ja que caldria, en primer lloc, assegurar que l'equacid es
reduible, i, després, que una de les arrels es pot expressar en

funcid racional de dues altres. La condicid de resolubilitat, si

80



existeix, hauria de tenir un cardcter exterior que es po
gués verificar per 1'inspeccid dels coeficients d'una
equacié donada, o com a molt resolent altres equacions

de grau menys elevat que el de la proposada".

Sembla clar que Poisson continué pensant en la resolubi-
litat per radicals d'una forma antiga; es a dir, d'una forma
molt lligada als radicals com a métode efectiu de cdlcul de les
solucions. Si no com a m&tode per a usar practicament, si com a
m&tode en principi practicable i gue arriba a donar, en concret,
1'expressibé de les arrels com a combinacid explicita de radicals
(tal com ho fan els m&todes de resolucid de les equacions de 3t
i at grau) .

El que &s interessant &s que Galois ja ho sabia aixd, ja
s'havia plantejat aquesta objeccid i havia explicat el que hi
havia de nou en el seu enfocament. Al respecte, Galois havia es-
crit:

"Donada una equacid algebraica amb coeficients qualssevol,

numdrics o literals, reconéixer si les arrels poden expre-

sar-se per radicals &s la gliestidé de la que oferim una so
lucid completa.

Ara bé, si em doneu una equacid que haureu escellit
lliurement i desitgeu saber si &s o no resoluble per radi
cals, jo no podré fer-hi res més que indicar-vos el mitja
de respondre a la vostra gliestid sense voler encarregar

ni a mi ni a ningid el fer-ho. En una paraula, els cdlculs
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son impracticables.

Semblard després d'aixd que no es pot treure cap
profit de la solucid que proposem.

Seria aixi, en efecte, si el problema es presentés
ordindriament des d'aquest punt de vista. Perd gairebé
sempre, en les aplicacions de 1'An&3lisi Algebraica, es
ve a parar a equacions de les quals es coneixen per enda
vant totes les propietats: propietats per mitja de les
quals sempre serd facil respondre a la gliestié amb les
regles qua anem a exposar. (...)

Citaré com exemple les equacions que donen la divi-
si6 de les funcions el.liptiques i que el cé&lebre Abel
ha resolt. Certament, no es pas a partir de llur forma

numérica que ho ha conseguit". (16).

Sembla clar que per la prdpia dindmica del desenvolupa-
ment de les Matemdtiques en d'altres branques gue no eren 1'Al-
gebra, gque eren, essencialment, l'estudi de les funcions el.lip
tiques mencionades per Galois, ell, com Abel i alguns pocs més,
va arribar a veure que el problema de la resolubilitat per radi
cals no era interessant des del punt de vista estrictament numé
ric lligat a la resolucid d'equacions concretes. Que podia ser
interessant disposar d'un criteri tedric per a poder fer anar
families d'equacions de les guals la informacid que hom disposa
va ja no eren els coeficients, sind, directament, relacions fun
cionals entre les arrels, etc. Aquests problemes matemdtics

nous en els que les equacions jugaven un paper unou van aparéi-
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xer de manera oficial amb Jacobi l'any 1830. Poc després, tot
aixd va trobar un camp amplissim d'aplicacid en el desenvolupa
ment de la Geometria Analitica, perd ara ja parlem de coses que
van passar a comengaments del anys 1850.

Em penso que es per aixd, per l'anacronisme dels seus
criteris de valoracid, que Poisson no va poder apreciar el tre-
ball de Galois. En qualsevol cas, que el problema mencionat ha-
via de ser una dificultat real en el segle passat queda corrobo
rat per unes paraules de Jordan, de l'any 1867, que insisteixen

sobre el mateix:

"Cal reconéixer gque aquest criteri, satisfactori des
del punt de vista tedric, conduiria generalment a cilculs
impracticables en la seva aplicacié; perd hi ha equacions
forga interessants (en la teoria de les funcions el.lip-
tiques, per exemple) els coeficients de les quals no es-—
tan donats immediatament i es determinen amb molta menys
facilitat que el propi grup. (...)

D'altra banda, el m&tode citat t& un avantatge bas-
tant més considerable que una aplicacid més o menys £a-
cil a tal o tal equacid numérica, é&s el de permetre enu-
merar i classificar  inmediatament, per cada grau donat,
els diversos tipus generals d'equacions resolubles per
radicals, i de determinar per cadascun d'ells el nombre
i el grau de les extraccions d'arrels a efectuar per re-

soldre'l". (17).
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Que Jordan trobés interessant d'incloure agquest comenta-
ri en una carta a Liouville permet entendre que per la mentali-
tat de 1l'época no havia de ser f3cil adonar-se'n de la revolu-
ci6 metodoldgica que es produia dins de 1'Algebra.

Em penso que podem concloure, doncs, que Galois es va
veure perjudicat per ser doblement revolucionari: per ser-ho
de vida i obra. Molts autors han subratllat la importincia que
podien tenir els factors politics i idecldgics en els fracassos
académics de Galois. Per dir-ho amb les paraules d'un il.lustre

historiador de la ciéncia, R. Taton,

"Cauchy i Poisson, mondrquics convenguts, gent d'or
dre, no havien d'estar pas predisposats en favor d'aquell
jove que s'els apareixia com un agitador, com un esperit
subversiu en tots els camps; i potser cregueren trobar-se
amb un d'aquests individus utdpics que cada dia pretenen

resoldre problemes dificils o impossibles". (18)

Es evident que no cal contraposar una explicacid sociold-
gica a una altra d'intrinseca per entendre aquest afer, més
aviat cal pensar que ambdues explicacions es complementen. Si
Galois hagués estat ben considerat per 1'establishement académic,
possiblement el seu treball hagués estat avaluat amb més benevo
léncia. Perd si Poisson l'hagués pogut ponderar amb un criteri
no anacrdnic, tampoc no hagués deixat de reconéixer la2s idees
innovadores i fértils que contenia.

Cal dir, finalment, que el concepte de grup encara va
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tardar molt en trobar la seva definicid actual. Ja he mencionat
quina fou la definicid de Jordan de grup de permutacions. Arthur
Cayley (1821-1895), abans, havia donat una definicid més general
de grup {4init que va aplicar a matrius i a quaternions, perd
agquest fou un treball que va passar desapercebut fins a 1'Gltim
quart del segle 19 i gue no va influir'en el desenvolupament de
la Teoria de Galois (19). Segons Dieudonné, la primera defini-
cid acceptable, des del punt de vista contemporani, de giup abs-
tracte infinit &s deguda a Heinrich Weber (1842-1913) i fou publi
cada l'any 1899. (20)

No vull acabar sense dir en veu alta una pregunta que jo
em faig a la vista d'aguesta histdria. Fins a guin punt no es
falseja la realitat quan es diu, com ho ha dit Bourbaki i com ho
han repetit molts d'altres, que la funcid essencial d'una estruc
tura algebraica com la de grup es la d'expressar sintéticament,
de forma conceptualament econdmica, les propietats comunes.a

molts conjunts dotats d'operacions internes?
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