EL TETRARIUS: UN EXEMPLE DE SUPERFICIES

RECURSIVES A L'ESPAI

Albert Fabrega
Sebastid Vila

0. Introduccib.- El que segueix &s resultat d'una experimenta-

cié amb ordinador que ja fa temps vam iniciar amb la construccié
i estudi de les corbes recursives planes. Les més conegudes d'a-
questes sén les de Hilbert i Sierpinski, perd n'hi ha d'altres
com les corbes 'serpentejants' de Gosper i el 'floc de neu'.
Aviat se'ns va acudir de fer una cosa semblant a l'espai
tridimensional, i aixi ens vam plantejar la segiient situacié.
Sigui un tetr3edre. Dividim cada una de les seves cares en qua-
tre triangles iguals a partir del punt mig dels costats. Substi-
tuim ara el triangle central per un tetr3edre d'arestes igual a
la meitat de la del tetr&dedre ini
cial (fig. 1).

Cada cara de l'antic tetrd
edre ddna lloc a 6 nous triangles
equildters, als quals es pot apli
car de nou l'anterior construccib.
I aixf 'ad infinitum'. A cada una
d'aquestes superficies en vam dir
un 'tetrarius'. El tetr3edre ini-
cial essent el tetrarius d'ordre

Figura 1 0 i aixi successivament.
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Va resultar que en un sentit ben definit -perd no forma-
litzat—-, en 1'infinit els tetrarius es convertien en un cub en
qué les diagonals de les seves cares sén les arestes del tetra-

edre inicial. Aquest &s el resultat que presentem aqui.

1. El1 cub com a limit de tetrarius.- El que afirmem &s que en

un sentit informal, el cub &s el 1imit de tetrarius.
Sigui Tn el tetrarius d'ordre n.
Sigui C el cub en el que una de les diagonals de les

seves cares és aresta del tetrdedre inicial TO.

Teorema.—- lim Tn = C.

Sigui a, una aresta qualsevol d'un tetrdedre gualsevol

que forma part de Ti' Siguin Co1 i o2 les dues cares adja
0

cents a ag- Indiquem per Ti
\A el tetrdedre al qual pertany
\ ~ ag. Diem que l'aresta aj;

% ’ que pertany a T,,; 1 que pas-
1 L
sa per mao i 1'aresta ag,
T

{o estan en linia recta i sén co-
planaries amb ag (fig.2).
Figura 2 En efecte, a0 i aOl
determinen un pla #. Conside-
rem ara la figura 3. a indi-
ca l'angle gque forma una aresta

amb el pla d'una cara del tetra-

edre i B 1l'angle diedre de

Figura 3 dues cares del tetrdedre. Tenim
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Gos

Figura 5

W)

Figura 6

que 2o +f = 1809.

A més a més, és per

201
pendicular a a, ja que en el
tetr3edre l'altura va al centre
de la base i aquest &s també el
centre de Co1’ de forma que el
pla m' determinat per aj; i
la seva projeccid a o1 és per
pendicular a l'aresta a,
(fig. 4).

Per tant, d'acord amb la
figura 5, tenim que ag , és:
coplandria amb a i agyr i

ja que també a és perpendicu

02
lar a ag. resulta que agq i

a5, adn alineades.

Aplicant l'anterior argu-

ment a tenim que agyp 1

201

agqo s6én alineades i coplandries

amb agy- -

Ja hem dit que el pla «'
(fig. 6) &s perpendicular a a,
i a més &s un pla bisector del

diedre del tetraedre TO Per

i+l”
tant, l'angle de agqy amb 7'
es a+f/2 = 902. Aixi que no

tan sols agiy i 2512 sén co-
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plandries amb any

sind també

amb ag-
L)
Comi | Goua A partir d'aqui, veiem
Qoyy Qo .
l - l que agy1; 1oagqqs aén copla
Qoms umn . .
% naries amb agyp 1 agyr pla
Coatn tpans que també& conté a ag- Aixi que
q
* o 307301720272011"%012" %0217 %022
Qoan Qo
. 30111730112’ 301217301227 " °tC:
o
estan totes en un mateix pla.
Cada aresta és la meitat de 1l'an
Figura 7 terior i &s perpendicular a 1l'an

terior en el punt mig (fig. 7).

Per un argument semblant resulta que les arestes dels

altres tetr3edres constrults sobre Co1’

teix pla, ja que l'angles que formen amb Co1

el que hi forma agq -

sbn també en el ma-

&s el mateix que

, N N Obtenim aixi, que cada aresta de

z > . Ty déna lloc a una configuracid

<: ,> plana del tipus a) de la figu-
h < - ’ ra 8. Configuracions que, en el
g limit, donen un quadrat que té&

Configuracid a)

]

per diagonal l'aresta inicial ag-
Cada una de les 6 arestes de TO

déna lloc a un quadrat.

* N Ara bé, el pla 7 determi
N :j nat per a; ia ;;, i el pla 7'
determinat per a6 i aél, tenen

Configuracié b)

Figura 8 els punts M i N en comu (fig.9).
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Figura 10

AN
JAAN

Figura 11

Tanmateix, els tres plans @,7'
i 7™ formen un triedre amb var-
tex a N. En conseqiiéncia en
conjunt es forma un poliedre amb
6 cares gquadrades i per tant un
cub que tanca Tn per qualsevol
n.

Suposem gue en arribar al
limit, queda alguna regid de
l'espai interior al cub sense
omplir. Si a la frontera d'aques
ta regidé hi ha un trog¢ de cara
d'algln tetrdedre, en alglin mo-
ment del procés, aquest trog se-
ra cobert -totalment o parcial-
per un nou tetrdedre de nivell
inferior, ja que donada una cara,
el cobriment per tetrdedres Eés
total (fig. 10).

L'Gnica possibilitat és
que la frontera d'aquesta regid
estiqui exclusivament formada
per arestes de tetrdedres. (Ob-
servem d'acord amb aixd, que el
cub limit C, té les seves ca-
res formades exclusivament per

arestes de tetradedres).
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Classifiquem en cada pas,
les arestes de la seglient forma:
a l'enganxar un nou tetriedre,
les arestes de la base serdn de
classe 1 i les demés de classe
2 (fig. 11).

Fixem-nos en una aresta de
classe 1. En els tetrarius se-
glients aquesta aresta donarad
lloc a una configuracidé b) pel
que fa al triangle A i a una
altra configuracid b) pel que
fa al triangle B. Perd aques-

tes dues configuracions es super

posen i no deixen espai entre
Figura 13 elles, ja que 2a +f = 180¢.
(fig. 12). Aixi que per aquesta
banda no hi ha forats. A aques-—
tes arestes en diem de classe IN.
Pel que fa a una aresta 2, ens podem trobar gque prévig
gui d'alguna de classe 1IN anterior o no. (Una aresta prové
d'una altra si un dels vértexs de la primera és el punt mig de
la segona). Si &s aixi, també l'aresta de classe 2 serd de cla-
sse IN. Si no &s aixi, serd de classe EX (formada inicialment
per les arestes de TO). La figura 13 mostra clarament que una
aresta de classe 2 serd EX si i només si prové d'una anterior
de classe EX. Perd és clar que les arestes de classe EX sdn to-

tes elles a les cares del cub.
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En conclusid, no hi ha regions interiors al cub no cober
tes pels tetrarius. Dit d'altra forma, donada una regié D in-
terior a C, llavors D C lim Tn'

Resta en tot cas la possibilitat de qué es produeixin so
lapaments. Perd un cdlcul senzill mostra que el limit de VTn
(volum del tetrarius d'ordre n) &s igual a VC (volum del cub)
i per tant T, és una 'teselacibé' de C.

La figura 15 mostra una etapa en 1l'evolucidé d'una de les
cares de TO. Es una imatge obtinguda per computador.

La figura 16 mostra el procés de transformacidé del tetrd

edre en el cub a través dels tetrarius.
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El tetrarius

Figura 15




Figura 16



