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0.- Introduccib.

El cadlcul de primitives de funcions en forma explicita
ha estat sempre un tema un xic esoté&ric en el sentit que fora
de té&cniques ben populars no és gaire conegut el tractament sis
temdtic d'aquesta qliestid. Per exemple, &s ben sabut de tothom

P L s X
gue no es pot trobar en forma explicita una primitiva de e /x'

2
o e® o sin X, etc. (i aixd &s un fet acceptat), perd no

X
és en canvi gens conegut que aquesta qliestid, é&s a dir, saber

quan la primitiva d'una funcibd es pot trobar & no en forma ex-
plicita, va ser resolta per Liouville en una série de treballs

publicats en el periode que va de £L'any 1833 a £'any 1838 1 en els

quals va demostrar el resultat del qual parlarem.

1.- Precedents histdrics.

Es desprén de la lectura dels treballs d'en Liouville
que l'esperit de 1l'época vers aquest problema es pot resumir en
el Principi que "lL'intégralle d'une fonction differentielle ne peut
contenin d'autnes quantités exponentielles et radicales que celles qui sont
contenues dans cette fonction”, i que Laplace va enunciar en el seu
llibre Théorie analytique des probabilites. Encara que aguest.

principi es pot intuir a partir de l'experiéncia heuristica en
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el cdlcul de primitives no havia estat demostrat enlloc, i va
ser la intencié inicial d'en Liouville donar-ne una demostracid
rigorosa.

També& Abef havia tractac qliestions semblants pocs anys
abans i, en particular, havia demostrat que si u = [y dx &s
algebraica en x i y &s també algebraica en x aleshores u
és una funcid racional de x i y. (Journal filir Mathematik, IV,
260 (1829)). De fet, en Liouville redescobri aquest resultat,
encara que posteriormente reconeqgué el treball d'Abel, i s'apro

fita dels métodes utilitzats per aquest.

2.- Els treballs, d'en Liouville.

Per tenir una visid més bona de com Liouville va arrribar
al seu Teorema anem a fer una revisid cronoldgica dels diferents
treballs que realitzd en aquest camp. En tot moment utilitzarem,
aproximadament, la notacid i llenguatge del mateix Liouville.

En les dues primeres memdries, publicades una al darrera
de 1'altra en el mateix volum del Journal de 1'fcole Polytecni-
que l'any 1833, el problema que Liouville es planteja &s el de
si donada una funcid algebraica y de x (é&s a dir, una funcid
que verifica una equacid polindmica a coeficients reals) hi ha
un mé&tode per poder decidir quan la integral de vy :/[fydx &s
també algebraica, i en cas afirmatiu que aquest m&tode donés ja
directament la primitiva. Com es veu &s un problema restringit.

Per resoldre aquesta qliestid redemostra en primer lloc el resul

tat d'Abel:

- Si Jydx &4 algebraica aleshores fydx = a + By + 7y2 ...+ xyn—l’
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sent B,y eee A funcions hacionals de x L p el grau de y.
Ara, i>a partir d'aquesta igualtat derivada recondueix el proble
ma de trobar els possibles «,B,v, ... ,A al de trobar-los com
a solucions racionals d'un cert conjunt de equacions diferen-
cials lineals de 1°F ordre a coeficients funcions racionals (ca-
da un &s solucid d'una d'aquestes equacions). I ara el problema
se 1i ha simplificat ja que db6na un métode pel qual en un nombre
finit de passos pot trobar aquestes solucions racionals. (A més
a més, aquest métode el desenvolupa per equacions diferencials
lineals d'ordre qualsevol a coeficients racionals).

Es aixi com prova, per exemple, que les integrals el.lip

tiques de la. i 2a. espécie:

dx i (l—czxz)

J dx
v41—x2)(1—c2x2) v%l—xz)(l-czxz)

no sén funcions algebraiques.

La refinacié d'aquest procediment &s l'objectiu de la se
va filtima memdria sobre el tema publicada l'any 1838 al Journal
de Matematiques.

La tercera memdria de Liouville sobre la integracid de
funcions ja té un objetiu més ampli. Publicada 1l'any segiient
(1834) al Journal de L'Ecole Politecnique ja no estudia sola-
ment quan la integral d'una funcid algebraica és també algebrai
ca sind quan &s possible expresar aquesta per mitjad d'operacions
akgebraiques, exponencials £ Logaritmiques a partin de Les funcions hacionals
(8s a dir, quan la integral d'una funcib algebraica &s elemen-
tal). Es en aquest treball on demostra que les integrals el.lip

tiques de la. i 2a. espé@cie no sén elementals. Ara b&: aixd no
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és el més important d'aquesta memdria. En el curs de les seves
demostracions troba les possibles formes que haurien de tenir
les integrals elementals de les funcions algebraiques; el seu
propdsit final serd aleshores demostrar que qualsevol integral
elemental d'una funcid elemental també& ha de verificar aquestes
formes, propdsit que aconsegueix demostrar en el seu 4rt i defi

nitiu treball i que, en realitat, constitueix el que s'anomena

Teorema de Liouville.

3.- El Teorema de Liouville.

Aquest treball es titula "Mémoire sur £'intégration d'une cla
sse de functions thanscendentes" i va ser publicat al Journal filir
Mathematik, Vol. 13, 1835 (93-118).

Anem doncs a veure l'enunciat d'aquest Teorema:

Sigui P = f(x, y, 2, ...,) una funcid algebraica de
X, Y, 2, «++ , On x &s la variable independent, i y, Z,...,
funcions tals que dy/dx’ dz/dx"" sén funcions algebraiques
de x, ¥, 2, ... . Aleshores:

Teonema.- Si La integrhal [P dx &5 expressable en fouma ginita en
guncié de x, v, z, ... per mitid de signes algebraics, exponencials
L Roganitmics, aleshores sempre es podrd posar com fP dx = t + A log u+
+B log v +...+ C logw, amb A, B, ... C comstants L
t, U, v, ... , W funcions algebraiques de Xy Vi Zp eee o

A més a més, 54 P, dy/dx' dz/dx,. .. 40n raclonals respecte
X, ¥, 2, ... també passard el mateix amb t, u, v, ... , wW.

En primer lloc observem que les funcions elementals veri
fiquen la hipdtesi de l'enunciat i per tant el Teorema realment

diu quen la integral d'una funcibé elemental &s elemental. Per
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altra banda aquest respon perfectament al que s'anomena Princi-
pi de Laplace.

La demostracid del Teorema é&s llarga i complicada, enca-
ra que utilitza métodes senzills, i segons alguns autors respon
als coneixements que Liouville podia tenir del cdlcul de varia-
cions. La segona part, per altra banda, es realitza pel mateix
métode que Abel havia ja utilizat en el seu treball, i de fet

Liouville hi remet directament.

4.- Aplicacions.

Com normalment passa amb agquest tipus de resultats tan
generals 1l'aplicacid practica no é&s senzilla. AixiI que per po-
der aplicar-lo a una série de funcions que per si mateixes te-
nien interés a Liouville 1li va caler estudiar de forma sistemd-

tica la integracid® elemental d'una familia de funcidn que in-

2
X

X .
clou e /x’ e’ , sin x/ etc.

!
Més en concret: es proposd de donar un métode cert per
trobar el valor de la integral fexydx, y funcid algebraica de
X, métode que ens ha de dir si aquesta funcid &s & no elemen-
tal, i en cas afirmatiu trobar-ne 1l'expressid.
Demostra aleshores, i en primer lloc que 44 fexydx és
elemental es té:
fefvax = &% (a4By +...%+ ky“_l), sent  a,B, ...,N  funcions nacio-
nals de x iwm= gr(y). D'agui, i derivant ambdds membres de la
igualtat obt& un conjunt d'equacions diferencials de primer or-
dre a coeficients racionals. Pel mateix m@tode gue havia utilit
zat en las seves dues primeres memdries pot construir les

a, B, .. A en cas d'existir i ja esta.
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Anem a veure un exempfe:
sigui ex/x ("dont les g@ometres se sont beacoup occupés”).
ex/x =e*y, v = l/x, gr(y) = 0. si feX/X dx é&s elemental es
tindra: fex/X dx = exa, a funcid racional de x. Derivant

resultard que eX/x = exﬂa+m‘)i per tant l/x = ata'. Ara hau

riem d'aplicar el métode d'en Liouville, perd en aquest cas el

problema &s més senzill. En efecte: a = P/Q, (P,Q) =1,
= x¥ = = P'Q -PQ' _Q(F+P')-PQ’
Q X Ql' (lel) 1. Aleshores 1/x = P/Q-+ 5 Q2
i, per tant, Q2 = X(Q(P+P') ~ PQ"). Es tindra doncs que
2r 2 - ' 1 —
r > 1 de manera que X7 Q] = (XQ; P+P') - PO1) . (X1,97) = 1.

En conseqliéncia X\PQi , absurd.

Concloem doncs que fex/X dx no és elemental.

Fent un canvi de variable adequat es pot aplicar el mateix pro-
cediment a la funcié fe® dx, i en general a integrals del ti
pus feP p dx, P i p funcions algebraiques de x.

L'Gltim resultat d'en Liouville sobre tot aixd &s que
per integrar elementalment una expresiid del tipus peP+. .. +Qeq,
P,ps...,Q,q9 funcions algebraiques de x cal saber-ho fer a ca
da un dels sumands de la funcib.

De aix® es dedueix, per exemple, que [ sin X /e dx &

/ cos Xy dx  no s6n funcions elemental’s.

5.- Evolucié al llarg del temps.

Fins aqui hem exposat resumidament els treballs de Liou-
ville sobre aquesta qgliestib. En els 150 anys que han transcorre
gut el T. de Liouvillo no ha estat millorat sensiblement en el
seu contingut, encara gque si transformada la seva forma d'expo-

sicid i demostracib. Amb tot, durant molts anys el tractament
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ha estat el d'en Liouville; per exemple, en el llibre de Hardy
"Integration of functions of a single variable" (1906 la. ed,
1916 2a ed), que és una exposicid de la teoria del cdlcul de
primitives de forma sistemdtica i que recull la majoria dels mé
todes conegus a l1l'é&poca, hi apareixen enunciats els resultats
d'en Liouville perd remetent directament a les seves publica-
cions originals. Fins i tot en el 1llibre de R{tt de 1l'any 1948
"Integration in finite terms" es tracten aquestes gliestions en
forma analitica.

Es a mitjans dels anys seixanta, quan les possibilitats
de 1l'ordinador permeten concebre el cdlcul de primitives de for
ma completament mecdnica (i no heuristica com fins aleshores),
que els resultats d'en Liouville sén revisats de nou a fons per
trobar el perqué real del seu Teorema. I el que es va trobar fou
que el hesultat no depén tant de Les propietats de kes funcions com de
Les propietats de La derivacil, propietats que es poden formular en
termes purament algebraics. Aixd ja ho havia avangat Ostrowski{ 1'any
1945 en donar un métode per integrar en termes elementals una

certa familia de funcions.

6. Plantejament algebraic.

Anem a veure quin &s aquest enfocamente actual. Els pri
mers en adoptar-lo definitivament foren Rosenlicht (1968) i Risch
(1969) .

S'anomena cos diferencial qualsevol cos K (gue suposa

rem commutatiu i de caracteristica 0) dotat d'una derivacid, és

a dir, amb una aplicacid D:K —> K t.g. D(x+ty) D(x)+ D(y) i

0} se 1l'ano-

D(x.y) = xDy + yDx. Al conjunt C = {x €K\D(x)
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mena subcos de les constants de la derivacié D. Si E CF &s
una extensib de cossos diferencials es diu que £'extensdid &5 dife
=D

rnencial  si En general, i si E &s un cos diferen-

DFI B E
cial i x, y son elements de E direm que x = log y si
Dx = Dy/y, i x = Expy si DX/x = Dy.

Vegem uns exemples: si E &s un cos diferencial i
E(t) &35 una extensid simple transcencent, es pot donar una deriva-
cid de E(t) definint a D(t) com vulguem dins E(t) i des-
prés estenent per linealitat. En canvi, si E[t] 6és una extensid
algebraica de E només es pot definir d'una manera la derivacid
a E[t]. Aixi que tenint en compte que C€(x) &s sempre un cos
diferencial té& sentit pensar en el cos C€(x) (\/3(_, e\/x, log x)
com a cos diferencial, independenment que com a cos de funcions
tingui realitzacid en alguna regid del pla complex (cos liouvi-
11i3).

Si tenim una extensid diferencial E CF, x € F dinem
que &5 elemental sobre E si x é&s algebraic sobre E, © bé
Xx =Expy, Y€EE, 6bé x =1logy, y €E. Es dird aleshores
que E CE (01,...0n) = F &s una extensid elemental si Gi és
elemental sobre E(Ol,...,ei_l) ¥i. Sigui, dons, E un cos
diferencial, x € E direm que &s Jnteghable elementalmente sobre E
si existeix una extensid diferencial elemental F de E i
existeix y € F t.q. Dy = x. Direm que &s Jinteghable elemental-
ment sense noves constants si, a més a més, Cp = Cp- El Teorema
de Liouville es pot enunciar aleshores aixi:

Teonema.- Sigui E un cos diferencial. x € E 65 integhable

elementalment sense noves constants s4 4 només s4 CyreeerCy €cg,
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r .
u u. €EE - {0} { VEE ialsque x = Z c.—= + Dv,

1 e v
i

és a din, |Ix = Eci logui+v.

(Aguest resultag es pot afinar en el sentit que si es necessiten
noves constants aquestes es poden escollir sempre algebraiques
de manera que, sobre ¢, ambdbs problemes sén equivalents

(Risch)).

7. Una demostracid.

Intentarem donar un esbbs de la demostracid del Teorema:
aquesta tan sols utilitza el fet que si K(X) 2 f = P alesho

res existeix una sola expressid de la forma
r i
= Z I P,.,.J L) < . i . i i
/0 i1 401 lJ/Qz' amb gr(PlD) gr(Ql) i polinomi
moénic irreduible (descomposicid en fracciones parcials).

P

La demostracid &s per 4{nducci§ scbre n,F = E(Hl,...ﬂn).
Per n=0 no hi ha res per provar. Fem hipdtesi d'induccid.
r
Aleshores x = Z ¢, Dui/
i=1 i
i distingim diferents casos:

S i €
a + Dv, cy c i u,, v E(Bl).

Fem 60 =01

- 6 algebraic. Podem suposar que E C E(6) es normal, de manera

que si G = G (E(6)\E) &s el grup de Galois es té:

r
X = 0(x) =D o(u) + zlci Da(ui)/o(ui) Yo €gG,

1

ja que els E-automorfismes de E(f) commuten amb la derivacid
de E(6). Si g=#G es tindrd que gx =D 2 o(v) +
0EG

r
+ Ze¢, D o(ui)/ , que ja é&s una expressid de E.

i=1 * o€q T ofu,)
0 EG

- 0 thanscendent. Aleshores, i utilizant les propietats del loga-

ritme, podem escriure
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Dh, r ki

x=]2C:a.DQi +§3b.—l+D(P+2 EPij/j).
i=1 19 i=1 By i=1 j=1 Q3
. r ki .
amb ai, bi constants, hi €EE i P +i£ﬁ jElPij/Qi

la descomposicid en fraccions parcials de v. Ara només cal fer
servir la unicitat d'aquesta descomposicid aixi com les propie-
tats de l'exponencial i del logaritme per veure que l'expressid
anterior &s de la forma enunciada.

Una demostracid que no depén de les descomposicions en
fraccions parcials i realment molt bonica va ser donada por Ro-
senlicht l'any 1975; aquesta &s basada en resultats molt forts

sobre el mddul de les diferencials.

8.- L'dlgebra diferencial.

Si volguéssim situar en un marc més ampli tot aquest te
ma hauriem de citar paraules de Kaplansky: La teoria d'integracil
de funcions elementals €5 una mena de pre-teonia de Galois diferencial, de
La mateixa manera que Les construccions amb regle £ compds ho s6n de La teo-
nia de Galois algebraica en el sentit que tan s0£8 5'hi utilitzen Les parts
més elementals d'aquesta Zeoria.

La Teoria de Galois diferencial va ser creada a finals
de segle XIX per Picard { Vessiot: aquests dos autors varen estu-
diar el conjunt de transformacions de les solucions d'una equa-
cib diferencial lineal homogénia, i van descobrir que formaven
un giup de Lie. A més a més aquest grup era resoluble si i només
si l'equacid diferencial es podia resoldre per gquadratures, sen
se especificar gaire bé& qué és el que aixd volia dir. Amb tot,

i degut essencialment a qué la teoria de grups de Lie no era
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suficientment desenvolupada aixiI com a la falta de precisid
dels seus conceptes aquesta teoria va estar oblidada préactica-
ment durant 50 anys fins que Kofchin, l'any 1948, la va situar
en el lloc adequat. Aquest era L'Algebra diferencial, creada per
Ritt anys abans. Podrien resumir d'aquesta manera la idea de
Kolchin:

per a cada equacid diferencial lineal homogénia exdistfeix
una extensid diferencial XK C K(al,...,an) sent K el cas on estan
els coeficients de l'equacid i ayse.-sa, un conjunt de solu-
cions linealment independents de 1l'equacib. EL£ grup de Galois dige
rencial (&s a dir, els K-automorfismes que commuten amb la deri
vacid) no és lnicament un grup de Lie sind un grup algebraic de ma-
fius. Hi ha aleshores una correspondéncia tipus Galois entre les
subextensions diferencials i els subgrups algebraics, de manera
que si anomenem extensid Liouvilliana a 1l'obtinguda per adjuncid
a un cos diferencial d'integrals & exponencials d'integrals &
elements algebraics es té& que una equacid diferencial lineal
homogénia &5 resoluble per quadratures (s a dir, les seves solu-
cions sén dins d'una extensid Liouvilliana) 44 £ només 44 el ghup
de Galois diferencial & La component de La Identitat nesclfuble.

Aquesta teoria ha estat una de les motivacions més fortes
pel desenvolupament de la teoria de grups algebraics lineal que,
practicament, va néixer amb els treballs d'en Kolchin. L'esmen-

tat llibre de Kaplansky &s una bona introduccid al tema.
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EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE .

LA CONTRIBUCIO DE LIOUVILLE

Xavier Mora

Universitat Autdnoma de Barcelona

De les diverses aportacions fonamentals de Liouville a
la matemdtica, la primera en el temps va ser la que concerneix
el que ara s'anomena "problema de Sturm-Liouville". Aquest &s
un dels problemes crucials en la histdria de 1'andlisi matemdti
ca, i com veurem esta connectat amb diversos temes cabdals, com
sdén: les equacions en derivades parcials, les séries funcionals,
" els teoremes d'existé@ncia i unicitat de solucions per a equa-
cions diferencials ordindries, el métode de les aproximacions
successives, els métodes "directes" en l'estudi de les equacions
diferencials, i la teoria de les equacions integrals.

El problema de Sturm-Liouville va ser tractat per aquests
dos autors, Charles Sturm i Joseph Liouville, durant el periode
1829-1838. Just abans d'aixd, Gauss i Cauchy acabaven d'imposar
una nova concepcid més rigorosa i mé&s "analitica" de 1l'andlisi
matemitica, iniciant una etapa de rigoritzacié i aprofundiment
que va durar ben bé fins als tres quarts del segle XIX. En
aquest context és doncs on s'enquadra el treball que anem a des
criure. De fet, Liouville, i també Sturm, pertanyia a la prime-
ra generacid de matemdtics que havia aprés el calcul infinite-
ssimal en els assenyalats llibres de text escrits per Cauchy

[1821, 1823b, 1829al.
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