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De les diverses aportacions fonamentals de Liouville a
la matemdtica, la primera en el temps va ser la que concerneix
el que ara s'anomena "problema de Sturm-Liouville". Aquest &s
un dels problemes crucials en la histdria de 1'andlisi matemdti
ca, i com veurem esta connectat amb diversos temes cabdals, com
sdén: les equacions en derivades parcials, les séries funcionals,
" els teoremes d'existé@ncia i unicitat de solucions per a equa-
cions diferencials ordindries, el métode de les aproximacions
successives, els métodes "directes" en l'estudi de les equacions
diferencials, i la teoria de les equacions integrals.

El problema de Sturm-Liouville va ser tractat per aquests
dos autors, Charles Sturm i Joseph Liouville, durant el periode
1829-1838. Just abans d'aixd, Gauss i Cauchy acabaven d'imposar
una nova concepcid més rigorosa i mé&s "analitica" de 1l'andlisi
matemitica, iniciant una etapa de rigoritzacié i aprofundiment
que va durar ben bé fins als tres quarts del segle XIX. En
aquest context és doncs on s'enquadra el treball que anem a des
criure. De fet, Liouville, i també Sturm, pertanyia a la prime-
ra generacid de matemdtics que havia aprés el calcul infinite-
ssimal en els assenyalats llibres de text escrits per Cauchy

[1821, 1823b, 1829al.
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Abans d'entrar de ple en el tema, fem constar'que la
preparacid® de la present exposicid s'ha beneficiat en gran part
del recent i documentat treball de Liitzen [1984], al gual reme-

tem el lector que estiqui interessat en més detalls.

1. El problema en gliestid i el seu origen

Com molts altres problemes clau de la histdria de l1l'andlisi ma-
tematica, el problema de Sturm-Liouville va ser motivat per l'a
plicacié de la matemdtica a les ciéncies de la natura. En aquest
cas el problema va sorgir arrel de les equacions en derivades
parcials que descriuen processos com la propagacid de calor per
una barra, o les vibracions d'una corda; concretament, la glies-
tid es referia a la resolucid d'aquestes equacions pel mé&tode

de separacié de variables. De fet, es tractava de la mateixa
gliestid que havia estat preocupant Fourier [ 1807, 1822] en la
seva "Théorie analytique de La chaleur", éeré traslladada a un con-

text més general.

En el cas de la propagacid de la calor per una barra,
les equacions en derivades parcials a que ens estem referint
tenen la forma seglient, on la incdgnita &és W, gue representa
la temperatura considerada com a funcid de la posicid al llarg
de la barra =xe[o,L] i del temps +te {ow) (per a ser exac
tes, W representa la diferéncia de temperatura respecte el me

di exterior, del qual se suposa que la temperatura &s constant):
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e = (kuy), = Lu (A1) )

(ku,,_-‘t\u)\ua = O (A2)

(A)
(ku,+ Hu)\uL= o (a3)
u-lf:-o = .F (n4)

En aquestes equacions, c},\l,l representen respectivament la ca
lor especifica, la conductivitat, i el coeficient de transmis-
si6 de calor, els guals poden dependre de la posicid =x. En
el problema concret a que ens estem referint, aquestes tres
quantitats sén sempre positives; tanmateix, nosaltres només su-
posarem aquesta condicid sobre % i R , perd no pas sobre g
(doncs, encara que suposdssim { positiu, després el tractament
matemdtic ens portaria a considerar el cas general). Respecte
a la regularitat de (},\z,l com a funcions de =%, per al gue se
gueix serd més que suficient suposar que k &s derivable amb de
rivada continua a (oL] , i que c& i d sén continues a LOL].
A les equacions (A2) i (A3), hin representen els coeficients
de transmissid als dos extrems de la barra. Igual que en el cas
del coeficient { + en el problema concret a que ens estem refe
rint b i H sén quantitats positives, perd en general nosaltres
admetrem qualsevol valor real, aixi com també el valor &, en
el qual cas s'ha d'entendre que les equacions (A2) i (A3) es
transformen respectivament en uu—:—-o i ulx=o . Finalment,
=L
la -F de l'equacid (A4) representa la temperatura inicial de

la barra, la qual se suposa donada com a funcid de la posicid

El métode de separacid de variables es basa en cercar so

lucions de la forma factorial Wae k) = T\ V=Y . A 1'introduir
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aquesta expressid a les equacions (Al) — (A3) es dedueix que aques

tes solucions factorials han de tenir la forma concreta seglient:
-ct
ulxt) = c & Voo (1)
on ¢ @&s un coeficient indeterminat, i la funcid V i la cons
tant ¥ han de satisfer les seglients condicions:
(RVY = UV 4+ egV = © (B1)

RV =AW = © (B2) | (B)

(RV'+ HVY \“L

° (B3)

Aquestes tres equacions constitueixen el gue ara en diem un pro
blema de valors propis: es tracta de determinar els valors de v
pels quals el sistema (B) posseeix solucions no trivials per a
V (quan passa aix®, llavors, en la terminologia actual, la fun
ci® V s'anomena una funcid prdpia, i el corresponent valor de
Y rep el nom de valor propi). Es de notar gue els problemes de
valors propis relatius a equacions diferencials, com el prece-
dent, han tingut un paper histdric més destacat que els relatius
a sistemes d'equacions algebraiques lineals; de fet sembla gque
la terminologia avui dia predominant de "valors propis" prové
del camp de les equacions diferencials, mentre que en el camp
dels sistemes algebraics lineals s'utilitzava la terminologia
de "nombres caracteristics".

En 1'obtencid de la f6rmula (1) nomé&s hem utilitzat les
equacions (Al)-(A3); respecte a l'equacid (A4) veiem que aques-
ta només es complird quan 4 tingui precisament la forma se-

glient:

£ = <V (2)
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Aixi doncs, la f6rmula (1) ens dbéna la solucid de (A) sempre
que § sigui de la forma (2), on V satisfd (B) per a un va-
lor determinat de v . Evidentment, la gliestid que es planteja
immediatament &s: qué passa quan ( no és de la forma (2)?.
En aquest sentit es veu de seguida que si (V&f;\ (n=04,.N)
s6n solucions del problema de valors propis (B) i £ &s una
combinacid lineal de les V, : f= ic,,\/“ ; llavors la solucid
n=
de (A) vindra donada per la correspogent combinacid lineal de
les funcions e-r;.tv“ T Wk = ic“ér'xV“(x_\ . Certament, si
nom@s tinguéssim un nombre finit“Z; solucions linealment inde-
pendents de (B), llavors el conjunt d'estats inicials F que
podriem tractar seria relativament magre en el sentit de que 1i
escaparieh moltes funcions. En canvi, suposant que disposem d'in
finites solucions linealment independents (V,R) (nw=04,.0 ,
llavors la situacid te un altre caire, sobretot si considerem
"combinacions lineals” possiblement infinites, &s a dir séries:

£ = ic.‘v,. (3)

n=g

Evidentment, la idea &s que la solucid de (A) corresponent a (3)
haurid de venir donada per

[-~]
- “t
UGty = Z en €7 V() 0

neo

El que ens interessaria saber &s si el conjunt de funcions re-

presentables en la forma (3) &s prou complet per a incloure tot
el joc de funcions § per a les que considerem el problema (A).
Per a ser més concrets, diguem que ens conformariem amb gque que
déssin incloses totes les funcions 4 infinitament diferencia-

bles que satisfan les condicions de contorn (B2) i (B3) amb £
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posada en el lloc de V (aquestes condicions apareixen al com-
binar (A2), (A3) i (A4); tanmateix, també cabria considerar al-
tres classes similars de funcions, com més generals millor.

Doncs b&, aquest &s essencialment el problema central que esta-

va al cap de Sturm i Liouville. El seu enunciat podria ser el

segilient

Problema P: Vewte que tota funcié 4 d'una classe prou general (a espe

cifican) es pot expressar com a sénie de Les funcions propies de (B).

En el cas particular k=‘8=4 , L=o0, J&=H=°,
les solucions de (B) sén N,(x\ = s 2=, W= %\1 (V\—_-o,r\,‘...\
de manera que en aquest cas el problema consisteix en desenvolu
par § en série de cosinus; en el cas \Q=?=4 , {1=0,

l = H=o llavors ens trobem amb el desenvolupament en série
de sinus. AixI doncs, el problema P no &s més que una genera-
litzacid del problema de les séries trigonométrigques que havia
estat preocupant a Fourier [1807,1822], el qual acabava de ser
resolt essencialement per Dirichlet [1829b]. Clar que dit aixi
pot semblar poca cosa, doncs avui dia estem acostumats a moltes
generalitzacions qgue no tenen cap gracia ni finalitat. Perd en
el cas que ens ocupa no &s pas aixi. La radé fonamental d'aixd
&s que en el cas de les séries trigonométriques (i en els al-
tres casos particulars que s'havien estudiat abans de Sturm i
Liouville), la manera de treballar s'havia basat en el coneixe
ment d'expressions explicites que donaven les solucions de
l'equacid diferencial (Bl) en funcid de ¥ , mentre que en el

cas general hom s'ha d'arreglar sense cap expressid manejable.

~
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D'entrada, el no disposar d'expressions explicites per
a les solucions de l'equacid diferencial (Bl) comporta un pro-
blema preliminar que en el cas trigonométric era trivial, perd

que en el cas general dbna bastant de feina:

Problema PO: Verificar que el problema de valorns propis  (B)  posseedx

una inginitat de solucions.

Certament, si no é&s aixi, llavors ja no cal plantejar-se el

problema P.

La manca d'expressions explicites per a les solucions
de l'equacid diferencial va obligar Sturm i Liouville a obtenir
els seus resultats treballant directament sobre la mateixa equa-
cibé diferencial, sense resoldre-la explicitament. En paraules
de Sturm [1833a: p.107], es va tractar d'espabilar-se "par La
seule considénation des Equations difhérentielles en elles-memes, sans qu'on
ait besoin de Leun intégration"”. Aquesta manera de fer va represen-—
tar una innovacid crucial dins del camp de les equacions dife-

rencials.

Una primera feina d'aquest tipus que estem describint
ja havia estat feta per a obtenir un lema fonamental, a saber,
que dues funcions prdpies V,W de valors propis v,s diferents

satisfan la seglient relacid:

L

j%vwax = O (5)
0

(avui en dia aquesta relacid s'expressa dient que les funcions
V i W sdn ortogonals respecte el pes 3,). Noti's que en el

cas trigonométric, aquesta propietat (amb %ﬁ=4 ) s'obté imme-
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diatament utilitzant les expressions explicites de V i W. Evi
dentment, en el cas general s'haurd de procedir d'una altra ma-

nera. Partint de les dues equacions (Bl):
(KV‘\‘—?V + \"%\I = 0O
(RWY - W + cqW = o,

el que es fa &s multiplicar la primera per W i la segona per
V, integrar de 0 a L, i restar els resultats, la gqual cosa

ddéna

S: [RVYW - RWYV] dee = (-5 SLCJVW e

Ara només cal notar que (RV'Y'W-(RWYV = (hV‘W—kW'V)‘ , de

manera que s'obté
L (N
X | 1
uéxtivwax = [ev'w-ew\v]

on el segon membre resulta igual a zero degut a que V i W
satisfan les condicions (B2) i (B3). Aquesta demostracid de
1'ortogonalitat de les funcions propies treballant directament
sobre l'equacid diferencial sense integrar &s deguda basicament
a Poisson [1826] (per a ser exactes, en aquest treball només
es considera el cas especial h::z =4 , perd la generalitza-

cid a k i ? qualssevol é&s trivial).

De manera andloga a com ja es feia en els casos particu
lars llavors coneguts, del resultat precedent s'en dedueix imme-
diatament 1l'expressid per als coeficients de la série (3). En
efecte, si multipliquem 1l'equacid (3) per %Mk , integrem

de 0 a L, 1 passem el signe integral a dins del sumatori, el
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resultat precedent ens permet de concloure que

L L
2

Cg = So%Vdex-/L%dew. (6)
Encara que en aquell temps no se n'era conscient, en la deduccid
precedent el pas d'intercanviar el signe integral amb el sumato
ri necessita d'alguna informacid adicional, com per exemple
que la convergéncia de la série (3) sigui uniforme. Tant Sturm
com Liouville fallaven en aquest punt, doncs en realitat no va
ser fins a mitjan el segle XIX que es va distingir entre conver
géncia simple i uniforme; tanmateix, aixd no té& més transcen-
déncia que la de que en alguns llocs on ells utilitzen el terme
"convergéncia" nosaltres serem més precisos i hi afegirem el
qualificatiu "uniforme". Aixi doncs, la férmula (6) la tenim
garantizada a condicid de suposar que la s@rie de (3) &s uni-

formement convergent.

Evidentment, un cop s'ha obtingut la f£6rmula (6), el
problema P canvia una mica d'aspecte: ara sabem que si {
pot ser expressada com a série uniformement convergent de les
funcions propies de (B), aleshores els coeficients han de venir
donats per la f6rmula (6). Amb aixd, el problema P es centra

en considerar la série

S (fquese/ [qwa) v

—_——
<n

i mirar de verificar que aquesta convergeix efectivament cap a

f.

En el treball de Liouville, aquest problema es divideix
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en dos subproblemes, a saber:
Problema Pl: Verigicar que La sénie (7) &8 convergent.
Problema P2: Verifican que La seva suma €5 precisament £a funcié -C .

Es de notar que, en aquell temps, el fet de distingir bé& aques-
tes dues qgliestions no era pas trivial. Almenys, en el context
de les séries de poténcies s'estava acostumat a assimilar auto-
miticament tota funcid amb la seva série de Taylor, no sent

fins Cauchy [1829: 10°%€

legon ] que es va donar un exemple
d'una funcid de la qual la série de Taylor convergia cap a un
limit diferent de la funcid original.

Tal com fa Liouville en els seus treballs, en el que
segueix limitarem la nostra consideracid al cas en que els coe-
ficients L,H de les eqguacions (B2) i (B3) s6n finits. En

cas contrari, els cdlculs resulten diferents i una mica més com

plicats, perd les idees directrius sén les mateixes.

2. El problema PO: Existé&ncia d'infinits valors propis reals.

Per a cercar les possibles solucions del problema de valors

propis (B), Sturm, Liouville, i els seus predecessors comenga-
ven per considerar el problema que resulta de substituir la con
dicid (B3) per una segona condicid a l'extrem x=o . Per exem
ple, aquesta nova condicid pot ser V\x=:=4 . Al posar aques-

ta condicid en lloc de (B3) anem a parar al problema seglient:
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(kV'y -V + I"%V = o (B1)

(RVI-LV)|_ = o U
vl =4
o (B3)

A diferéncia de (B), aquest nou problema, que anomenem (C), pos
seeix ~ una solucid finica per a cada valor de r (aquesta propie
tat &s estudiada a l'apartat seglient). En el que segueix, la
dependéncia d'aquesta solucid respecte el parametre ¢ 1la indi
carem mitjancant la notacid N(=;r) . Per a cercar les possi-
bles solucions del problema de valors propis (B) es tractard de
veure per a quins valorsde r la funcid x+—»V(x;r) compleix

la condicid (B3). Dit d'una altra manera, els valors propis se

ran les solucions de l'equacid transcendent
'llf(r\ = \'{V‘(L;r\ + H\I(L;f\ = o0 (8)

on la prima segueix indicant la derivada respecte a x. Poste-
riorment, aquesta equacib ha rebut el nom de "equacid caracte-
ristica", terminologia que, com hem dit abans, prové del cas
dels problemes de valors propis algebraics. En tal cas, la "equa
cid caracteristica", &s adir l'equacid que determina els "nom-
bres caracteristics" (valors propis), té& la forma W\ = ‘
det(A-rI) = o , on A representa la matriu de coeficients,
del sistema i ] 1la matriu unitat. Una difer&ncia essencial
entre el cas algebraic i el que ens ocupa a nosaltres &s que,

en el primer, la funcid® W &s un polinomi, mentre que en el pro
blema de Sturm-Liouville es tracta d'una funcid "transcendent",

és a dir, una funcid donada per una série (infinita) de potén-

cies.
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Un primer conat de resoldre el problema PO en un cas par
ticular perd no trivial es troba a Fourier [1822: §118-120].
Havent obtingut TJ(\ en forma de s&rie de poténcies de f ,
Fourier es va mirar aquesta série com un "polinomi de grau in-
finit", i per tant, segons ell, amb infinites arrels, les quals
en principi podien ser reals o complexes. Despr&s, usant un re-
sultat que només estd garantit per a polinomis de veritat, Fou-
rier dedula que no hi podien haver arrels complexes, i per tant
les infinites arrels havien de ser totes reals.

Aquesta demostracid del cardcter real dels valors propis
va ser gliestionada immediatament per Poisson [1823aj, gui en
aguest article i un de posterior [1826], en va donar altres de-
mostracions més s6lides. La segona d'aquestes demostracions es
la que s'acostuma a seguir en l'actualitat; en ella el caricter
real dels valors propis es dedueix de manera immediata a par-
tir de la propietat d'ortogonalitat de les funcions prdpies: si
la parella (V,r\ constitueix una solucid del problema de va-
lors propis (B) i € té& una part imagindria no nul.la, lla-
vors el cardcter real dels coeficients de les equacions implica
que (V)F) constitueix una altra solucid de (B) (la barra indi
ca conjugacid complexa); com que Y i ¥ - s0n diferents, )

i V han de satisfer la relacid d'ortogonalitat f%v7'=53yvﬁ= 0,
la qual cosa implica que V=0. ’ °

Tanmateix, amb aix® encara restava pendent el que nosal-
tres hem enunciat com a problema PO, a saber, veure que el pro
blema de valors propis (B) tenia una infinitat de solucions.

La resolucid d'agquest problema &s un dels miltiples resultats
fonamentals del treball de Sturm. Aquest autor va estar estudiant

les equacions que ens ocupen i altres de similars a partir del
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1829. A part del fet d'estudiar aquestes equacions per via direc
ta, sense resoldre-les explicitament, el treball de Sturm té& un
altre component també& forcga original, que é&s l'especial atencid
que va dedicar a l'estudi de les propietats qualitatives de les
solucions, com per exemple el seu nombre de zeros en un determi-
nat interval. L'exposicid del notable treball realitzat per
Sturm mereixeria la dedicacid de tot un altre article tan o més
llarg que el present. Aqui només recollirem el resultat que

suposa la resolucid del problema PO:

Teorema (Sturm [1833a, 1833b]l). EL problema de valors propis (B)
& una infinitat de solucions reals (N, G (w=0,4,..) on e, (V\=O,A,,..‘)
85 una Auccessil creixent que ftendeix cap a +oo £ cada N, €5 una funcid

que t6 exactament w zenos a £'interval obernt (0L .

En linies molt generals, la manera com Sturm va obtenir aquest
resultat consisteix en mostrar que, per a cada r real, la fun
cid 7(.!—7-kV'(x;r\+HV(‘L;I‘) t8 infinits zeros a 1l'interval [0,%) i
que a mida que ¢ augmenta, aquests zeros van apretant-se ca-
da vegada més cap a l'origen; els valors propis , s'obtenen

cada vegada que un d'aquests zeros passa pel punt <=L .

3. Els treballs de Liouville. L'exist&ncia de solucid dels pro-

blemes d'equacions diferencials ordindries.

Les investigacions de Liouville sobre el problema que ens ocupa
es remunten tamb& a l'any 1829 (quan ell tenia vint anys). La

contribuci® de Liouville estd continguda en els seglients tre-
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balls: (1) Una memdria primerenca "sur La théornie analytique de La
chaleur” [1830]; aquesta constitula una versid retallada de

dos treballs presentats a l'Académie des Sciences de Paris el

15 de febrer i 16 d'agost de 1830, els quals portaven el titol
de "Rechenrches sur La théornie physico-mathématique de La chaleur”
(aquests dos treballs havien estat precedits per un altre presen
tat el 29 de juny de 1829, perd actualment nomé&s es conserva el
manuscrit del 16 d'agost de 1830). (2) Tres memdries principals
"surn Le dévelLoppement des fonetions ou panties de fonctions en sénies dont
Les divens tenmes sont assufettis a satisfaire & une méme Equation dif4é-
rentielle du second orndre contenant un parampire variable” [1835b, 1837a,
1837b] . (3) Varis treballs adjacents [1836, 1837c, 1838], el
segon d'ells en col.laboracid amb Sturm.

La memdria de [1830] conté& ja la majoria de les idees di
rectrius dels treballs posteriors, perd a un nivell d'elabora-
cid bastant deficient i, en particular, bastant mancat de rigor.
A titol d'anécdota, diguem també& que la publicacibé d'aquest pri-
mer treball fou acompanyada d'una nota on l'editor es disculpava
de lliurar al lector un treball tan mal redactat: "Je crods devoin
m'excusen, vis-a-vis du Lectewr, de Lul Livrern un mémoire aussi maussade-
ment, fe puis méme dire, aussd inintelligibLement né€digé€.... Je ne prétends
contestern aucunement La capacité mathematique de M. Liouville: madis A quoi
sent cette capacité, 84 elle n'est accompagnée de L'ant de disposer, de
L'ant de se hairne Line, entendre et golter'.

Com veurem en els apartats subseqlients, la contribucid
de Liouville concerneix sobretot els problemes Pl i P2, encara
gue de pas també& obté una resolucid del problema PO per un cami

independent del de Sturm. D'altra banda, com veurem tot seguit,
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arrel de 1l'estudi d'aquests problemes, Liouville també& va fer
una contribucid pionera forga notable en el terreny dels teore-
mes d'existéncia de solucid dels problemes d'equacions diferen-

cials ordinaries.

El primer que va fer Liouville a l'enfrentar-se amb el
problema P va ser cercar una expressid el més explicita possi
ble per a la solucib dels problemes (B) o (C) . Com veurem a
continuacid, el resultat va ser l'obtencid d'una expressid en
forma d'una série uniformement convergent. Aixd estd fet en
[1830] per al problema (B) i en [1835b : p. 255-256, 1837a:

p. 19-22, 1838: p. 565-568] per al problema (C).

El procediment mitjangant el gual Liouville obté& la solu
cid de 1l'equacid diferencial en forma de série uniformement con
vergent &s essencialment el que ara en diem "métode d'aproxima-
cions successives”, el qual es troba a la base de diversos teo-
remes d'existéncia fonamentals de 1l'andlisi matemadtica. De fet,
es pot dir que [1830] constitueix el primer lloc on apareix
aquest m&tode de la manera que l'entenem avui dia, aixi com tam
bé representa la primera demostracid publicada d'un resultat no
trivial d'existé@ncia de solucid per a equacions diferencials
ordindries. Encara que Cauchy s'havia plantejat de manera molt
més directa la qliestid de l'existé&ncia de solucions per a les
equacions diferencials ordinadries, els seus primers resultats
en aquest sentit, obtinguts pel "mé&tode dels poligons", tot i
datant de [1824], no van ser publicats fins al1835al. Respecte

al "métode d'aproximacions successives”, molts autors conjectu-
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ren que Cauchy tamb& el deuria conéixer, encara que els més
entesos precisen que només l'utilitzava com una té&cnica de mani
pulacid formal per a l'obtencid de solucions en forma de série;
de fet, el mateix Liouville, en fer unes manipulacions d'aquest
estil [1837a: p.21] ja diu explicitament que ho fa "conformément
a La méthode connue des approximations successives™; aixi doncs, el que
devem a Liouville no &s tant aquest esquema formal com el fet

de convertir-lo en una demostracid rigorosa d'existé&ncia i unici
tat, que &s la manera en qué avui dia s'enté&n el terme "mé&tode
d'aproximacions successives". Després dels treballs de Liouville
dalt esmentats, 1'Gs del mé&tode d'aproximacions successives per
a demostrar l'existéncia de solucid en problemes d'equacions
diferencials ordindries apareix a les "legons de caleul différentiel
et de caleul intégral nedigées principalement d'aprés Les méthodes de M.
A.-L. Cauchy” , de F.N.M. Moigno [ 1844]; tanmateix el fet de que
aquest autor ho presenti només per a equacions de segon ordre
suggereix fortament que en aquest tema concret la seva font era
Liouville i no Cauchy. Per a acabar aquest comentari diguem

que, posteriorment, els teoremes d'existéncia de solucid d'equa
cions diferencials ordindries basats en el métode d'aproxima-
cions successives ha estat generalizats fins a incloure el cas

d'equacions no lineals, la referéncia standard essent el treball

de Picard [1890].

Per tal d'obtenir una expressid el més explicita possible
per a la solucid del problema (C), Liouville [1835b: p.255,
1837a: p. 191 va comengar usant el "métode d'aproximacions suc-

cessives entéds en el sentit purament formal que tenia en aquell
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temps, la qual cosa va resultar en l'expressid segiient:

V = o+ Pa+ fpo oo (9)
on les funcions fh vénen determinades iterativament per les

relacions seglients

4+H’“éis

b = o

2 x (10)
o = | S o pude (eh2)

o, el que &s equivalent, per les segients equacions diferencials
amb condicions a x=0 :

(kpd) = o, (Rp-bpd| =0, el =7

(11)
(ep) = (Q-f%\)'(’m; (h'ﬂ“JA@.\\*: o, pl =o (n=az,x)

El fet de que la funcid V aixi definida sigui solucid de (C)
&s conseqgiidncia del fet de que les funcions f» sén solucions
dels problemes (11). Clar que, en rigor, la deduccid directa
de (C) a partir de (1l1) necessita que la série (9) es pugui de
rivar terme a terme, perd aixd es pot arreglar utilitzant el
fet de que la sé&rie (9) &s uniformement convergent. De fet, una
manera d'arreglar aix3, i molt probablement la me$ elemental de

totes, la proporciona precisament el raonament que seguim a con

tinuacid.

# aquestes equacions, i altres de similars gque vindran a continuacid les
escrivim de la mateixa manera en qué ho feia Liouville; una manera més
precisa, perd també més enfarragosa, d'escriure aquestes equacions és

la seglent:

~ 4 "
‘(‘o("‘—\ = A % {'\ SOE@\

~ £
P = S T:TETS (Q(u\\—l‘%lq\\) Py alv] 3k
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Respecte a la convergéncia de la série (9), Liouville

[1837a: p.29] observa que a partir de (10) s'en dedueixen les

acotacions
el € (GPV 2o (he2,)
ool < (SEY Z5 42,

(12)
on G = \ma.xlﬁ—r%\l K= \MM\R, P= max\pol 5

d'aixd s'en dedueix que, a l'interval [°/L] , la sé&rie (9) esta
dominada per la série numérica ZM"/(ZVQ\_ (M:G.H:‘/K) , la
qual cosa implica la convergéncia uniforme de la sé&rie (9).

En termes de les sumes parcials v = pr. , (9) i

i<n
(10) prenen la forma seglient:

Vo= fim V@ (13)

n-5 00
i e 5 (e
= U ) v = )(,o + J ‘i\;-‘—j (at-(‘%\ \Y) e (V\=4,2,.“) . (14)
L=

o

yplo)
v

Prenent limits sobre (14), limits que es poden intercanviar amb
les integrals grdcies al cardcter uniforme de la convergéncia de
VM cap a V , veiem que la funcié V definida per (9) i

(10), o bé (13) i (14), satisfd l'equacid integral

V o= o Sjé_;& S:L(Q-r%\\fdx-— (15)

Com es verifica facilment, el fet de que V satisfaci aquesta
equacid és totalment equivalent al fet de ser solucid de (C).
Amb el raonament precedent gqueda demostrat que la funcid
V definida per (9) i (10), o bé& per (13) i (14), é&s solucid de
(C). De fet, Liouville també& va demostrar la proposicid recipro
ca, a saber, que si V &s solucid de (C), o equivalentment de

(15), llavors V ha de venir donada forcosament per la série
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(19). En efecte, partint de l'equacid (15), Liouville [1837a:
p.21] observa que si al segon membre d'aquesta equacib es subs-—
titueix V per l'expressid que en dbna aguest mateix segon mem

bre, llavors s'obté 1l'equacid

2

L e P T

si ara el segon membre d'aguesta nova equacid es torna a subs-
tituir V per 1l'expressi6é donada per (15), i aquesta mateixa

operacid se segueix repetint de manera successiva llavors s'obté que

Vo= fo+pu+ S O Ra

on els residus successius R“ vénen donats de la manera seglent:

Ra = r% rc((-rﬁr\ R che—  (#=1472,..)

‘o ‘o

R, = V

)
A partir d'aqui Liouville observa que les funcions K, estan
acotades per una expressid andloga a (12), la gual cosa mostra
que aquestes funcions tendeixen uniformement cap a zero. Amb
aixd queda demostrat que V ve donada per la série uniformement

convergent (9).
En total tenim doncs el seglient resultat:

Teorema (Liouville [1837al). EL problema  (C) posseelx una s0luctd

anica, La qual ve donada pern La série uniformement convergent (9)-(10).

A part de representar la invencid del mé&tode d'aproxima-
cions successives en el sentit que té& avui dia, els raonaments
precedents tamb& contenen un altre element forga important, que

8s la reformulacid del problema original en forma d'una equacid
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integral. A l'apartat que segueix veurem com, per a resoldre el
problema P1, Liouville es va basar també en la reformulacid de
(C) com una equacibé integral, perd no pas la mateixa sind una
altra de diferent. Amb aixd, Liouville es converteix també& en
un dels pioners en l'utilitzacid d'equacions integrals per a
1'estudi de problemes d'equacions diferencials, t&cnica que
posteriorment ha adquirit una importancia fonamental, especial-

ment en el camp de les equacions en derivades parcials.

4. El1 problema Pl: Convergéncia del desenvolupament d'una fun-

cid en série de funcions prdpies.

Recordem que els problemes Pl i P2 es refereixen a la série
(7), la qual hauria d'expressar una funcid F com a combinacid
de les infinites funcions prdpies \k del problema (B). En par
ticular, el problema Pl es limita a la qliestid de verificar la
convergéncia d'aquesta série. La manera més elemental de tractar
un problema d'aquest estil consisteix en acotar la s&rie funcio
nal gque ens interessa per una série numérica convergent; si es
logra aixd, llavors gqueda establert que aquella série funcional
&s uniformement convergent. De cara a aplicar aixd al nostre
cas, de seguida es veu venir la necessitat de disposarvd'aco-
tacions adequades per a les funcions V; ; concretament, a la
vista de la forma concreta que té€ la sé&rie (7) es veu gque nece-
ssitarem acotacions superiors de hhpq\ , aixi com també& aco-
tacions inferiors de les integrals j:%Nf_ . Respecte a les

funcions Vi, es recodard que aquestes es troben considerant
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la solucibé de (C), que ara sabem que ve donada per (9) i (10),
i ajustant el pardmetre ¢ als valors que fan que es compleixi
1'equacid caracteristica (8).

A [1830], on es considerava el cas l\=p1=«>, Liouville
ja va intentar dur a terme aquest programa partint d'una expre-
ssid andloga a (9)i(10) la qual dbéna la solucid del problema
que correspon a (C) en el cas £\=Fh=m ; tanmateix, el resultat
va ser bastant deficient, doncs els raonaments utilitzats eren
molt poc rigorosos. Més endavant perd, a [1837al, Liouville va
trobar la manera d'arreglar les coses i fer l'argument total-
ment rigords; el resultat &s 1l'argument que exposem a continua-

cié.

Abans de tot, notem que, per a estudiar la convergéncia
de (7) nom@&s cal acotar els termes corresponents a valors grans
de ¢ ; per tant, tenint en compte el teorema de Sturm (§2), no-
més caldrd que ens preocupem de considerar el problema (C) per
a valors grans de . En particular, no hi haura problema en
restringir la nostra atencibd a valors positius de r, 1la qual
cosa &s convenient per al raonament que segueix; d'acord amb
aixd i per a simplificar la notacid que segueix, d'ara en enda-
vant posarem F:zf? on F serd suposada real i positiva. Una
primera observacid important que va fer Liouville [1837a: p.22-
23] &s el fet de que mitjangant els canvis de variable

d5 = (ﬁ/k\‘h’&«. i V= (ca\'iil’*\/ (que ara reben el nom de "trans-
formacid de Liouville"), el problema es redueix al cas hs=%=4 .

En aquest cas el problema (C) pren la forma seglient:
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v -y +f>"V = o (B1')
V' -hV)| = o (B2") } (C)

Xzo
Vi =4 (c3")
Després de fer aquesta transformacid, Liouville [1837a:
p.24] reformula el problema (C') en forma d'una equacid inte-
gral, perd aquesta vegada no utilitza pas l'equacid (15) sind

la segiient:

Voo, = cospx. + XL%.".‘J?Z_“ + %5 Mv\f?(x-%\ LUg) V(E\ df (16)

Aquesta equacid correspon a tractar el sistema (C') com si (Bl')
fos una equacid no homogénia de terme independent Y (noti's
que el cdlcul corresponent es pot fer de manera explicita gra-
cies a que abans hem transformat el problema al cas de coefi-
cients k i %. constants) .

L'avantatge d'utilitzar l'eguacid (16) enlloc de (15)
prové bdsicament de la preséncia del factor 4 davant de la
integral. Com diu el mateix Liouville [1837a: p.25], aixd fa
que l'esquema d'aproximacions successives corresponent a (16)
convergeixi més de pressa com més gran sigui P . Com veurem en

el que segueix, aquesta propietat permet d'obtenir expressions

asimptdtiques cada vegada més acurades per a la solucid de (C').

Per comengar, a diferéncia de (15), l'equacid (16) per-

met facilment de veure que, quan pfe , la solucié V de (C')
g

roman acotada de manera independent de f;. Efectivament, si po
sem M = wax (V) , 1l'equacid (16) permet de deduir que
0¢ g\ i
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M < \’A foV' + 2=m
+ p) + 2

on A= waxi\ll ; si restringim P als valors superiors a AL,
aquesta desigualtat permet de deduir una acotacid superior per
a M, 1 per tant per a VG| . En total resulta que, si fi-
Xem ﬁ)))\. , llavors, per a qualsevol ,o)ﬁo es compleix la

seglient acotacid

Ve < i"*a\/@? (17)

A— '>\L/P°

Si ara "reciclem" aquesta informacid introduint-la al segon mem
bre de (16), llavors aquesta equacid ens permet de deduir que

en realitat V t& la forma seglient:

Y (18)

V(-x.\ = CJOSFX_ + ——

on el simbol '\\) indica una funcid indeterminada de x,F la
' gqual sabem que roman acotada quan P‘\‘oo (&s a dir, que quan P
supera un cert valor, N)(—x‘o\[ es manté sempre inferior a una
constant finita). AixiI doncs, la fbérmula (18) ens diu gque a mi-
da que FTm la funcid V &s cada vegada mé&s propera a tospx. -
En el que segueix, el simbol \\) seguird representant
una funcid indeterminada de °<,JO, que en general serd cada ve-
gada diferent, la qual sabem que roman acotada quan PToo ;7 1l'ds
d'aquest simbol multiplicat per una o altra funcid de /a ens
permetrd d'expressar el comportament asimptdtic de les diverses
gquantitats que ens interessen quan el pardmetre /o tendeix cap
a o (aixi per exemple, en aguesta notacid el fet de que Vi)

es pugui acotar per una constant independent de F)ﬁ s'expres
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sa senzillament mitjancant la férmula Veq-=w¥ ). Aquest siste
ma de notacid asimptdtica va ser introduit per Liouville en la
tercera memdria de la sé&rie que estem comentant [1837b: p. 426]
(encara que algun indici es troba ja a [1837a: p.28]). En 1l'ac-
tualitat s'acostuma a utilitzar una altra notacid, introduida
bastant despré&s de Liouville per E. Landau, en la qual els ter-
mes del tipus \P‘RF\ s6n denotats @)Gﬂoﬂ ; encara que amb-
dues notacions sdn certament equivalents, potser la més entenedo
ra sigui precisament la de Liouville mé&s que la de Landau.
Derivant l'equacid (16) respecte a ¢ s'obt& una nova

equacid integral que dbna \Il a partir de V, a saber:

e
Vi) = —painpxe + A wspx. + ‘ COSio(—x.E\ Ue) Vie\ df (19)
! ’ Yo

Si al segon membre d'aquesta equacid s'hi introdueix 1l'acotacid

(17), 1llavors s'obté la seglient expressid asimptdtica per a V'

V@l = —PAMFx + ¢ (20)

Per a obtenir informacid sobre la forma asimptdtica dels
valors propis i funcions prdpies del problema (B) (amb kﬁ:?:A )
només cal introduir les expressions asimptdtiques (18) i (22) a
1l'equacid caracteristica (8). Al fer aixd veiem que aquesta pren

la forma seglient:

b

Aixi doncs, per sobre d'una certa {9 els valors caracteristics
o

de F vénen determinats per les interseccions de la corba se-
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noidal \6.—:)‘(“PL amb una corba desconeguda y = ‘\\)(L,P)/F la
qual corre per entremig de les dues hipdrboles Lzr:-.;t M (vegi's la

figura adjunta)

Com es veu facilment, aixd implica que hi ha d'haver almenys un
valor caracteristic de 10 en cadascun de certs intervals cada
vegada més petits disposats al voltant dels nombres E\‘_‘_ , on
n recorre tots els nombres enters a partir d'un cert n, (a
la figura precedent aquests intervals han estat indicats amb un
trag més gruixut). Noti's que en realitat aixd representa la
resoluci6 del problema PO per un cami independent del de Sturm.
Si tenim en compte la informacid adicional que proporciona el tecrema de
Sturm (82), a saber, que la funcid prdpia h-8ssima posseeix exacta-
ment w zeros, llavors podem veure que en realitat cadascun
dels petits intervals abans esmentats cont& només un sol valor
caracteristic de IJ , 1 gue el corresponent valor propi de (

és precisament el que fa W dins de tota la seqgli€éncia completa
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(comengant per w=0 ). En total, aquestes observacions ens per
meten de concloure que els valors caracteristics de f) s'ajus-

ten a la f6rmula asimptdtica seglient:

= wm b
Pa Tt w (22)

on ﬂy representa ara una funcid indeterminada de m la qual
roman acotada quan w-so , significat que mantindrem d'ara en
endavant. De 1l'expressid (22) s'en dedueix immediatament que
els valors propis i funcions prdpies del problema (B) (amb

k=%ﬁ4) s'ajusten a les f6rmules seglients:

“n=(\+~\\’ (23)

Vo = easv% + 35— ) (24)

la primera d'aquestes fdrmules resulta d'elevar (22) al quadrat,

i la segona s'obté introduint (22) a (18).

Passem ara a utilitzar aquesta informacié per a acotar
el terme general de la s&rie (7), que en el cas k= 1 1 ve
donat per chw\_ V dx) ( V“{Axb V, . Aixd ho farem en el
supdsit de que la func16 f és dues vegades derivableramb deri
vada segona continua a [o,L] i a més satisfid les condicions
de contorn (B2) i (B3) (amb Q posada en el lloc de V ). En
tal cas, el factor y:Vutdag pot ser transformat de la manera

seglient:
j:"““’“ - --F;SW“ () e = -ng () de (25)

on en el primer pas hem utilitzat el fet de que VL és funcibd
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prdopia de valor propi Y, , i el segon pas resulta d'integrar
per parts dues vegades utilitzant el fet de que tant V; com
{: satisfan les condicions de contorn (B2) i (B3). Aquesta
transformacid resulta molt profitosa doncs, basant-se en 1l'ex-
pressid de més a la dreta, les fbdrmules asimptdtiques (23) i

(24) permeten d'obtenir l'estimacid segiient

SL\]“{.,;{,(_ = lb_ (26)

ne-
la qual no &s gens evident de manera directa. Respecte al fac-

L
tor S\I:'dx_ , la f6rmula (24) implica que
o

L
2 L VY

0

En total, combinant les estimacions (26), (27) i (24) s'obté

que
eV = ¥
non w- (28)
la qual cosa ens diu que la sé&rie (7) estd dominada per una
M
série numérica de terme general ol Com que aquesta série

numérica &s convergent podem concloure doncs que la sé&rie (7)

&s uniformement convergent, que &s el que voliem demostrar.

Amb aix® queda resolt el problema Pl en el cas k=%=4 ’
i procedint a través de la transformacid que hem esmentat al
principi es d6na compte també& del cas general. En total, el re-

sultat obtingut es pot enunciar com segueix:

Teorema (Liouville [1837al). S& F &5 dues vegades derivable, amb

derivada segona continua a TO,L] , & a més satis§ad Les condicions de
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contorn  (B2) 4 (B3) (amb { posada en el LLoc de V), Lavors La

sornde (7)) 65 uniformement convergent..

Aixi com les expressions asimptdtiques (18) i (20) foren
obtingudes introduint l'estimacidé inicial (17) al segon membre
de les equacions integrals (16) i (19), si després es torna a
fer el mateix perd partint de 1l'expressid més acurada (18), 1lla
vors s'obtenen unes expressions asimptdtiques encara més acura-
des (en les guals el terme desconegut é&s de la forma wp/fl ) .
Basant-se en aquestes expressions asimptdtiques d'ordre supe-
rior, Liouville [1837b] va ser capa¢ d'establir la convergé&n-—
cia de (7) sota hipdtesis més febles respecte a la funcid ( .
Concretament, el que fa Liouville &s veure que la sé&rie (7) es
pot descompondre en la suma de la sé&rie de cosinus de ? més
una série uniformement convergent; amb aixd, el problema queda
reduit al cas trigonométric, el qual havia estat resolt prévia-
ment per Dirichlet [1829b]. Aixi doncs, el resultat obtingut
d'aquesta manera é&s el seglient:

Teorema (Liouville [1837bl). La série (7) €4 convergent en 2tois
els punts on ho sigui La sénie de cosinus de \Q} i 54 aquesta GLtima €5
uniformement convengent LLavors La sénie (7))  també t€ La mateixa prople
tat.

Corol.lari. Lla sénie (7) 65 convergent en tots els punts =& (o,L)

on F- es continua.
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5. El problema P2: Coincidéncia de la suma de la série amb la

funcidé desenvolupada.

Amb aix® ja només resta pendent el problema (P2) : donant per
suposat que la série (7) &s convergent, es tracta de verificar
que la seva suma coincideix amb la funcid g . En realitat,
dins de la seva série de memdries principals sobre el tema que
ens ocupa, Liouville es va ocupar del problema P2 abans que del
Pl, dedicant-hi la primera de les tres memdries gue composen

la s&rie [1835b].

En aquest treball, Liouville suposa implicitament que la
série (7) &s convergent; de fet, per a ser exactes cal suposar
a m8s que aquesta convergé@ncia &s uniforme, hipStesi que adopta
rem en el que segueix; segons els resultats de l'apartat prece-
dent, agquesta hipdtesi es compleix per exemple si c &s dues
vegades derivable, amb la segona derivada contfnua a {9tl, i
a més satisfd les condicions de contorn (B2) i (B3). Sigui F
la funcid que s'obté al sumar la série (7); el problema P2
consisteix en demostrar que F::F . Amb agquest objectiu, Liou-
ville va observar que, partint de la definicidde F , la propie

tat d'ortogonalitat de les funcions prdpies permet de deduir

que
L L
_Y %V“F dw. = E %V“{:dx_ (V\=O'4/ 3
0 )

o, el que é&s equivalent, F»F 8s ortogonal a totes les funcions

propies:
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L
fca\l,.(F-C\d«_ = o (h=04,..) (29)

A continuacid, Liouville va mirar de veure que aquesta
propietat implicava que F-—F= 0. En aquest sentit, Liouville
mostra que la propietat precedent implica que la funcid F—F
t& una infinitat de zeros a l'interval (¥, ; en efecte, en
cas contrari es podria trobar una combinacid lineal finita de
les funcions propies la qual tingués els matgixos zeros que
F-f , i per tant no seria ortogonal a F-f , contradint
aixi la propietat (29). Havent vist aixd, llavors Liouville con
clou sense m@&s gue la funcid F—-F ha de ser nul.la.

Evidentment, aquesta Gltima deduccid é&s bastant gratuita,
doncs &s clar gue una funcid pot tenir infinits zeros sense ne
cessitat de ser nul.la (aquesta possibilitat es podria eliminar
si sapiguéssim que la funcid F—'F és analitica a un entorn de
fo,L] ; tanmateix, encara gue suposéssim qué F satisfa aquesta
condicid, no es veu pas gens clar com podriem demostrar que ¥
posseeix la mateixa propietat). El cert &s que el cas d'una
funcid amb infinits zeros perd no nul.la escapava bastant de la
nocid de funcid que es tenia en aquell temps. A [1838: p.602-
603] Liouville deixa entreveure una mica la seva manera d'enten
dre, o millor dit, de no entendre la qliestid, doncs comenta que
"Po sens prbeis du théondme ... consiste en ce que, entre Les Limites >, X
[ que corresponen a 0,1 ], A€ ne peut exister aucun intervalle ind 84
petit qu'il soit, dans Lequek ey [=Fe-{e\]  ait une valeurn consta-
tamment o ou comstamment <o . 1L powrra doncs se faire que La fone
tion  Qbey Etant nutlle en général, 504% cependawt‘diéﬁ&entg de zéro pour

centaines valeuns £s0€ées de = ; mais cet incovénient n'est point a
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craindne Lonsqu'on sait d prioni que  PEe)  est une fonetion continue”
(l1'emfasitzacid é&s de Liouville). Mé&s endavant, en una apuntacid
seva datada del 7 del setembre de 1840 (vegi's Liitzen [1984:848]),
Liouville demostra entendre el problema bastant millor, doncs el
que li preocupa é&s la possibilitat de que F——F pugui "s'évanowin
un nombre infini de fois dans chacun des intervalles infinimens petits com-
pris entre et x+e , X-e et X ",

Sigui com sigui, Liouville era conscient de que el seu tracta-
ment del problema P2 no era del tot satisfactori, doncs en va-
ries ocasions posteriors va explorar altres linies d'atac, enca-
ra gue sense &xit. Aixi, a [1837c], escrit en col.laboracid
amb Sturm, es demostra que la funcid F—F no sols compleix (29),

sind que en general es compleix la seglient propietat molt més for

ta:

SL %V‘.(F-Q dw = 0 (Vee R) (30)

0
on Vf- denota la solucié del problema (C), considerada
en funcid del pardmetre (, al qual pardmetre se ii permet de
prendre qualsevol valor real; certament, amb aixd es veu cada ve
gada més dificil que F-F pugui ser diferent de zero, perd la
veritat &s que encara n'é&s necessdria una demostracid, i aqués-
ta no &s pas present a [1837c]. Segons revelen els seus apunts
(vegi's Liitzen [1984: §49)), al llarg de 1838-1841 Liouville va
fer varis intents mé&s de resoldre el problema. El més important
d'ells es basava en fer dependre les equacions d'un nou pardme-
tre w que podia variar de manera continua fins al valor m=o0,
valor per al qual el problema que s'obtenia era precisament el de

la sd&rie de cosinus ( k-u'talh 20, h=H=0). En tal cas, el
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raonament falla degut a que Liouville pren com a convergent una
s@rie que en general podria no ser-ho. Tot i aixi, &s digne de
notar que la idea que intentava seguir Liouville constitueix
avuil dia una té&cnica standard per a reduir problemes d'equacions
diferencials amb coeficients variables a problemes andlegs amb

coeficients constants ("métode de continuacid”).

El fet é&s que el problema P2 no va ser resolt de mane-
ra satisfactdria fins a finals del segle XIX, i encara llavors
la solucid no es va trobar per al problema de Sturm-Liouville
propiament dit, sind per al problema andleg de varies variables

en qué el sistema (B) estd substituit pel seglient

2y %V

P 2V =
el w ’
V = O

on V representa una funcid definida en un domini bidimensional
£2, i [ denota la frontera de S2. La resolucid del problema
P2 dins d'aquest context va ser obra de Poincaré [1894]. Poste-

riorment el seu métode va ser adaptat al problema de Sturm-Liou-

ville per Steklov [1896, 1898, 1901].
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