LIOUVILLE I ELS NOMBRES TRANSCENDENTS

Niria Vila

En la sessib del dilluns 13 de Maig del 1844, Liouville
comunicava verbalment a 1l'Acadé&mia de Ci&ncies de Franga algu-
nes "remarques relatives 2 des classes tr&s-&tendues de quanti
t&s dont la valeur n'est ni rationnelle ni méme réductible 3
des irrationnelles algébriques”. D'aquesta manera neixia una
nova branca de la Teoria de Nombres, la dedicada a l'estudi
d'aquests nombres ni racionals, ni reductibles a irracionals
algebraics, que s'anomenen nombres transcendents.

Liouville s'adona que els nombres irracionals algebraics,
€é€s a dir, aquells que sb6n zeros de polinomis amb coeficients
enters, no poden estar, en cert sentit, massa a prop dels nom-
bres racionals. Aquesta observacid 1li va permetre construir
efectivament, per primera vegada, nombres irracionals no alge-
braics, &s a dir, nombres transcendents.

La distincid entre nombres racionals i nowmbres irracio-
nals, aixi com la irracionalitat de certs nombres havia preocu
pat des dels antics. Particularment, l'estudi del nfimero T,
vinculat amb el problema classic de construir un gquadrat amb
3rea igual a la d'un cercle donat, t& 4.000 anys d'antiguitat.

D'altra banda, l'estudi del nGmero 7 ha estat, sobretot des
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'Buler, molt relacionat amb el d'un altre nombre, el nfimero e.
AixiI, mitjangant 1'Gs de fraccions continues, Euler el 1737,
prova la irracionalitat d'e i, el 1761, Lambert confirmd la
de .

L'estudi de les fraccions continues i la seva utilitza-
ci6 en l'aproximacié d'irracionals per racionals va &sser molt
desenvolupada el segue XVIII i molts resultats fonamentals en
foren provats. Aixi Lagrange (1768) provd el teorema seglient:

Si @ 8s un nombre irracional quadritic, aleshores la

seva fracci6 continua &s periddica a partir d'un cert

rang i existeix una constant c(a) > 0 tal que

ba - /0> cla) q 2

per a tot nombre racional p/q.
Destagquem una mica el gue ens diu aquest resultat: per racio-
nals es pot aproximar tant com es vulgui per racionals, una
aproximaci6 amb error de l'ordre del invers del denominador

al guadrat no es pot per tan fina com es vulgui per irracio-

nals guadratics.

D'altra banda, Dirichlet (1842) demostrd el conegut re-

sultat:

Per a tot nombre irracional « existeix una successid
infinita de racionals p/q tals que
| o - | <1/ 2
p/q /q

Amb aquests precedents, Liouville (1844) provd el seu
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célebre resultat, que &s una generalitzacid del de Lagrange:
Si a &s una arrel d'un polinomi irreductible de grau

n > 1 amb coeficients enters, aleshores existeix una

constant c¢(«) tal que
- > cla
| [4 4 p/ ] ( )/;[n

per a tot nombre racional p/q.

Liouville presentd aquest resultat a l1'Acad@mia en ter
mes de fraccions continues. En la sessid del 13 de Maig del
1844, en comunicar el resultat, dond una primera prova, on uti-
litzava un resultat de Lagrange sobre fraccions continues. En
la sessib segiient, 20 de Maig, dond una altra demostracid inde
pendent del resultat de Lagrange. Finalment, en publicar el re
sultat, el 1851, (cf.[7].3), dond una formulacié independent
del llenguatge de fraccions continues, tal i com s'ha enunciat
aqui.

La demostracib 4'aquest teorema &s sorprenentment fa-
cil, en efecte: Sigui f(x) € Z[x] un polinomi irreduible de
grau n tal que f(a) = 0. Es clar que' qn f(p/q) &s un en-
ter i per tant an f(p/q)l 2 1. Podem suposar gue Ia-p/q|<l,

pel Teorema del valor mig s'obté que:
£ = | f(a) - £ | <la - Al
! (p/q)l | £(a) (p/q) p/q

on A = sup | £'(x)!.
| x-a] <1
La importdncia i transcend@ncia d'aquest resultat rau
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sens dubte en que dbna el primer criteri efectiu per construir
oo

nombres transcendents. Aixi « = 0,11000100... = X, 1070!
r -
&s un nombre transcendent. En efecte, sigui ar= X 10 n! =p/q'
n=1
FI % . -n! r!
p =10 nrz_:llo q = 10 ' quem ' (p,q) =1
la-a | = la-p/ | = 3 . 1070 o(Tt)L 5 147
r p g n=r+1 n=0
~r!
< qo-frtl)r 5, _ Z. 10
qr

-1 |
Ara, si r 2 n 1i suficientment gran, Z. 10 < c(a) i

-1l
Z.10 7° _ c(a)
- <
|« p/q| < = < = .

Per tant hi ha una infigitat de nombres racionals satisfent

| o - p/ql << c(a)/qn i aixd contradiu el Teorema de Liouville.
Per tant « no pot &sser arrel d'un polinomi irreductible amb
coeficients enters de grau n, en conseg&ncia « és un nom-

bre transcendent.

Molts d'altres nombres transcendents poden determinase
utilitzant el Teorema de Liouville (cf.[7]), per exemple quan
titats de la forma ngl kn /ln!, on els kn sén enters amb
valor absolut acotat. 1 &s un enter arbritati. Els nombres
d'aquesta forma, &s a dir, els nombres reals § aproximats
per una successid de racionals pn/qn tals que |§ - pn/qnl <
< l/q‘gn , on l.m sup wWo T % sg'anomenen nombres de Liouville
i s6n transcendents.

Aixi doncs, podem dir que el Teorema de Liouville per-

met construir families infinites de nombres transcendents. Una
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altra qliestid diferent i en general molt més dificil &s saber
si certs nombres concrets, com 7 o e, s6n o0 no transcendents.

Fem notar gue durant quasi 30 anus res de nou va ser
afegit al resultat de Liouville, fins gque Hermite (1873) va
establir la transcendéncia d'e. Nou anys més tard, Lindemann
(1882) publica una demostracfo de la transcendé&ncia de .

El resultat de Lindemann resol el problema classic de la qua-
dratura del cercel, mostrant definitivament gque agquesta no &s
possible.

Citem també& aqui gqgue el 1874 Cantor demostra'que "quasi
tots" els nombres sbn transcendents, amb el que la classe de
nombres transcendents &s "molt estesa- tal i com Liouville
deia en el titol de la seva Memdria.

Després de Lindemann res d'essencialment nou es va
afegir a la Teoria de Nombres Transcendents durant gairab& 50
anys. Malgrat que alguns matemdtics eminents com Neierstrass,
Hilbert, Harwitz es van interessar pels nombres transcendents,
la seva aportacid es va reduir a simplificar la demostracid
del Teorema de Lindemann.

En el Congrés Internacional de Paris del 1900, Hilbert
proposd, com el set& dels seus 23 problemes, la gliestid de
quan un logaritme irracional d'un nombre élgebraic en una base
‘algebraica &s transcendent. Una manera equivalent de formular
aguesta questid &s dir si of ha d'ésser transcendent, &ssent
a@ # 0,1 un nombre algebraic i B un algebraic irracional.
Hilbert manifestd 1l'opinid de que la resolucid d’aquet proble-
ma tindria més conseqli®ncies en el futur que la demostracid

de la hipdtesi de Riemann o de 1'Gltim Teorema de Fermat.
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El primer aven¢ significatiu en aquesta direccid el do-

8

n3 Gelfond (1929) qui prova que « &s transcendent en el cas
d'ésser f un nombre gquadratic imaginari, utilitzant té&cniques
d'interpolacié. En particular, e = (—l)i &s transcendent.
Després d'alguns altres resultats parcials, el 1934, Gelfond i
Schneider, independentment, resolen completament el 7é problema
de Hilbert mitjangant t&cniques semblants a les que havia uti-
litzat Siegel en els seves investigacions sobre les funcions de

Bessel. De fet, Gelfond i Schneider proven un resultat més gene

ral:

Si al, a2,>wl, Ty s6n nombres algebraics no nuls tal
que log «, i log o, s6n linealment independents
sobre @, -aleshores p, log ay + 32 log o, és dife-

rente de zero.

A la vista d'aquest teorema sembla natural preguntarse
si un resultat analeg seria també& cert per a un nombre arbrita-
ri de logaritmes de nombres algebraics no nuls. Aix6 fou conjec
turat pel propi Gelfond i fou provat per Baker, el 1966, qui a
més determind una cota inferior efectiva de
Iﬁl log oy oot Bn log anl.

Aquest resultat de Baker ha tingut una importdncia de-
cisiva en el desenvolupament de la Teoria de Nombres Transcen-
dents, car el disposar d'una cota efectiva t& moltes conseqglién-
cies en altres problemes de la Teoria de Nombres, com per exem-
ple en al resolucid d'equacions diofantiques i en la determina-

cid dels cossos gquadratics imaginaris de nombre de classes 1.
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{(cf. [1], [2]). Les t&cniques de demostracid del resultat de
Baker sdn extremadament dificils, diguem només que és tracta
essencialment de donar bones acotacions dels valors de funcions
analitiques convenients per a valors escaients de les variables
(cf. [1]1). Per aquestes importants i profondes contribucions,
A. Baker fou Medalla Fields en el Congr&s internacional del
1970. Assenyalem, finalment que aquest &xit de la Teoria de
Nombres Transcendents ha motivat que aquesta sigui un dels te-
mes de recerca actuals més actius (cf. [8], [9], [2]).
Reemprenem de nou el fil, destacant un altre aspecte
del Teorema de Liouville. Agquest aspecte &s el que fa referé&n-
cia a l'aproximacib dels nombres algebraics per racionals, &és
a dir, el que s'anomena aproximacid diofdntica. Liouville fou
el primer en posar de manifest que hi ha una limitacid en la
manera d'aproximar els nombres algebraics per nombres racio-
nals. El seu resultat, en aquest aspecte, no fou millorat fins
el 1909 per Thue. Thue qui estava interessat en un problema dio
fantic: Provar que l'equacidé F(x,y) =m, on F &s una forma
binaria irreductible amb coeficients enters de grau >2, té un

nombre finit de solucions, es vad adonar que necessitava un refi

nament del Teorema de Liouville: el 1909 demostra:

Ssi o &s un nombre algebraic de grau n i si k>1+ n/2,

aleshores, existeix una constant c(a,k) tal que per a

tot racional p/q és

c(a.k)
Lo - P/ql>_—T<—_
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Despré&s d'aquest resultat, els esforgcos es centraren
en tractar de disminuir el valor de k. AixiI Siegel (1921),
a la seva tesi, provd que es podia prendre k > 25 n. Perd
el resultat realment espectacular el va aconseguir Roth el
1955 en demostrar que es pot prendre gualsevol k > 2 i, per
tant, que k &s independent del grau de «. Per.aquest resul-
tat Roth va &sser mereixedor de la Medalla Fields el 1958. Ob-
servis que a la vista del resultat de Dirichlet, aquest resul-
tat de Roth &s practicament immillorable.

Fem notar ara que els resultats de Thue, Siegel i Roth
tenen tots ells una caracteristica comuna:

En ells es prova l'existé&ncia de la constant c(o,k)
perd ﬁo es dbna cap mé&tode per calcular-la ni es té& cap idea

del seu valor. La no efectivitat d'aguests resultats té& greus

inconvenients quan es pretén aplicar-los a 1 nlucid d'equa
cions dioféntiques. Un primer resultat en aqu eccib el
dond Feldemann, el 1971. Refinant els mé&todes Felde-
mann va aconseguir donar un millorament "efegf7 ama

de Liouville:

Si @ &s un nombre algebraic de gre .+  xis

teixen constants calculables c(«

k(a) <b i per tot racional p/

la - p/al > S
g

Per acabar ens proposem d’
en la resolucid d'una equacid Gromamos

rem 1l'equacid
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x3 - 2y3 =n,
on n &s un enter donat. Del teorema de Thue dedulm que per a

tot nombre racional p/q, g > 0, é&s

|2 - p/al > 25/<12'51

per a algun & > 0. Siguin «; = Iz (:;—Eiig) i
oy = V2 (:34%5¥§), les arrels cilibigues complexes de 2. Notem
qgue les parts imagindries de oy i o, s6n més grans gue 1.

Aleshores,

3293 =43 B - j D
I p 2q°71 q’l g V2. lq o lq a,l
>5 . q0.49
’ ‘s 0.49_ | h| .
En conseqglidéncia ha d'&sser g < 5+ si p:d9, (g > 0) é&s

una solucid de l'equaciés -inicial. Per tant, hi ha un nombre
finit de solucions. El-c&lcul efectiu de les solucions passa
necessariament per la determinacié d'una constant que pres-
suposa un millorament efectiu del Teorema de Liouville. En

aguest cas concret, Baker' (1964) prova que

-6
10
| V2 - p/dl > rses
q

Per tant mitjangant l'ordinador es podran determinar les solu-
cions d'aquesta equacid per cada valor de n. Per exemple,
si Ix3 - 2y3( < 10, aleshores |yl <10156.

Finalment voldria tan scls esmentar d'altres aportacions
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de Liouville en el camp de la Teoria de Nombres, si bé cap
d'elles ha tingut la transcendéncia i la importancia de la
aqui comentada. Citem, perd, la gran quantitat d'articles de
dedicats a: 1l'estudi d'algunes funcions aritmétiques com la
suma de divisors, ¢ d'Buler, [I' de Legendre; resultats gene
rals relatius a les funcions aritmétiques i sobre nombres pri-
mers en progressions aritmétigues concretes; sobre el nombre de
representacions d'un nombre per formes quadrdtiques cocretes;
contribucions al problema de Waring.

També& voldria per palés que fou ell que desxifrd les
notes de Galois 1 en la Sessib del dia 4 de Juliol del 1834,
comunicd a l'Académia de Ciéncies de Franga la importdncia i
profonditat dels resultats obtinguts per Galois, salvant, pot-

ser, aixi la seva obra de l'oblit.
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