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Les equacions diferencials de la mecd@nica poden ésser es

crites en forma Hamiltoniana

. J0H . 0H
X, =%, vy, ==-=—,((k =1,2,...,n) (1)
k Byk k axk
on x = (xl,...,xn) e r", y = (yl,...,yn) € R™ s6n les coor
2n

denades de 1l'espai de fases 1R o d'un obert U de ]Rzn, i
H:U —> IR &s una funcid diferenciable. AixI una funcid H de-

fineix un camp de vectors

Anomenem Hamiltonid a la funcié H i sistema Hamiltonia
amb n graus de Le&ibertat associat a H al sistema (1) de 2n
equacions diferencials de primer ordre.

Sigui F : U — IR una funcid diferenciable. Definim
el paréntesi de Poisson de F i H com la funcid

n
{F,H} = XuF = 2 (50— 5— = 52— 5— ).
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Una funcié no constant F s'anomena J{nfegral piimera del
_sistema Hamiltonid (1) o del camp de vectors Xy si {F,H} = 0.
Es facil verificar que si (x(t), y(t)) &s una corba solucid
de (1) i F una integral primera, llavors F(x(t), y(t)) =
= constant.

En particular, H &s una integral primera de (l). Per
tant, en un sistema Hamiltonid amb 1 grau de llibertat el mo-
viment té lloc a lo llarg de les corbes H(xl,yl) = constant.
AixiI, conéixem completament les corbes solucid de qualsevol sis-
tema Hamiltonid de 1 grau de llibertat.

Per exemple, pel Hamiltonid H(xl,yl) = % y2 -1 ’

1 \/x 1

+=
el seu retrat de fases sobre ]Rz vé donat a la Figura 1. L'ori-

2
1 4

gen &s un centre (H = -2). Hi ha tres tipus més de solucions,

les solucions A o Orbites periddiques (-2 <H<0), les dogues
separatrius B o Orbites parabdliques perque sorten i arriben a
1'infinit amb velocitat zero (H=0), i les solucions C formades
per Orbites hiperbdliques doncs sorten i arriben a 1'infinit amb

velocitat diferent de zero (H > 0).

Figure 1
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Direm gue un conjunt de funcions Fl’FZ""’Fr estan en
involucid si {Fj,Fk} =0 per a tot j,k € {1,2,...,r}; i que
sdn Jndependentes si els seus gradients dF,, dF,,...,dF sén
linealment independents.

Es natural fer-nos la seglient questib: ¢Per a quins siste
mes Hamiltonians de 2 o més graus de llibertat podem conéixer
totes les seves solucions? Liouville va donar la millor resposte
gue tenim fins ara.

TEOREMA (Liouville, 1853). Si per a un sistema Hamiltonid amb n
graus de LLiberntat conéixem n Ainfegrals primeres Lndependentes en Lnvolu-
b, Llavons ek sistema €5 integrable per quadratures.

Liouville va arribar a aquest important resultat després
de llargs treballs estudiant les equacions del moviment de un
punt material o de un sistema de punts materials que es poden
integrar, veura [L1l], [L2] i [L3}].

El teorema de Liouville engloba practicament tots els pro
blemes de la dinamica resolts fins avui. Arnold ha millorat el
teorema de Liouville afegint-1i la geometria dels sistemes inte-

grables.

TEOREMA (Atnold, 1963). Siguim F,,F,,...,F 1 integnals pri-

meres independentes en involucid del sistema Hamiltonid (1) 4 I
CyrCyreeesCy

La varietat diferenciable definida per F, =c¢ys Fy =CyyeeaF = cp

' 4 ; .
on (CysChrevescy) &5 un valon regulan de £'aplicacid Fi X FoX...F 1
: U — RY. Llavors

(1) 1 &5 Lnvariant pel flux (s a dir, 84 una corba s0fucid
Cl,CZ,.- . ,Cn

16 un punt sobre La varietat T Llavons esta completament con
CprCorecesCy —

Zinguda en ella).
n-k

(2) Cada component connexa de I &5 difeomonga a I£<x(sl)

CysCnypeee,sC
1727 "“n
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amb k € {0,1,2,...,n}.

(3) EL §lux sobre cada component connexa de I ¢ c &s diferen-
1'=2"*"*""n

clablement confugat del flux trhasl.lacid sobre
k 1, n-k . ! _
R™ x (87) (65 a din, del fLux «pt(xl,...,xk, 0k+l""'en) =

= (xl+tv .,xk+tv 0k+l+tvk+l(mod l),...,0n+tvn(mod l))’

k’
n . 1
,vn) € R, Xy Xy €E R, i 0k+l""'0n € g™,

17°"

on vi= '(Vl"' .

Una demostracid detallada d'aquest teorema es pot trobar
a laM]. Altres bones referencies relacionades amb els siste-
més Hamiltonians integrables o no, es donen al final.

Els apartats (1) i (3) del teorema anterior sén deguts
a Liouville i expressen amb més detall el seu teorema, veure
[L3]. La aportacié essencial de Arnold &s l'apartat (2).

Per entendre que ens diu el teorema de Liouville-Arnold,

considerem el Hamiltonid H : (IRZ\ {0}) x 1R2 —> TR definit

per H(x,y) =3 Iyl - Ix™%, on 01

de IRZ. El sistema Hamiltonid associat é&s

denota la norma euclidea

o X
v = - . (2)
E

e
]
o

Aquestes equacions diferencials defineixen el problema
de Kepler, o problema del moviment de dos cossos sota la forga
de gravitacid amb un dels dos cossos situats a l'origen de coor
denades (x=y=0).

El sistema Hamiltonid amb 2 graus de llibertat (2) és
integrable, doncs existeix un altre integral primera independen
ta i en involucid amb H, el moment angular C(x,y) = x A y.

Considerem els conjunts invariants
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Ihc={(x,y)€ (IRZ\{O}) xR : H(x,y) =h i C(x,y) =c}.

Si (h,c) &s un valor regqgular de la funcid H x C, 1llavors

Ihc &s una varietat diferenciable 2-dimensional. En aquest cas,
utilitzant el teorema de Liouville-Arnold tenim que Ihc és

difeomorfa a Sl X sl o Sl x IR i que el flux sobre Ihc es

diferenciablement conjugat al flux trasl.lacid sobre Sl X Sl

¢} Sl x IR.

La Taula 1 ens descriu com les corbes solucid omplen
els conjunts Ihc’ i les Figures 2 i 3 com les varietats
Ihc folien l'espai de fases del problema de Kepler, per més de
talls veure [CL].

1l (mod 1)
8 =0
Figure 2. El conjunt Ih = VU Ihc' amb h <0, é&s un tor so-
c
lid obert.
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0 = 1(mod 1)

Figure 3. El1 conjunt Ih =V Ihc amb h > 0 &s un tor solid
c
obert que 1li falte un altre tor solid tancat en el seu

interior.
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Hamiltonid | Moment angular Topologia de Hwn Hso esta format per
-1/2 1 fs .
¢ = -(-2h) S (1) una 6rbita circular retrograde
-1/2 1 1 .
c€ (~(=2h) / ,0)]1 8 xS (2) un conjunt de mH orbites periddiques retrogrades (el.lipses)
1 .
h<o c =0 ST x R (3) un conjunt de mH drbites d'ejeccidé - col.lisid
-1/2 1
c€ (0, (-2h) / ) mH x S (4) un conjunt de mH Sdrbites periddiques directes (el.lipses)
~-1/2 1
c = (-2h) / S (5) | una drbita circular directa
1 .
c € (-0,0) ST x R (1) un conjunt de mH drbites parabdliques retrogrades de
captura-escap
1 un conjunt de mH Sdrbites parabdliques d'ejeccid-escap
h =20 c=0 2 i de (2 1 , .
copies SxR (2) un conjunt de S~ Orbites parabdliques de capture-col.lisid
- 1
c € (0,%) ST x R (3) un conjunt de mH drbites parabdliques directes de
captura-escap
1 . 1. .. : aqs
c € (-°9,0) s x R (1) un conjunt de S Srbites hiperbdliques retrogrades de
captura-escap
< 1 un conjunt de MH drbites hiperbdliques d'ejeccid-escap
h<o0 =0 2 i
¢ copies de §xR (2) un conjunt de mH Sdrbites hiperbdliques de captura-col.lisié
1
c€ (0, s x R (3) un conjunt de mH Srbites hiperbdliques directes de
captura-escap.
Taula 1. Els nimeros es corresponen amb de les Figures 2 i 3.
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