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1. INTRODUCCIO

Al llarg de la historia de l'astronomia, les teories que
expliquen el moviment del Sol i de la Lluna han utilitzat
coordenades geocéntriques. Tanmateix, per a un observador
situat en la superficie terrestre, el radi de la Terra pot no
ser una quantitat del tot negligible comparada amb la distan-
cia de l'objecte celest observat. Es el que succeeix quan
l1'astre observat eés el Sol o 1la Lluna. En aquest cas, cal
efectuar una correccié deguda a la paral.laxi, que dependra
basicament de la posicié de 1l'observador sobre la Terra, de
la distancia a l'astre considerat i de 1'altura d'aquest

sobre l1'horitze.

Es especialment important la correccio per paral.laxi
quan es tracta de la Lluna, a causa de la seva proximitat;
resulta imprescindible per calcular els eclipsis amb un minim
de precisié i, en particular, per determinar les zones de la
superficie terrestre des de les quals es pot observar un

eclipsi de Sol.

Aquest és un problema que ja s'havia plantejat 1'astro-
nomia antiga i que, tot i que no se sap quan va apareéixer el
concepte de paral.laxi, ocupava un lloc important en 1'obra
de l'astrenom de Nicea, Hiparc (s.-II). El seu llibre Sobre
el calcul de paral.laxis no ha arribat fins a nosaltres, pero
devia ser conegut per 1l'astronom alexandri Ptolemeu (c. 150
d.c.), ja que l'utilitza ampliament per presentar la seva

teoria de la paral.laxi.

La determinacidé efectiva de la paral.laxi no es realitza
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principalment en Ptolemeu mitjancant les observacions, tot i
que Ptolemeu dugué a terme observacions que 1i permeteren
d'ajustar eis parametres per ail tractament que gona a ia
paral.laxi: un tractament numéric, basat en regles practiques
i no pas en un cos teoric elaborat a partir de les coordena-
des geoceéntriques dels astres considerats.-

/

Durant 1°'Edat Mitjana va prevaler la teoria ptolemaica,
que va rebre les aportacions de diversaos matematics i astro-
noms, especialment islamics. Aixi, ja al segle XV, Ulugh
Begh, net de Tamerla, ordena ur=2s taules (2Tj-i Sultd3-7) que
destacaren per la seva precisié¢ 1 que tingueren una gran
difusié. Per a l'elaboracis de les taules, reuni, a 1'Obser-
vatori de Samarcanda, un grup de rellevants astronoms, entre
els que s'hi trobava Al-Kashi, autor d'un tractat d'astrono-
mia general i d'unes taules de paral.laxis, a les quals in-
corpora els métodes i els conceptes de trigonometria esfeérica
desenvolupats per la ciéncia islamica, la qual havia elaborat
taules molt precises de totes les funcions trigonométrigues
fonamentals, desconegudes pels astrénoms helenistics (Kenne-
dy, 1956).

La determinacié de la paral.laxi queda distorsionada pel
problema de la refraccié atmosferica. Amb Tycho Brahe comen-
caren les observacions sistematiques d'aquest efecte; gracies
al tractament teéric proporcionat per Kepler, hom comenca a
distingir les correccions que cal aplicar a les posicions
observades del Sol i de la Lluna.

Els primers valors acceptables de la paral.laxi solar
van ser obtinguts a finals del segle XVIII, gracies a les
observacions realitzades per Jean Richer a Cayena, i Picard i
Cassini a Paris. A mitjan segle XVIII tingué lloc un esdeve-
niment que ha estat considerat el primer exemple d'empresa

cientifica en cooperacié internacional, destinada a mesurar
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la paral.laxi lunar. Entre 1751 i 1733 es determinaren les

.altures meridianes de la Lluna en diversos observatoris d'a-
rreu del mén: Ciutat del Cap (Lacaille), Paris (Cassini),
Berlin (Lalande), Bolénia (Zanotti), Greenwich (Bradley) i
Estocolm (Wargentin) i s'obtingueren valors molt ajustats.
Pero fins gairebé un segle després no quedaria establert un
métode precis per a la determinacié de la paral.laxi lunar a
partir de les observacions: un métode proposat pel director
de 1l'Observatori de Copenhague , Christian Frus Rotthsal Oluf-
sen (1802-1855), en la seva obra Dissertatio de parallaxi
lunae (1840).

2. DEFINICIONS

Per a un observador situat a O (Fig.1), la paral.laxi
d'un astre P es defineix com l'angle que, des de P, subten-
deix el radi terrestre. Si 2' &s la distancia zenital de P
(complementari de 1'altura observada) i 2 la seva distancia

vzenital geocéntrica, la paral.laxi, r de 1'astre. és:

p= z'=-2 (1)

anomenada també paral.laxi diurna, ja gque varia amb 1l'angle

horari de 1'astre observat.

Evidentment, r ¢s un angle no negatiu, que s'anul.la
quan l'astre considerat es troba sobre el zenit de 1'observa-
dor i &s maxim quan es troba sobre 1'horitze. Aquest valor

maxim s'anomena paral.laxi horitzontal.




Zenit

FIGURA 1

Angle de paral.laxi d'un astre P

Per a la determinacio de 1l'expressicé general de f{ , con-
siderem la distancia A de l'astre al centre de la Terra. En
el triangle astre-observador-centre de la Terra, la llei dels
sinus s'escriu:

. co - "
SAm, = ——— Sam 2
L

essent CO la distancia de 1'observador al centre de la Terra.
Si hom no té en compte la no esfericitat de la Terra, CO= Y% =

radi terrestre i, per tant,

Ye 4im Z' (2)

o L =

El valor maxim de 4ﬁm1t , corresponent a la paral.laxi ho-
ritzontal, és % /A& . Peraexpressar la paral.laxi en coordena-
des geocentriques, que sén les que proporcionen els models
teerics, hom substitueix la definicisé (1) en l'expressis

anterior, obtenint-se:
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i, per tant,

b-% ez (3)

Ruan es produeix un eclipsi de Sol i 1'observador, la
Lluna i el Sol sén practicament alineats, el parametre fona-
mental és la paral.laxi lunar ajustada, la qual es defineix
com la difereéncia entre la paral.laxi lunar i 1la paral.laxi

solar.

3. VALORS ACTUALS DE LES PARAL.LAXIS

En el cas del Sol, el valor de la paral.laxi horitzontal
mitjana mesurada a 1l'equador, és 8",8. En el cas de la Lluna,
astre unes 400 vegades més proxim que el Sol, el valor mitja
de la paral.laxi, acceptat des de 1la teoria lunar de E.
Brown, és 57'2",70 (Danjon, 1939).

4. VALORS PTOLEMAICS DE LES PARAL.LAXIS

Ptolemeu observa que 1l'excentricitat de la orbita solar
no produia wuna influencia significativa en la paral.laxi
solar. De la seva teoria del moviment del Sol es dedueix que
la distancia Sol-Terra era de 1210 radis terrestres (Toomer,
1984) amb la qual cosa la paral.laxi horitzontal, mesurada
sobre 1'equador, era de 03;2,51° (aqui seguint la nomenclatura
sexagesimal classica, les comes separen els nombres enters
sexagesimals i el punt i coma representa el punt sexagesimal.
Aixi, 032,351 = 0x60° + Exbd1+51 xbdz), valor unes 19 vegades

més gran que el valor acceptat actualment, i consequencia
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d'una disténcia al Sol 19 vegades més petita que la real.
Malgrat aixe, aquest valor no altera substancialment les
observacions, doncs era per sota de la precisio dels instru-

ments d'observacié de 1'época.

El cas de la Lluna és molt diferent. Ptolemeu dedui una
distancia mitjana Terra-Lluna forca correcta, 359 radis te-
rrestres, proxima a l'admesa actualment (60,27 1 ), tot i
que la seva teoria lunar provoqués una variacié d'un factor 2
en el diametre aparent de la Lluna al llarg d'uné lunacio
(Pedersen, 1974). De les observacions realitzades per Ptole-
meu se'n dedueix un valor de la paral.laxi horitzontal
d'1;26°, valor erroni en mig grau i sobre el qual es fonamen-

ta la seva aproximacidé a la paral.laxi.

5. TEORIA PTOLEMAICA

L'importancia de 1la teoria ptolemaica no es troba tant
en la seva precisié ni quantitativa (com s'ha pogut veure
abans) ni qualitativa (Neugebauer (1973), per exemple, asse-
nyala que "el capitol de les paral.laxis eés sens dubte un
dels passatges més insatisfactoris de 1'Almagest"), sind en
el tractament donat a una funcie de tres variables i en el
fet d'haver perdurat, quasi sense variacions fins al segle
XVIII.

Per al desenvolupament de la teoria de la paral.laxi,
Ptolemeu wutilitza distancies zenitals geoceéntriques i no
topocentriques, com en 1l'expressio (3), i fa un tractament
numeéric que proporciona resultats analegs als que hom dedueix
de 1l'expressio (3), després de fer 1'aproximacié de tonuqv
per dam v . L'aproximacisé és valida ‘car els valors de fo
séon sempre inferior a 1°30' i queda justificada pel fet que

la tangent trigonometrica era desconeguda en temps de Ptole-
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meu. Aixi, 1l'expressié utilitzada és

o 4am 2

6\'11\, =
r b~ w2

(%)

Aqui, v depén de Z i de A, distancia que, en el cas del Sol,

és constant, pero no en el cas de la Lluna.

FIGURA 2

Segons la teoria ptolemaica, la Liuna (P) es desplaga

d'Est a Oest sobre un cercle de centre C, anomenat epici-
cle, a velocitat constant. Per la seva banda, el centre
del epicicle recorre, d'Oest a Est, un altre cercle, ano-
menat deferent,'el centrelldel qual no es troba a la Terra
(0), sind sobre un petit cercle, aquest centrat a 0, i
gira d'Est a Oest a velocitat sinedica constant.

E és 1'apogeu del deferent i 5® és el Sol ecliptic mitja
del qual s'allunyen C i E a la mateixa velocitat, formant
un angle 2n dit doble elongacié mitjana de la Lluna.

A és 1'apogeu instantani (dit també vertader) de 1'epi-
cicle i permet definir 1'argument vertader de la Lluna,

1'angle a, .
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En la teoria ptolemaica del moviment de la LlLuna (fig.2), la
distancia A& depén de la posicié que ocupa la Lluna saobre el
seu epicicle, s a dir, de argument vertader, @, , aixi com
de la posicié del centre del epicicle sobre el cercle defe-
rent, és a dir, de la doble elongacise c=2n. Aixi, amb una
terminologia moderna, aliena a Ptolemeu, 1;(2 » @y, €} és una

funcié de tres variables.

La teoria de la paral.laxi de Ptolemeu és continguda als

capitols 11 a 19 del llibre V de 1'Almagest (Toomer, 1984).

Per al tractament de la funcid X (z,av,c) , Ptolemeu
estudia en primer lloc el comportament de la variable més
forta, 2 , mantenint constant les altres dues, &, <c, a les
quals assigna valors extrems ( Qv=0° i 180° ; e=0° i 180‘),

la qual cosa dona lloc a quatres situacions:
1ye=0 , a,=0°.

La primera condicié equival a considerar el centre del
epicicle en 1'apogeu del deferent (és la situacieé correspo-
nent a la sizigia). La segona condicié equival a situar la

LLuna, P, en 1'apogeu A de 1l'epicicle (fig.3.1).

Prenem MC=R =radi del deferent, OM= ¢ =excentricitat o
radi de la circumferéncia excéntrica i CA= ¥Y=radi de l'epici-
cle. En aquesta configuracié, la distancia geocentrica A4 de
la Lluna és 4,= ¢+R+4r. En els models lunars de Ptolemeu, R=
= 48352 , €=1038r i r=5410 % , valors expressats en uni-
tats sexagesimals de radis terrestres. Aixi, B8, =64;10 ¢ és

el valor de l'allunyament maxim de la Lluna.

2)c=0° , @&, =180" .

La primera condicié és analoga a la anterior, és a dir,
la Lluna es troba a la sizigia. La segona condicié equival a
situar la LLuna en el perigeu B de 1'epicicle (Fig.3.2). En

aquesta configuracié, la distancia geoceéentrica B, de la

124



Lluna és 4= e"'Q""'=53)'501&i correspon a la distancia minima

en la sizigia.

(1) €=0° ay=0° 4,=0P=e+Rer (2) €=0° ay=180°. 4,=0P =e+R-r
FIGURA 3

Sigizies

3)c= 180° , 4,20° .

La primera condicié equival a situar el centre C de 1l'e-

picicle en el perigeu del deferent (es la situacio corres-
ponent a una quadratura). La segona condicis equival a situar
la Lluna en l'apogeu A de 1l'epicicle (fig.4.1). En aquesta
configuracié, la distancia geocentrica A; de la Lluna és 4=
= R-e+r =43;54y; i correspon a la distancia maxima en la qua-

dratura.

4) ¢= 180°, G,= 180°

La primera condicié situa la Lluna en la quadratura i la

segona la situa en el perigeu B de l'epicicle (fig. 4.2).
En aquesta configuracié, la distancia geocentrica Ay de la

Lluna és &4 = Ree-r = 33334 % , l'allunyament minim de la

Lluna.
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(1) C=180° ay=0°. A3=0P=R-esr (2) C=180° a,=180° . A,=0P=R-e-r

FIGURA &

Quadratures

Els quatre valors de & sén els extrems que pot prendre la
distancia de la Lluna en les sizigies ( A,i 8,) i les quadra-
tures ( 4;i &) i corresponen als valors maxims i minims de
les dues variables & i €. Ptolemeu defineix llavors quatre
funcions de paral.laxi d'una dnica variable, la distancia
zenital =z , corresponents a cadascun d'aquests quatre valors

extrems de la distéancias

o= p(280 a2 1 (2, 8,) 1»,:/‘\(2,6;) faz= (2 84)

L'expressidé (4) permet d'establir una taula per a cada
funcié de 2 . Els valors de fx(z)apareixen en el capitol 18
del 1llibre V de 1'Almagest, en 1'anomenada "taula de
paral.laxi", coneguda amb el nom de "taula de les nou colum-

nes" i reproduida a la pagina seguent (Toomer, 1984).
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1210 rad
és 032,51°,

calculen els 45 valors de la columna amb l'expressio

varia
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a una distancia constant del Sol:
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determinada per Ptolemeu a partir d'una
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terrestres.
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(4),

Qy



al segon d'arc. La desviacié mitjana és o",43.

La tercera columna conté els valors de 1H (Z), que es

designaran per G (2).

La quarta columna ng conté els valors de ﬁ1(2 )y, sine els

de 4,(Z) - M(2), que designarem per G (2) .

La cinquena columna conté els valors de f{z), que desig-

narem per CS(Z) .

La sisena columna no conté els valors de PaC 2, sins els

de fy(2)- a2, que designafem per C(2).

A la fig. S5 es troben els grafics de les funcions 1n(2).
Les tres altres columnes deriven de la resta de la teoria

de la paral.laxi, que hom examina a continuacis.

Per tal de tenir en compte 1'influéncia de les altres
dues variables, Gy i ¢, en la funcié de la paral.laxi, Pto-
lemeu considera primer la variacioé d'aquesta funcieé produida
per a, , mantenint € constant i asignant-li valors extrems
(€=01i 180 ) la qual cosa déna lloc a les dues situacions

seguents:

(el centre del epicicle es troba en 1'apogeu del

deferent i la configuracié és la d'una sizigia, fig. 6.1.).

L'argument vertader pot variar des de o (Lluna en 1'apo-
geu) fins a 180° (Lluna en el perigeu) i les corresponents
distancies varien aleshores des de 8, a L, amb una varia-

cidé maxima b,- b, = 27 = 40;20%, Per a cada valor de 2z, les

paral.laxis poden variar des de 1+(2,8) fins a 1LCzaAa) =
Cy (2) + €4 (2
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1,501
1,404
1,30
1,20+ P,
1,101
1,0 | p3@
0,50+ P,
0,401 pﬂ”
030
0,02+

0,10 4

10 20 30 40 50 60 70 80 90

z
FIGURA S
Paral.laxis per a les distancies extremes
en les sigizies i les quadratures.
P
ay M

(2) C=180°

FIGURA 6
Influéncia de 1'argument vertader.
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Per als valors intermedis d' &y Ptolemeu construeix una
funrid nue denenaui d'una  Jdnica variable. 1'arqument verta-
der, i que actui com a factor de correccisé a 1'increment
C(2) de la paral.laxi entre les distancies 4 i 4, 1 gue, per
tant, varii entre O i 1. Aquesta funcié es presenta en la
columna 7 de la "taula de paral.laxi" i la designarem per
G ( av)-

La funcioe C;(aﬂ resulta d'una interpolacié lineal entre
by i b, ¢y (a,) = [Aa‘op(a“')] /ozr

on OP( Gy) ¢és la distancia de la Lluna quan aquesta es troba

sobre 1l'epicicle amb un argument vertader &y . Aqui,

op2z [resay+ (Ree) T+ (roima)’

Aixi, la paral.laxi en una sizigia pot expressar-se mitjan-
cant la funciods

sz, @) = C3(2) + ¢ (). ¢, (a) (5)

(el centre de 1l'epicicle es troba en el perigeu
del deferent i la configuracié és la d'una quadratura, fig.
6.2).

L'argument vertader pot variar des de O0° (Lluna en 1l'a-
pogeu) fins a 180° (Lluna en el perigeu) i les corresponents
distancies varien aleshores des de 8,a &,, amb una variacisé
maxima By-03 = 2r= 40520 & | Per a cada valor de 2 , les

paral.laxis poden variar des de #4(2.43) fins a { (2, 84) =
= Cs(z) + cs(z).

En aquest cas, la funcié d'interpolacié es designa per
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TACHE apareix tabulada a 1la columna 8 de la "taula de pa-

ral.laxi" i respon a l'expressiod:

Co (@) = 4; ~0PR(ay)
8 2v

on Dpz_= [rway, + (R-e) ]2+ (v sim 04)2,

La funcie ©€g(a,) pren el valor O quan Q,=0 (OP= O3 ) i 1
quan Q= 180° (OP= b84). Aixi, la paral.laxi en una quadratura

pot expressar-se mitjangcant la funcid:

f"q (Z:Qv) = CS(Z) + C ) CG(QV) (6)

La variable de lés funcions Cp; i ¢4 pot prendre valors
compresos entre ©0° i 180°, perd en la columna 1 de la taula
només hi figuren valors compresos entre 0° i 90°; per tant,
per a obtenir els valors de ( i ¢g corresponents a @y cal
entrar en la columna 1| amb el valor de @v/2. D'altra banda,
en les columnes 7 i B8 apareixen els coeficients per a cada
valor d! @, expressats en unitats sexagesimals, de forma que

la unitat (la maxima correccidé) correspon a 6030.

1,0 1

0;30‘
0,201

0;10 1

20 «0 60 80 100 120 140 160 180
ay

FIGURA 7

Les funcions de correccic per a 1'argument vertader
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Ffam not veure's en la fig.7, les funcions d'interpolacis

¢y (@) i ¢g(ay) difereixen molt poc entre si.

Les expressions (5) i (&) permeten de calcular les pa-
ral.laxis en les sizigies (¢=0°) i en les quadratures (c=190°
). Manca incorporarhkencara la influéncia de la tercera varia-
ble, la doble elongacié, € . Ptolemeu construeix aleshores una
nova funcis que actui com a factor de correccié a l'increment
de paral.laxi entre una sizigiea 1 una quadratura. Aquest

increment,

g (2.00) = 5 (2. = Cs + Co-Cg =S5~ CaCr (7)

¢s sempre positiu, ja que la distancia de 1'apogeu de 1l'epi-
cicle a la Terra, en la quadratura, és menor que la distancia
del perigeu, en la sizigia. La funcis buscada es designa per
Cq(i)i apareix tabulada en la columna 9 de 1la "taula de
paral.laxi" i resulta d'interpolar linealment entre les dis-
tancies corresponents a les quadratures i les sizigies BDy- b4
= 8,- 84 = 20516 T, =2¢.

La funcioé Q(C) pot expressar-—se per

R+e - 0C (0)

cq(c) =
2e B

on OC( ¢ ) és la distancia al centre de l'epicicle, quan la

doble elongacisé d'aquell és C. Com pot veure's a la fig.B ..

0c = [Ri-(esime)? 1Y% + e wmc
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La funcié Cq(d pren el valor O quan c¢= O (OC =R+e )
1 quan ¢= 180" (OC =R-¢).

i el valor

8

FIGURA B
Influéncia de la doble elongacié

Iguai que en els casos de C; i ¢ , peraobtenir, a partir
de la "taula de paral.laxi", els valors de Cq corresponents a
la variable ¢ , cal entrar a la columna 9 amb el valor de
¢/2. També aqui, els coeficients corresponents a cada valor de
¢ sén expressats en unitats sexagesimals, de manera que la

unitat correspon a 6030. La fig.9 representa la funcis ¢Cq(¢)

Tenint en compte aquesta nova correccio, l'expressio (7)

es transforma en la funcioé general de paral.laxi i s'escriu:s

p(2,00,0) = fig(2,00) + [ g (2O - fre (2001 - ¢q ()

o bé, wutilitzant la nomenclatura de columnes de la "taula de

paral.laxi" de 1'Almagest, V, 183

fos (cgtCg-Cglicqg + (cy +Cq-C3) (L-Cq)
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FIGURA 9

La funcié de correccié per a la doble elongacis.

Aquesta ha estat 1'expressio utilitzada per al calcul
dels 49 punts de cada una de les superficies de les figures
10, 11 i 12 on s'aprecia el comportament de la funcié general
de paral.laxi per a valors de les distancies zenitals de 30°,

60° i 90° (paral.laxi horitzontal).
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FIGURA 10O

Paral.laxi per a la distancia zenital 2z=30°
= 0327,9°
%= 0332,27°
®= 0340,0°
P~ 0352,30°
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FIGURA 11

Paral.laxi per a la distancia zenital z=60°
= 0566,46°
= 0355,49°
= 138°
b= 13300
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Paral.laxi per a la distancia zenital 2z=90°
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6., CONSIDERACIONS FINALS

La teoria ptolemaica de la paral.laxi, tal com ha estat
exposada aqui, constitueix un primer exemple de tractament
numeéric, basat en regles practiques, d'una funcié de tres
variables, en una época en que el mateix concepte de funcis
era desconegut. L'objectiu que es planteja és d'establir un
lligam entre les teories 1 els models de moviments dels as-
tres (cempre des d'un punt de vista geocéntric) amb les ob-
servacions (topoceéntriques). Tanmateix, per a la seva aplica-
cié concreta, subsisteix un problema: la teoria classica de
la paral.laxi es fonamenta en distancies zenitals (sobre
cercles verticals). Eé, per tant, una teoria en altura, men-
tre que els moviments dels astres prenen l'ecliptica com a
cercle de referéncia. Resulta doncs necessari descompondre la
paral.laxi en altura obtinguda en dos components ecliptics
(en longitud i latitud) i, per tant, cal plantejar-se el
problema de la determinacio de l'angle que forma l'ecliptica
amb un cercle vertical, per a qualsevol lloc de la superficie
terrestre i per a qualsevol instant del dia i epoca de 1l'any.
Aquest és un problema complex, al qual Ptolemeu, tot i uti-
litzar una astronomia esfeéericea molt rudimentaria, tambeé apor-

ta una solucisé.

Aquesta segona part del problema rebé les aportacions de
diversos astronoms i matematics al llarg de 1'Edat Mitjana,
pero el tractament de la funcié de paral.laxi, que Ptolemeu
fou el primer en exposar de qui tenim noticia, romangué prac-

ticament invariable durant setze segles.
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