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RESUM

Presentem aqui una introduccié a 1'us de les algebres de
Clifford corresponents a 1l'espai ordinari i a l'espai de Min-
kowski, fortament recolzada en la utilitzacié del calcul vecto-
rial ordinari. L'algebra de Clifford resulta aixi una genera-
litzacié, alhora- familiar i convenient, del calcul vectorial, i
també una eficient especialitzacié del calcul tensorial. En
aquest context eminentment practic sén introduides les impor-
tants nocions d'invelucié, antiinvolucié, dualitat, norma
spinorial ... destinades a motivar i facilitar un estudi més
aprofundit. Finalment exposem la teoria de les transformacions
ortogonals amb especial émfasi en el grup de Lorentz i en les
implicacions que es deriven d'un tal tractament geométric, en
oposicié al matricial ordinari.

ABSTRACT

In this article we present a physicist's introduction to
those Clifford Algebras which correspond to the ordinary space
and to Minkowski's space-time. So we rely heavily on the use of
ordinary vector calculus, and try to show that Clifford
Algebras are a straightforward and convenient generalization of
it. It is also an efficient specialization of tensor calculus
over a metric space when restrictes to forms - antisymmetric
tensors of any degree. In an essentially practical way the key
notions of involution, antiinvolution, duality and spinor norm
are introduced with the aim to motivate and to lessen a more
profound study. Finally we give an account of the orthogonal
transformations, specially for the Lorentz Group, emphasizing
those aspects which make the Clifford geometric treatment so
different from the usual matric one.
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INTRODUCCIO

L'objectiu d'aquest article és de servir d'introduccié al coneixement
i @ 1'ds de les algebres de Clifford, dites aixi en honor de llur desco-
bridor W.K. Clifford que, per la seva banda, 1'anomend algebra geometrica
(Clifford, 1878]. Un cop aclarit que algebra geométrica i algebra de Clif-
ford sén sinénims amb plena justificacié histérica cal precisar que na
tractarem en absolut de la formulacié matricial de 1'equacié de Dirac, unic
context en que habitualment un estudiant de fisica ensopega amb 1'algebra
de Clifford. De fet creiem convenient que el lector pensi en les algebres
de Clifford com una extensic, valida per a tot espai vectorial metric, de
1'algebra vectorial que, introduida per Heaviside [1893]1 i Gibbs [19061,
forma part inseparable de la formulacié de les més diverses teories fisi-
ques.

I la finalitat ultima, que confessem de bon principi, és convéncer el
lector - professor, investigador, o tot just estudiant dels primers anys de
llicenciatura- que 1‘algebra de Clifford forma part del llenguatge amb que
la natura s‘'expressa o, si menys no, amb qué podem expressar el seu compor -
tament. Un llenguatge que, com pretenem mostrar tot seguit, té una estruc-
tura forga simple, és de facil us i mereix per dret propi ocupar el seu
lloc en la formulacié i 1'ensenyament de la Fisica.

Aquesta introduccic elemental a les algebres de Clifford ha estat
dividida en dues parts. A la primera, dedicada a definicions i formules
basiques, en quedaran clars els lligams i les diferéncies amb el calcul
vectorial conegut de tots. A la segona part considerarem els grups orto-
gonals de transformacions i, molt en especial, el de Lorentz. Finalitzem la
segona part amb una série de consideracions que, tot i poder ésser objecte
de discussié, creiem plenament justificades pel conjunt de la nostra expo-
sicio.

Obres de referéncia obligada en un tractament geomeétric ( no matricial)
de les algebres de Clifford i de llurs aplicacions fisiques sén [ Hestenes
1966,19861,[Hestenes & Sobczyk, 19841 i [Casanova,19761.



1. PRODUCTE GEOMETRIC I ALGEBRA DE CLIFFORD

1. 1. Els generadors de l'algebra i el seu producte geométric

Hom diu que 1'espai vectorial real de n dimensions té signatura (p,

g=n-p) si existeix una base ortonaormal (e ceey en) tal que el quadrat de

1’

' i = + ceo igui
la norma d'un vector generic a alel aeea+ anen sigui donat

per 1l'expressia

2 _ _al 2 @2 2

|a| = a, t el # ap - ap+1 REEETI
Doncs bé, per a un tal espai vectorial R ‘la seva algebra de

’
Clifford Cp és l'algebra associativa generada pels elements ( 1’E1 y see
?
y e } on 1 designa la unitat escalar i els elements de la base ortonormal

ey ee. B sén unitats de quadrat *1 , que anticommuten entre si. Es a dir

le. =e. 1 =¢e
i i i
e.e. =—-e. e i#)
i i
ei2 =+1  i= 1l,...,p eia= -1 i=p+lyeeayn
( ei ej ) e, = ( ei ej ) ek = ei ej e = eijk (1.1)

Es immediat constatar que el nombre d'elements base linealment indepen-

dents ei i Feg s amb I multiindex ordenat, coincideix amb el nombre
'EREE

de parts del conjunt ( 1, ... , n }, corresponent la part buida a la uni-

tat escalar 1 i el conjunt complet a la unitat de volum € = e1 n°

L'algebra de Clifford té, per tant, dimensio a" i, com a espai vectorial,
ja que no com a algebra, és isomorfa a 1'algebra exterior mitjangant la

identificacio e1 o r = el eE eee

intereés, l'espai euclidid 3-dimensional i 1'espai de Minkowski , establim

er . Per als casos que tenen més

ja des d'ara la seguent notacio dels seus elements geneérics:
X e =al + ( a, e + a, e, + ay ey ) + (A EES* Aa e31+

1
+ AS ela ) + e123 =(x;a; A; m)



X EI =a 1 + ( vO eo + v1 el + va ee + v3 e3 ) + ( Al e01+

+ A, e.+A e +C, e +C e, +C.oe )+ ( SO e

2 ®02* P23 %3 * €y %a3" Gz %51* G5 842 123
* 8 20e3" %2 %0m" %3 %012 ' T " %0123
=<a;v0,v;n,c;'so,s;n) (1.2)

En introduir aquestes notacions hem descompost 1'element genéric de 1'al-
gebra en dos escalars i dos vectors pel cas 3-dimensional i en & escalars
{ o, Vo SO s WY i 4 vectors { vy A, €, § } en el cas 4-dimensional.
Aquestes descomposicions resulten molt convenients ja que, d'entrada, per-
meten d'expressar el producte de dos elements genérics mitjangant els pro-
ductes escalar i vectorial ordinaris i per tant, com aquests, resulten

independents de la base ortonormal escellida.

Aixi obtenim amb g = e, =e, = e i 9 =€ = -9

(espai de Minkowski de signatura a elegir ) les lleis de producte

per a l'espai euclidid 3-dimensional:

af+ab-gAxb-gaxB-wB-An
Af+axb+grnb+aB-gAxB+ganp
TR + Acb + 8B + a p ) (1.3)
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per a 1'espai de Minkowski:
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1.2. Involucions, inversié, dualitat

Nocions algébriques especialment 4tils son les d'involucié i anti-
involucisé, transformacions lineals de quadrat identitat i que mantenen o

permuten 1l'ordre dels factors:
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(1.9

No existeix en la literatura uniformitat de criteri ni de notacions res-
pecte de les involucions i antiinvolucions. La nostra proposta és

a) Subindicar les involucions i supraindicar les antiinvolucions, com hem
fet a (1.3) i és practica habitual per a functors covariants i contrava-

riants.



b) Bo i donant per establert que involucions i antiinvolucions deixen
invariant la unitat escalar, n'hi ha prou per a caracteritzar-les amb donar

la transformacié dels vectors base de 1'espai ortogonal e, ... e .

1 n

A

c) La identitat i la reversie X i X soén la involucidé i la antiinvolucie

- ar
associades a & =e e =e =e  mentre l'automorfisme i 1'antiauto-
morfisme principals X* i X els definim com associats al canvi de
i lobal e e e *
signe glo e. =e,_=-e, . Te,. =-e, .
gne g =i i# i i i i

Aquestes sén les involucions i antiinvolucions que tenen un paper
important en la teoria general, en no singularitzar cap direccié a 1'espai
Rp q° En el cas dels espais de Minkowski resulten de cert intereés, vincula-

9
des a un observador d'inércia concret, la involucié i la antiinvolucis

espacials ei = --ei = Ei EO = eo = eO N
it orals e. = g = e e. = = g =e
!} tempora 8i = Fi i §o 0o~ % (1.6)

El conjunt d'involucions-antiinvolucions exposat forma un grup sota la
composicié, i les involucions en sén un subgrup. Una de les aplicacions
immediates de les definicions anteriors consisteix a associar a cada pa-
rell (involucié _ , antiinvolucié ") una liei de transformacié 'adjunta’

X
entrar en detalls, que figuren en [ Parra ,1984 1, que la consideracié de

definida per 1'expressiso ea (Y )=XY X . En concret notem,; sense

diferents involucions-antiinvolucions permet d'establir les lleis de trans-
formacié de Lorentz i de dualitat electromagnética per a potencials, cor-
rents i camps, utilitzant tan sols 1'algebra de Clifford associada a 1'es-
pai euclidid 3-dimensional. Aixi mateix [Parra ,1985] permeten, ja sobre
l'espai de Minkowski, de reproduir per al grup de Lorentz complet, amb
inclusié de les isometries discretes, les diferents lleis de transformacis
associades als diferents tipus tensorials [Watanabe,1955 1.

La dita norma spinorial, que seria initil pretendre aqui relacionar-la
amb la teoria dels spinors, es defineix mitjancant 1'expressié N( X ) =
X X*. La consideracic d'aquesta quantitat és particularment Gtil pel que fa

al calcul de l'element invers en les algebres que ens ocupen . Aixi per a



CB,O i CO,B tenim

2 =

+aa) +2(am- a-fA) e123 =

£ k, + k, € (1.7 a)

NCX)=(o>+AA)-g(n

i, com que ( k1 + ke € ) ( kl + k2 € ) = k1 +g EE sx

l1'element invers és

X = === (k, -k, €)X = === X ( k, =k, €) (1.7 b)

Per a C1 3 i C3 1 les expressions resulten forga més complicades, i
9 1]

s'arriba als resultats [Parra,1985 1]

NC X ) =p + ( Yo * 2o ) €103 * (y+ 2 )iEOjk +(a+1) €123

*
NC X ) =p + ( Yo T %o ) €o3 * (y-=z )ierk + (g -1) €123

=l ca o x*x x*) am
é
X
po= (a2+ C-C) - g (v02+ §8) - g (Soa+ vev) - ( n2+ A-A)
Yo = 2 (x So - veC) 2, = 2 9 ( Vol - A-85)
y=2(a« § - Yo C+vxA) z=2g( SO A-mv+8xC)
g=2(aw - AC) T=2( Vo So - Vve§ )
2 2 =] e e
JX = p +g ( Yo * %o ) + 9 (yey + 2oz ) + (0o + 77 ) (1.8)
La magnitud escalar JX permet de caracteritzar en ambdés casos el
conjunt d'elements no singulars (invertibles) de 1'algebra com aquells que
estan fora de la quartica de RB o de R16 d'equacie €x =0 . El grup

format per tots els elements invertibles de Cp q el designarem , caom és
?

habitual, per Cp*q i, actuant sobre la prépia algebra de Clifford mit-
9

jangant la conjugacié
-1 #*

Y' =X Y X Y,V eC X €cC (1.9)
Psq P,q



defineix una llei de transformacicé sobre Cp q que sera l'objecte principal
’ .
d'estudi del seguent apar tat.

Finalment resulta interessant la ditqrtransformacié de dualitat, con-
sistent en el producte per l'element de volum o unitat psggﬁg%@%csiar € =

el n Notem que en el cas 3-dimensional no ens cal d%g&inqir si el pro-

ducte es realitzé per 1l'esquerra o per 1a dretas
€X = X€ =(-gws;-Aj;gasa) (1.10)

mentre que a l'espai de Minkowski € commuta amb els elements parells,

anticommuta amb els senars i en resulgen les expressions:
€ X =(-ﬂ;-qso,gos;—C.Q__;-qovo,gv ;@)

X €

(1]
[}
=5

s g S0 s ~9 §;y -C, A 9 Vo * -g v a) (1.11)

Aquesta transformacié de dualitat és, llevat d'un signe, gue depén

del grau de 1'element, equivalent a 1'estrella # de Hodge.

QUADRE D'INVOLUCIONS , ANTIINVOLUCIONS I DUALITATS

LY » D

X X* XO X X X X X X € € X
[\ o o o [+3 [+4 o o - - W
Yo Yo Yo Yo VYo Vo Vo Yo gSo —gSo
v -V v =V v =V v =V g8 -g8
A A A -A =-A -A A A =€ =€
c c c c € € -€ -=C A [}
So -So So —So -So So --S0 So -gv, 9o
S - -8 e -8 ] § -8 -gv gv




2. GRUPS DE TR

2.1. Teoria ge

Notem, en
hom obté:
2
cas a) ei = e
0
exp( 3
cas b) eia= -
['4
exp( 3

Si tenim també

®i; %k

Eij ei =

resulta immedi

(1.9) amb X =

n

Ib'e = T(

k=1% K rei,j
£ (b e)
r#i,)
= LI (b er)
r#i, §

ANSFORMACIONS ORTOGONALS

neral

primer lloc, que per a un parell d'indexs i j diferents
2 2 2
e.. =-e, e. =-1
J 1) 1)
<]
) =cos 5 1 +sin 3 e.. (2.1)
ij 2 ij
e 2 e.? = - e.ae 2 =+ 1
J ij i
e.. ) =cosh 2 1+ sinh 2 e,. (2.2)
ij 2 e ij

en compte les relacions de commutacie-anticommutacisé

ek eij si k # i,}

- e, e, . e..e.=-e, e..
1 1) 1) J 1]

at de veure que 1'aplicacié de la formula de transformacis

<] .
exp( 3 eij) a un vector déna

b_e )+ (cos ©+sinde ) (b, e +b, e,
1) i1 3 )
29 . 290 o _. ©
+ (cos 3 - sin” 5+ 2 cos 5 sin 3 eij) (bi e, + bj e, ) =

+ (cos® b.+(e.a) sin® b.) e, + (cos® b.-(e.a) sin@ b,) e.
i J J i J i i b]

(2.3)



és a dir, una rotacié dels vectors del pla euclidia i,j d'angle © , bo i
deixant invariants tots els components del complement ortogonal de 1'es-
mentat pla.

En canvi, l'aplicacié de (1.9} amb

X = exp ( Z e..) amb e.2= - e.e déna
2 ij i 3
o 2ga 2ga a a
£ b', e =Z (be) + (cosh 35+ sinh” 5 + 2 cosh 5 sinh 5 e.. )-
k "k .. T 2 a =] 2 ij
k=1 r#igd

-( b.e. +b.e. ) =Z (b _e) + (cosh ¢ + sinh ¢ e..)(b, e.+b. e,) =
11 J 3 rEi, 1) 11 J 3
9

=% (b e )+(cosh o b.+ e.esinh ¢ b.)e, +(cosh ¢ b.- e.asinh ¢ b.le.
r i j iti j i i’ 7}

r#iy
(2.4)
que correspon a una rotacié hiperbolica o "boost" de celeritat o (veloci-
tat v = Eégb_l ) en el pla hiperbealic eij , que deixa invariants tots

els components ortogonals a aquest pla. l

n
2
transformacions del grup ortogonal SO (p,q) independents. Pero aquest és

Es evident que els () parells diferents Eij que es poden formar generen

precisament el nombre de parametres independents del grup ortogonal

( = na - (2) - n d'acord amb les consideracions matricials habituals ).

El conjunt dels (2) elements eij genera, per tant, tota la component con-
nexa amb la identitat del grup SO (p,q). Un element genéric d'aquesta i la

transformacié a ell associada s'escriuran de la forma

o, .
X=exp ( Z °éi ei.)
(ij) !
“ij mn
z bk e exp ( F. -== eij) (Z brer) exp ( Z - -3~ €nn )
k (ij) r (mn)
(2.9)
o, .
1)

Els valors reals 5 que poden representar tant la meitat de”l'angle de
rotacio com la meitat de la celeritat en el cas dels "boosts", son els

parametres normals de la transformacie representada per 1l'element X .

10



Per a elements Y que no siguin vectors de Rp q la mateixa férmula de trans-

- ¥
formacie Y'= X Y X ! ens déna la llei de transformacié correcta per a
aquests tensors antisimétrics d'ordre superior, ja que si Y = Y1 Ya

L -1 -1 -1 _ -1
VIE O Y XD O Y X =X Y Y, X =Xy X

2.2. Transformacions de Lorentz. Algebres C i C
3,1 1,3
La transformacié de Lorentz propia més general és caracteritzada per un
2 2

element parell amb kl =a +CC-AA-1 =1

2(AC-am =0 (2.6)

=
L}

Es verifica, doncs, d'acord amb (1.8) X-1 = x*

La llei de transformacis Y' = X Y x* déna com a resultat:

g' =R R' = p (escalar i pseudo-escalar invariants)

Wo + 2 € ( AA 4 ) Wo*LQ(aA+IE) +CxAT-mw )

w6 =

w' =w+2{( “2_ CC)w +Ig(aA+TC)+AxC] wo
+g(mA-aC)xw +(HA)A+ (HEC)C

B'"= B +2((AA-CC)B - anD +

+(CB)C -(AB)A+gBx (TA+acC) +

+(AD)IC +(CD)A+gDx(a@A-wC) 3

D= D +2¢((AA-CC)D + anB +

+(CD)C -(AD)A+gDx (TA+aC) +

(AB)C -(CB)A-gBx(aA-7C) )

Ty =Ty + 2 € ( AR+ ) To+Lg(aA+TC)+CxAT T )

2

11



7' =T+2((w-CC)T +Lgla@p+wnC)+AxC]1 T0

[ 2 s}
e

+g(mA-aCIxT »i{-TeR! AT ITCI G J
Observem que tan sols els termes lineals en A ; C resulten afectats de

i A}
v
1

factor meétric g que determina la signatura de l'espai de Minkowski. Aixe
fa que obtinguem exactament la mateixa transformacic si en canviar de sig-

natura canviem també el signe d'aquests dos termes vectorials. Es com si

el canvi de sighafura invertis el sentit operacional dels bivectors com a

generadors degles transformacions ortogonals. Observem també que el trivec-

tor (T T ) ‘es transforma de la mateixa manera gque el vector ( Wo s W Ve

o’
Finalment resulta trivial a partir de (2.7) considerar la transformacie
infinitesimal més general ja que correspon a a« =1 , A i € vectors infi-

nitésims de primer ordre i W infiniteésim d'ordre superior:

wb = Wy *+ 2 g Aew

w' w +2gl “ A + wxC1

B® B +2gl(Bx€C + DxAl

D= D +2g(DxC - Bx@Al (2.8)

Aguestes expressions infinitesimals resulten d'utilitat en fixar els cri-
teris d'orientacié per a les transformacions finites.

Per especialitzacic a partir de les férmules de transformacie (2.7),
amb ; i ; vectors unitaris de 3 components , que indiquen direccions a
1'espai 3-dimensional, obtenims

A

rotacié d'eix n i angle ©

X = ( cos g 30,03 0, - g sin g ns 0,0, 0)
0 = L} = 1] = ) = H
o o wo %o To To R [ (escalars sota rotacions)

12



w' W w We w
B' _ B _ B B- - B -
pr-p * 2¢ —-(C-C) D +( D- Q ) C_ g aC x D )
T T T Te T
. 20 0 _. - . 20 ~on _
= w+ 2 {-sin 5 W + cos 5 sin 5 n\x w f sin 5 (wen) n )} =

cos @ w + (1 -cos ©) ( Wem)n + sin® nxw (2.9)
i expressions totalment analogues per B' , D' i T' , manifestacisé del seu
caracter vectorial sota rotacions.

"boost" de velocitat v =c tgh o i direccio indicada per u

L'element que el representa és

sty

2 e

X = ( caosh z 3 0, 035 g sinh A u,0;0,03;0)

Wo = W * 2{ ( A-A) wo+ g « Q-u )y =
= w, +2({ sinh2 2 w + sinh £ cosh ;-n ) =
0 2 0 2 2
= cosh @ wo + sinh o ( uew )
w' =w+2{galA wo * (wA) A=
= inh £ T o inhE ad)a =
=w+ 2 { sinh 3 cosh 5 U W, + sinh 3 ( wew ) v ) =
=u+(coshc—1)(w-a)a+sinhawo (2.10 a)
B'= B+2{((AA)B-(AB)A+gDxafp?)=
= B+2 (AxB+gabD)xA =
= inhE € 7 7 o a woa =
= B+2 ( sinh 5 ux B + cosh 3 sinh 3 D)xu =



= B+ (cosho-1)(uxB)xu +sinheg Dxu
D= D+2 (AxD-gaB)xA =
= P+ (cosho-1)(uxD)xu -sinho Bxu

(2.10 b)

Les férmules de transformacié (2.10) corresponen a l'accic d'un "boost”
actiu de velocitat ¢ tanh ¢ en la direccié &G , que hem volgut formular
en concordanca amb la rotacié anterior. Les lleis de transformacic de les
components en el "boost” passiu, en el qual sén els vectors base els que
han estat sotmesos a la transformaciée indicada, s'obtenen canviant el signe
de la velocitat i, per tant, el signe dels termes en sinh ¢ . Es d'
aquesta darrera forma passiva com habitualment hom troba formulades les

transformacions de velocitat.

La descomposicié d'una transformacié de Lorentz general en producte
d'un "boost" i d'una rotacié, quan és formulada mitjangant el formalisme de

Clifford, pren la forma

o k o 17k 1/k k o
Al = | O k {a@+ C+gCxA) =|k(af@A+ C-gCxA) 0
c k € 0 0 k C
W 0 0 0 0
(2.11)

on hem escrit tan sols els termes d'ordre parell i hem definit el parametre

k =1/ (aa + CC)

Aixi mateix resulta una trivial aplicacié de la férmula basica del
producte (1.4) la determinacié del conjunt de parametres oy, A ; C , w

corresponents a la composicié d'un "boost" i una rotacié o de dos "boosts".

14



Volem remarcar aqui dos trets de la descomposicié (2.11) que consi-
derem essencials. El primer és que, a diferéncia del que succeeix amb les
formulacions passives, totes les transformacions es troben escrites i ca-
racteritzades en la mateixa base; per tant, concloem amb tota claredat que
el factor rotacic és el mateix independent de 1'ordre de la descomposicid;
no aixi el factor "boost" llevat del cas d' A i € paral.lels. Considerem
conceptualment fosc, sino és totalment mancat de sentit, el comparar trans-
formacions definides en bases diferents, com és practica habitual en trac-
tar la dita descomposicis. El segon és la constatacié de la "naturalitat"
del conjunt de parametres {( « , A, C ,nw } , dels quals d'acord amb (2.4)
tan sols A i C resulten essencials, en vist els parametres que caracte-
ritzen per separat els dos factors de la descomposicié (2.11). No es tracta
només de la unicitat de la representacio i d'evitar una artificiosa descom-
posicié d'una transformacié uanica en dos processos finits facils d'imaginar
geométricament pero sense base objectiva ; la radé essencial ha estat indi-
cada abans: la llei de composicié de transformacions és el producte de
Clifford dels corresponenfs multivectors parells !

Deixem com a senzill exercici al lector establir la formulacié de les

rotacions ordinaries mitjangant 1'algebra de Clifford C 3 aquesta for-

mulacié resulta totalment equivalent a la tradicional fuféglacié quater-
niénica que hom pot consultar a Molina i al.[1985] . Aixi mateix, en resul-
tar aquesta mateixa algebra isomorfa als quaternions complexos, resulta
possible amb ella formular amb parametres reals les transformacions de
Lorentz de forma equivalent a la quaterniénica complexa. Adrecem el lector
interessat al treball (Parra [1984]) per a un tractament més exhaustiu de

les transformacions de Lorentz basades en la dita algebra.
2.3. Consideracions finals

Com és evident a partir de les taules de transformacions anteriors
son tres les caracteristiques remarcables del tractament algeébric del grup
ortogonal. En primer lloc, les expressions obtingudes mostren una completa
independéncia de la particular base ortonormal escollida, i participen aixi
del mateix caracter intrinsec de les expressions vectorials de Gibbs-

Heaviside, que el calcul matricial no posseeix. En segon lloc, les lleis de
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transformacie per a tots els tensors antisimétrics d'ordre arbitrari

queden unificades mitjangant 1'dnica expressio V' = Xy X_1 , a dife-
réncia del tractament habitual que requereix una rep;ésentacié matricial
diferent per a cada ordre tensorial. En tercer lloc, ;el que fa a la propia
composicié de transformacions, constatem que la dita ilei de composicie
consisteix en el propi producte de Clifford dels elements que definéixen la
transformacié. Aixi, el producte de Clifford no tan sols permet de formular
unificadament les transformacions ortogonals sine que forneix la propia
llei de composicié del grup ortogonal. Estem per tant en preséncia d'una
formulacié forca significativa, apta per al célcul i que supera la separa-
cié habitual entre el grup de transformacions i 1'espai sobre el qual
actua, com ens ho mostra la consideracic trivial del fet que un element
resta invariant si i només si commuta amb 1'element que defineix la trans-

formacié ortogonal:

vi=xvyxtl=vy sii xv=vx
Obtenim aixi la caracteritzacio conjunta de totes les formes invariants
gota una transformacio donada; el subespai vectorial de l'algebra que com-
muta amb X constitueix, per tant, la generalitzacic immediata del concepte

. d'eix de gir, habitual en tractar el grup de rotacions.

Finalitzem aquesta presentacié dels grups ortogonals S0(p,q) mitjan-
cant una formulacié acurada de les versions activa i passiva, que consi-
derem absolutament necessaria per tal d'evitar ambigiitats de calcul i
errors interpretatius. En primer lloc, constatem que les formules de trans-
formacié anteriors (2.7) a (2.10) ens ofereixen el canvi de components
sense, aparentment, especificar el caracter actiu o passiu de la transfor-
macié. De fet no és exactament aixi ja que el formalisme operacional de
Clifford, igual que el quaternisonic de Hamilton-Cayley, posseeix implici-
tament un caracter actiu: justament per la natura algeébrica del calcul hom
estd obligat a expressar tots els factors ( transformacie, element inicial
i element final ) en la mateixa base ortonormal, d'altra part arbitraria
com hem dit abans. I hem vist que aquesta versié 'activa' és precisament la

més convenient en considerar la composicie successiva de transformacions ja
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que totes estan definides i referides en una mateixa base.

Ara bé, si, com és habitual en tractar les transformacions del grup
de Lorentz, volem considerar canvis de referéncia lligats a observadors
diferents, podem adaptar el formalisme anterior només considerant els vec-
tors d'una de les bases com els transformats 'actius' dels vectors homo-

lleqs de 1l'altra base. Aixi tindrem:

_ J K -1 _ L
e, = X ey ) e X e ) =c .8 (2.12)

on hem introduit el conveni d'Einstein per a sumacicd d'indexs repetits en

posicié superindex-subindex XI ey = I XI e . Fem notar que
I €1 ..o n2

pujar l'index no altera el valor dels components ni suposa cap contraccis

I

amb la meétrica; és tan sols un indicatiu de sumacie.

Per a un element geomeétric Y , definit independentment de tota repre-
sentacié , obtenim a partir de (2.12) la segient relacié entre els seus

components en bases diferents

J K -1_ J I K -1 _ L
J) eI (X eK) = (X eJ) (84 eI) (X eK) =Y eL

(2.13)

Y = YIIe = YI (X"e

Es a dir, per a obtenir els components de Y en la base { e } hem de trans-
formar activament la magnitud YI e . En el cas particularment interessant
de 1'espai de Minkowski en qué considerem ( eu,) una tétrade mabil, i ey

és el vector quadrivelocitat, obtenim, d'acord amb (2.10 a),

_ _ J K -1 _ . ~i
u=e, = X eJ) (eo) (X ek ) = cosh ¢ ) + sinh o u eOi
T e = g i = a inh € of
amb X eJ =exp (g 3 u eOi) cosh 3 + g sinh 3 u eo‘1 (2.14)
AGRAIMENTS

Aquest treball s'ha realitzat amb el suport de CAICyT, sota contracte
n2 0649-84
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