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Resum

En agquest treball presentem una introduccié als aspectes
classics de la teoria canénica per a sistemes amb lligams,
Desenvolupem el formalisme per al cas de camps de la manera
més autocontinguda possible. Tractem els topics meés impor-
tants i estudiem alguns exemples il.lustratius.

Abstract

In this work we present an introduction to the classical
aspects of the canonical theory for constrained systems. The
formalism is developed for the case of fields and it is self-
contained as possible. We treat the most important topics
and study some relevant exemples.
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0. INTRODUCCIO

Quasi totes les descripcions relativistes de la Natura
es presenten sota la forma de lagrangians singulars. S'ente-
nen per tals aquells lagrangians que d'entrada no generen una .
correspondéncia biunivoca entre els punts de 1l'espai d'evolu-
cié (q,q) i de l'espai de fases (g,p): molts punts (q,q) van
a parar a un mateix punt (q,p). Aixoe degut a que en aquests

casos la definicié dels moments canonics
p= 2L
2%

no permet expressar totes les velocitats en funcise de q i p,

(3.9

donat que la matriu hessianna

W(3.4) = 2L _ 92

239§ 2%

no té rang maxim. Aquesta no invertibilitat de la transforma-
cié de Legendre fa que les equacions del moviment, tant la-
grangianes com candéniques, no es puguin posar en forma nor-

$=1G1) P=31)

a l'espai de fases i

§ = h(3.4)

a l'espai d'evolucié. Degut a aixo no es pot aplicar el teo-
rema d'existéncia i unicitat de 1les solucions del sistema
d'equacions diferencials. Pot demostrar-se que les solucions

han de satisfer uns lligams

€(g.p)=0
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a 1l'espai de fases i, en general, també uns lligams
Ya4)=0

a l'espai d'evolucié. A més les solucions no seran, en gene-
ral, dniques, siné que dependran de funcions arbitraries, fet

que esta relacionat amb les transformacions de gauge.

Alguns dels 1lligams hamiltonians, anomenats primaris,
s'obtenen directament de la no invertibilitat de la transfor-
macié de Legendre. Els altres 1lligams canonics s'obtenen
demanant que els primaris, i tots els que succesivament van
apareixent, siguin compatibles amb les equacions del movi-
ment. Aixd és el que s'anomena algoritme d'estabilitzacis.
Quelcom de semblant es realitza en el formalisme lagrangia.
En ambddés formalismes, paral.lelament a 1l'aparicié de nous

lligams, algunes arbitrarietats poden ser eliminades.

Per a posar de manifest la importancia dels sistemes amb
lligams, tant sols cal esmentar alguns exemples [11]: particﬁ—
la lliure relativista i models relativistes d'accio a distan-
cia (213 camps lliures: Dirac, Proca, Maxwell, Rarita-Scwin-
ger; camps amb interaccié: electrodinamica, Yang-Mills, gra-
vetat, supergravetat. També les teories de strings i super-
strings, gue aspiren a ser "la teoria de tot", son teories
amb lligams. En definitiva, totes les teories amb llibertat
de gauge sén singulars, encara que no tots els sistemes sin-

gulars admeten transformacions de gauge.

Cal assenyalar també que la quantitzacio de tots aquests
sistemes, tant en el formalisme operacional com en el funcio-
nal, requereix un perfecte coneixement de les seves estructu-

res de lligams.

Pretenem aqui presentar una introduccis del formalisme

canonic a nivell classic. Un tractament més detallat, aixi
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com el formalisme lagrangia, poden trobar-se a [3]1. Els pro-

blemes de la quantitzacié es discuteixen a [4].

A la seccid 1| exposem una obtencié original de les equa-
cions d'Hamilton-Dirac i dels 1lligams primaris ([S] per a

teories de camps (la reduccié a tearies puntuals es trivial).

A la seccié 2 comentem l'algorisme de Dirac, introduim
la classificacié dels lligams en 1 i 2 classe, construim el
paréntesi de Dirac, donem les seves propietats i definim els

graus de llibertat fisics.

A la seccié 3 donem dos exemples de teories que sols
tenen lligams de 2 classe. A la seccio 4 tractem especialment
els sistemes que tenen lligams de 1 classe,; donem la relacisé
dels mateixos amb les transformacions de gauge i parlem de la
fixacié del gauge. L'exemple més important, el camp electro-
magnetic, es tracta a la seccié 5. A la seccié 6§ es presenta
el camp de Yang-Mills SU(2) com a sistema de 1| classe mes
complicat que el camp electromagnetic i s'analitza tambe un

sistema que presenta alhora lligams de 1 i 2 classe, tot
indicant directament amb 1'exemple 1la teoria general que es

troba a la refereéncia [31.
1. LES EQUACIONS D'HAMILTON-DIRAC

Sigui un sistema descrit per N camps @9(g,x)=p%(x),
A=1,...,N, a on T és el parametre d'evolucisé. Suposarem que

la seva dinamica es pot obtenir d'un lagrangia del primer

ordre que no depén explicitament de T

L{#. 4] =|d&x X (4. %4. 8)
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a on ¥ 1££- . L &s una funcional dels camps i les
s &

unlamitsée 3 I
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maxim de les derivades primeres dels camps i que pot ser
considerada alhora com un funcional elemental (veure apen-

dix).

Les equacions lagrangianes del moviment saén

<) = 5L _d SL (1.2)
[L]A”“ P AT 3w = O o

on les derivades funcionals son a & =constant i 1l'operador

d'evolucie és

d 9 +/® S - ‘A (1.3)
° 2 d*( 8. §
dz T oz Y|t P S¢”(1-)+¢(1) 8 %)
Definint
oL . SL "8
E = —|dg ———
a(x) S ") (] 5¢A@>S¢B¢3‘¢ ¥ (1.4)
oL
\)%59‘;1)= m (1.5)
les equacions del moviment (1.2) es poden escriure en la

forma

X alx) — C]'? Was (%, ¢ 4)=0 (1.6)

Si L és del tipus (1'1)’(XA conté els camps i totes les seves
derivades fins a segon ordre, excepte les acceleracions, que

han estat separades explicitamemt. Observi's que el parametre
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d'evolucie T té un paper privilegiat respecte a les altres
coordenades ;: Aixo estd associat al fet de que el sistema és
preparat en un cert i s'observa la seva evolucio en T'suc-
cessius; en altres paraules, esta associat a la manera de

donar les dades de Cauchy.

La distincio entre sistemes regulars i singulars prove

de 1'estudi de la matr%: hessiana “QAB (qu\ tAquesta és
una matriu quadrada Nx o2 dimensional, a on D és la dimensié
de 1'espai C de coordenades (C,i). Ens interessara el rang de
drespecte als index discrets. Aixo vol dit que si escrivim

rang u/=k, significard que existeix un menor d'ordre k xo}
tal que el seu determinant calculat respecte els index dis-
crets és diferent de zero a tot C)(C: excepte possiblement a
conjunts de mesura nul.la.

-1
Si rang VV=N, existira una “U tal que

dz W, 2) Wc—s‘(i,“ﬂ = 8% S(-9)

(1.7)

{

Utilitzant aquesta UU a (1.6) es poden aillar les accelera-

B0 =|dg W M, X () o)

En aquest cas el sistema d'equacions diferencials s'anomena
normal i poden aplicar-se els teoremes d'existéncia i unici-

tat. Llavors el coneixement de les dades de Cauchy:

=2, (1.9)

B0 P
T=% <
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sobre una certa hipersuperficie zZ = Z:O de C, que propor-

ciona alnora

%P

AYw|  Upw|
. C "‘Zo

=% t«'c-°

ens permet, tal com es veu de (1.8), calcular

a (x)

i a partir d'aqui, derivant i wutilitzant repetidament (1.8),

T=2,

ja és possible calcular totes les derivades respecte a T i

=

per X i construir les funcions analitigues uniques é @\que
satisfan el contorn (1.9) donat. Quan aixo és aixi el sistema

s'anomena regular.
Ens interessara el cas en que

ra.ngW=r<N (1.10)

Llavors les equacions (1.6) no poden posar-se en forma normal
per a N—r=m4 de les acceleracions. A mes existiran m, vectors

nuls

Y:(":T) a = Ty000,m

tals que

d'\i- Wag (%) (f(*t.%) =0 (1.11)

W no tindra ara una inversa, pereé si que existira una matriu

M tal que
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d? (\X/As(x'?) MK(}.é) + tﬁ(xﬁ) Y‘C(T'*‘) =55 S 5) (1.12)

on els K;_ sén combinacions adients dels (;_. La matriu M
és la inversa de W en el subespai ortogonal al dels vectors

nuls. Operant (1.6) amb
[dx ™M (2,%)

i utilitzant (1.11) i (1.12) resulta

B @ = R (M0 %00 - |5 Faa 0 0r2) 3%

Aqui veiem que efectivament hi ha acceleracions que no poden

ser aillades, ja que apareixen a la dreta formant part de

combinacions de vectors nuls. De (1.4) es veu pero que siﬂ'
¢s solucié també ho és ¢ + vectors nuls, de manera que la
solucié més general és, agrupant tots els termes proporcio-

nals a vectors nuls sota coeficients indeterminats,

X d3 (M*® « A
¢(7<) = “a' M %) 3(‘3) +ﬂa(‘}) Y.,, (1‘)) (1.13)

Degut a l'aparicié de 1les funcions indeterminades ﬁza’ les
solucions no resten en principi determinades pel coneixement
de les dades de Cauchy. Totes les solucions satisfan pero les
equacions del moviment (1.6) i estem per tant en presénc1a de
possibles transformacions de gauge. Aquelles var1ables‘tals
que ¢A no depen de les ﬁ\ descriuen els graus de llibertat
fisics, mentre gque les altres sén candidates a variables de
gauge. S'ha de tenir en compte que la consisténcia de la

teoria pot eliminar total o parcialment la suposada llibertat
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de gauge, determinant totes o algunes de les /3a . L'estudi

detallat d‘aixe es troba a la referéncia [(31].

L'aparicioc de les ﬂ% £s una primera conseqiéncia de la
impossibilitat d'escriure les equacions del moviment en forma
normal. Una altra consequeéncia és que les solucions sols
existeixen en general en una certa subvarietat de 1'espai

d'evolucio (#,9).

Estudiarem tot sequit el formalisme canonic associat a

aquests sistemes singulars.

Els moments canonics es defineixen segons

Ta () = 25 = W, [4.4]

és a dir, els TY son funcions elementals dels camps i les

velocitats.

Cal notar que

ST

S Was 1)

i per tant si el lagrangi& és singular, és a dir, si W no teé
rang maxim, el teorema de la funcié inversa, referit als
index discrets, ens assegura que no podrem aillar totes les
velocitats com a funcionals elementals dels camps i els mo-
ments (és a dir, com a funcions de ¢ ,'a; ﬁ i }

Siguin %o\w A = /i,...)( , les velocitats que és possi-

ble aillar, és a dir, suposem que

_%_L_‘:__sr ' ‘ ol = 1,....,1‘ .
N P f 46



F = I, 67

amb X ,/% =A,...,C 5 a= r+l,...,N. Substituint aixs a les

definicions dels moments (1.14) sera
B (« Cc o a .
T = G #% 1165 w87 ¢*]

Per a A= 1,...47, aixé no soen més que identitats 1‘( ='\[K
A=4..., C

(ja que corresponen al canvi invers d'aquelles velocitats que

7

son aillables). En canvi, per a A =r+i1,...N tenim relacions

M. = f¢[¢%, ¢ m, ¢, ¢¢]

amb a,b,d =r+l,...N. El punt important és que aquestes rela-
cions no poden contenir les velocitats, ja que si aixi fos
noves velocitats podrien ser aillades, en contra de la supo-

sicio de que rang W=r.

Tenim aixi els anomenats lligams primaris

W*'*«[¢A,FV.‘]=O (1.15)

A
Ao_[qs ,‘TA]-:O 2 =T, N = 1y, (1.16)

Aquests funcionals elementals contenen els camps, els seus

gradients }2 76 i els moments, pero no els gradients dels mo-
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ments. Per tant, en el formalisme canonic una primera conse-
miidncia del fat nus 12 matrin hessiana no tinoui rano maxim

és 1'existéncia de relacions entre els camps, els seus gra-

dients i els moments.

D'altra banda, en no poder-se expressar totes les velo-
citats com a funcionals de i TT_ , algunes expressions la-
grangianes no tindran correspondéncia en el formalisme cano-
nic. Quan aquesta correspondéncia existeix es diu que la

quantitat lagrangiana considerada és canonitzable.

Més concretament, un funcional f[%,ﬂ] de 1'espai d'e-
volucidé s'anomena canonitzable si existeix un funcional gt

Tl de 1'espai de fases tal que

{'[Cp ] = [?5 (¢, ¢]] = FUg [4,7] (1.17)

a on FL* ¢és el pull-back de l'aplicacio FL (¢ ¢) =( ¢ gD i
equival a fer Tr TTE ¢, yl. Tal com es demostra a les refe-
réncies i , per a que una quantitat sigui canonitzable

s'ha de verificar

(_‘a(x){ =0 a=1yeeesm e

L« =|d% \chﬂsi,ﬁ( ) (1.19)

Aquesta condicié es debilita quan es demana la canonitzabili-

tat en una subvarietat de 1'espai d'evoluﬁié.

L'energia lagrangiana és el funcional de l'espai d'evo-

48



EL[?S 3‘] =Jd2 m[qéy{] ¢$A - L[‘qg ¢‘J (1.20)

Aquest funcional é&s canonitzable. En efecte, donat que E;l_ no
depén de gradients de les velocitats, 1l'aplicacio de (1.19)

proporciona

LB, =

=1d3d3 YA« S\T(E) 48 Bcea\ ) lde vAx SL
Jd}&\ﬁ- (.w)( < ;A(ﬁ)qS(e} L@ 0 5C 3)) K ]Yo.(.‘t)-——“s{ﬁ,,%)

- [t Wi tin + o5 62w e -ra) -
@)

Existeix per tant un funcional HC[¢ .‘lT_l de 1'espai

de fases tal que

H< [96, W[¢¢]]=El_[¢g5] (1.21)

i

Els lligams (1.16) sén identitats lagrangianes, és a dir

AQ[¢,\'\'[¢,"}‘]]= Fi*A[4 W]s O actiim (1.22)

1

Derivant respecte a les velocitats sera

s o[ SA ) STI.M)
Jd? FL ( ST\’,,(‘y)) c‘;sm =

és a dir

j d% FL* S___SA4°" )\X/%q.e) =0
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g [ x
I'\a\."l
i per tant els m, vectors FL —Eafr1*3 constitueixen una base

de 1'espai m,—-dimensional dels vectors nuls de W (la indepen-
dencia iineai eS dedueix de la indepenudiicia Ui fuiiciviiais

A.). Derivarem ara (1.21) respecte a les velocitats

dz a9l STy _ Sy
E T Fl=—— S 3753(2, —'[ (Sgl"i ¢<1)+T\;(7)§, V(}-z)) 2;@

d'on
= (e e _ ¢ Ay a) =
}d?r( T >'¢“(7))W“(1'e)_o
i per tant el terme ( \és una combinacié de vectors nuls:
b - & (%)
& = FL*-E—&‘—-— y |dX O 0 FL SA00 (1.23)
NI STa )
on els 1&; son funcionals {¢ 4]coneguts a partir de la
mateixa equacié (1.23). Les'ﬁ‘ no son per tant funcions arbi-

traries: ben al contrari, sén aquelles expressions lagrangia-
nes que converteixen (1.23) en identitats. Derivarem ara

(1.21) respecte als camps:

SL
ST 3 FPx S et AT S

F*S“c aSHe ST
L S Jd} _._3. S\TB(?)

Posant-hi (1.23) queda

* 3He _\zge ____<Ls' il La R
s 3 T ot

S0



De (1.22) es dedueix pero

FL¥ SA«E’ +|dg e* SA@) STréw

i per tant resulta

et (s goet Sh@ _ SL
FL -5715_"(:; dz 0.@) $ gre) St w (1.24)

Les equacions del moviment (1.2) es poden escriure com

(1.25)

oL _ d sL
' 4T St

i (1.24) esdeveée finalment

- . S ALY
TTA(x) = -FL %}— A?f \To.(‘a') FL* ——gm (1.26)

Les equacions (1.26) i (1.23), juntament amb les definicions
(1.14), (1.16) i (1.21), sén equivalents a les equacions
lagrangianes del moviment (1.2). Les equacions (1.23) sdén

simplement les definicions de les '6A.que apareixen a (1.26).

El pas que cal donar ara és convertir (1.23) i (1.26) en
equacions diferencials del primer ordre respecte a 2:, és a
dir, passar a considerar §j i Trcom a variables independents.
Aixo pot fer-se simplement eliminant la substitucié de lesTl
. Al fer-ho no s'obtenen perdé equacions diferencials en forma
normal, donat que en els membres drets apareixen les q; i
aquestes contenen les velocitats. A més, les U; no son, de
moment, expressables com a funcionals de 1'espai de fases, ja

que si aixo fos aixi estariem contradient la suposicié sobre
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el rang de W (de fet, si els lligams primaris s'agafan en la
forma (1.13), llavors (1.23) mostra que les G:R son simple-

ment ies veiocita

LS 10 Cannivzcaviesi.

Les equacions del moviment a 1'espai de fases, anomena-

des d'Hamilton-Dirac, sén per tant

gh 0 e SHC s oy A
¢(x)_ ST + dw () ST (1.27)

T Do _ SHe - S A
(K) = - —m——— = d O; g\ .
A § P T Y] '_s_{s%&) (1.28)

El signe Hg_ indica igualtat sobre la subvarietat de
l'espai de fases'-d—efinida per AQ E¢ ,Tr]:. O (en el sentit
que es verifica a tot C llevat de conjunts de mesura nul.la)
Aixo és aixi ja que en els membres drets podem afegir combi-
nacions arbitraries dels lligams primaris i al substituir els
moments sempre obtindrem les mateixes (1.23) i (1.26), tal
com indica (1.22). La impossibilitat d'escriure les equacions
del moviment en forma normal porta com sempre a gue les solu-
cions sols existeixin en una carta subvarietat, part de la
qual ve donada pel lligams primaris. La mno wunicitat de les
solucions es reflexa en 1l'aparicié de funcions arbitraries de
(T, § ). Aixo es pot veure explicitament si tenim en compte
que amb 1'expressisé (15) dels lligams primaris algunes de les

equacions del moviment esdevenen
¢G. Ho %g_
~(a
i per tant les velocitat son funcions arbitraries de

&, %) .
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El paral.lelisme amb el cas lagrangia es manifesta en el

fet que alla, escollint els vectors nuls

SA

A
o (x, ) = FL-,k
YLy ATy

les ﬂq_ son algunes de les acceleracions, que no queden per
tant determinades, a aquest nivell, per les equacions del

moviment.

Si definim una hamiltonia primari

H, = He +]d% o0 Ao

les equacions (1.27) i (1.28) s'escriuran

ﬁA(x) Mo 3Hp

%‘TAQ‘) (1.30)

. M, SH (1.31)
= -9"F -
WA (x) S¢A(")

on hem negligit termesf~Klque s'anul.len a M, . Cal recor-
dar que totes les derivades funcionals sén a Z =constant. Si,
donats funcionals qualsevol de 1'espai de fases Fr[#nﬂ] i
(‘,[‘_4'11] , definim el seu parentesi de Poisson a C =constant

com

= - d—-( 3F  8G_ SF. SG (1.32)
{‘_ * G X S¢A°‘) S‘TA"“ SWAQ‘) S¢’t“)
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queda llavors

Q.SA(X) 1° {CﬁA(’O, H?§ (1.33)
ﬁg(") L {\—\—;(ﬂ) ) ‘r\‘} (1.34)

Cal remarcar que els 1lligams AQ:C> no poden ser usats dins
els parentesis de Poisson, c.nat que AQ?O no implica que les
seves derivades funcionals tambe siguin nul.les. En canvi, si
qQue es verifica C'x% E_—? O s Ja que els 1lligams primaris
s'han de satisfer a C quasi-arreu. Les relacions dCAQE’iO
poden pero ser incompatibles awb unes dades de Cauchy dona-
des. En efecte, si col.logquem unes dades de Cauchy qualsevol
sobre M no tenim cap garantia de que 1l'evolucié posterior
s'hi mantingui. En altres paraules, la subvarietat de 1l'espai
de fases sobre la que existiran les solucions de les equa-
cions del moviment no és, en general, Mo, €ind una subvarie-
tat meés petita continguda dins M, . Per a trobar aquesta
subvarietat, Ms¢, cal fer compatibles els lligams amb les
equacions del moviment primaries, és a dir, cal imposar

d"CAk:O . Aixe ¢és el que s'anomena' procés d'estabilitzacis,

del qual parlarem a la segient seccios.

Suposarem per tant que per a un cert C = -Co es donen

unes dades de Cauchy
A
@'

contingudes a Ms. El coneixement d'aquestes funcions permet

- .‘TA (%) cez

calcular els membres drets de les equacions del moviment,
llevat de 1les arbitrarietats ja esmentades (algunes de les

quals poden peré haver desaparegut en el procés d'estabilit-
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zacio) i a partir d'aqui poden construir-se analiticament les
solucions. De la manera en gue M. é&s construida, esta garan-

tit que les solucions hi romandran per a C)C‘,.
’ \
2. CLASSIFICACIO DELS LLIGAMS. PARENTESI DE DIRAC. GRAUS DE
LLI BERTAT FISICS

Tal com hem indicat, les equacions del moviment de la

seccio anterior han de fer—-se compatibles amb 1l'estabilitat

de la subvarietat MO . Agquesta estabilitat por satisfer-se
sobre MO (o idénticament) pot imposar nous lligams o pot
conduir a expressar algunes de les funcions W;_ en termes

canonics. Si apareixen nous lligams definiran sobre M° una
subvarietat M.,més petita, a la qual caldra també exigir
estabilitat. El procés es repeteix fins que no apareixen nous
lligams. El1 conjunt de tots els 1lligams obtinguts defineix
una subvarietat MF de 1l'espai de fases sobre la qual es

desenvolupa la dinamica del sistema.

En general, aquest procediment ens proporcionara 2N+M'

lligams, que anomenarem genericament 1/. Es diu que un lligam

és de primera classe si, sobre 1la subvarietat total dels
lligams Mp, fa parentesi nul amb tots els lligams (incloés ell
mateix). En cas contrari s'anomena de segona classe. En al-

tres paraules, els lligams de primera classe donen lligams al

fer el seu parentesi amb altres lligams.

Suposarem que existeixen 2M 1lligams de segona classe i

M' lligams de primera classe:

+ ‘{;— i=1,00.,M"

) i=1,00.,2M
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Assumirem a més que no es possible efectuar combinacions
lineals delsﬁ( que siguin de primera classe. Llavors 1la ma-

triu

Cilxp= iX;w ¥ h)}

tindra determinant no nul sobre la subvarietat My i existira

la matriu inversa C~* definida de tal manera que
= _ -
dF Cin (o) O ) = 84 S (R-9)

En general, cal fixar condicions de contorn per a asse-
gurar la unicitat de Ca| . El que el nombre de lligams de
segona classe sigui parell és degut a que wuna matriu antisi-
métrica sols té determinant no nul si és d'ordre parell.
Donades dues quantitats qualsevol de 1'espai de fases, es
defineix el seu parentesi de Dirac respecte als lligams X

mitjangant
[A , Br = {A. B} ~|dx d% {A,\A tx)i C{lf ("'“x){)‘i()) ,B}A

Aquest parentesi té les propietats

(e e

&
{Y“":’} &o

La segona d'aquestes igualtats ens diu que dins el pa-
réentesi de Dirac els lligams de segona classe poden posar-—se
a zero sense incosistencies, fet aquest que no passava amb el

paréntesi de Poisson original.
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La introduccié del parentesi de Dirac és equivalent a la
definicié d'unes quantitats "starred" A* a partir de qualse-

vol funcio A de 1'espai de fases:

~ > (o , ' (2.1)
A* = A-{drag Cwpy, Aprco
x Ny + H
Cal notar que \ ':; %{ i que Xi :: O . La propietat

fonamental és que
&P\* __i _fj‘___{-{A _Y‘ (2.2)

A efectes del calcul, és important saber que el pareéntesi de
Dirac pot construir-se per etapes. Imaginem que separem els

0
ﬁgn dos grups Xgi X;. Llavors podem construir
v

AR ¥ } A, B.*- dz &g {A,)c‘?(n’gz? (x,y)w{"w,s
{

© 0
i i tot seguit

’{‘: (A, 37;*—[&? 43 1A ,\Q"w}*@i‘ ey, 8 5#

*
{ XJ H . Un calcul directe mostra que aixo

= @ @)
on C(I:)) \
coincideix amb el parentesi construit en una sola etapa. Es

evident que el parentesi de Dirac és antisimetric

(ol

i pot comprobar—-se que verifica també la identitat de Jacobi:

{A,{B,cﬂ* +{C,&A,BFV%B,&C,A?}*: 0
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La construccie del paréntesi de Dirac permet eliminar els
lligams de segona classe de la teoria, en el sentit de que
poden utilitzar—-se fortament (és a dir, dins el parentesi).
Hom pot demostrar gque 1'equacié del moviment sobre Ml ve

donada per

%Ft_— {F,Hcﬁﬂ dﬁ,«I(ﬂFf(i”m}
(o

=

a on els %i sén els lligams primaris que romanen de primera
classe al final del procés d'estabilitzacié. Si construim HC
d'acord amb (2.1) llavors (2.2) ens diu que 1'equacioé del

moviment es podra escriure també com

‘“: & {F R {4 \dy Sepd e, €l

Pot demostrar—se que la dinamica es pot obtenir també d'un
hamiltonia He més senzill que Hr. Aquest Hy s'obté simple-
ment afegint a He les peces corresponents als primaris tals
que les seves W; han estat determinades en el procés d'esta-

bilitzacio:

H{_ = Hc 4+ d‘i {—;(‘}) ¥(:)(1)

on els ‘Xi son els primaris de segona classe i les‘?{ sén

funcions conegudes de ¢ i Tr. Llavors
d‘: 2R, b | welF ey

La demostracié de tot aixoe, aixi com un estudi detallat
del procés d'estabilitzacié pot trobar-se a la referencia
£31.
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Per a finalitzar aquesta breu exposicic de les respostes
dels lligams, demostrarem que sobre M+ el paréntesi de dos
primera classe és un primera classe. En efecte, siguin Yz i
ﬁﬁos lligams de primera classe i siqgui \t un lligam qualse-

vol. Llavors, utilitzant la identitat de Jacobi,

eoed =l -{le o) o)

pel simple fet de ser‘f i ¥Q de primera classe sobre M.

Anem ara a dir quelcom sobre el contatge de graus de
llibertat. E1 fet de que una teoria contingui lligams cano-

nics significa que no totes les variables de 1'espai de fases

son independents. Donada una teoria en un espai de les fases
2N-dimensional (ens referim als index discrets) amb 2M 11i-
gams de segona classe i M' lligams de primera classe, pot

demostrar-se que el nombre de graus de llibertat independents
és 2N-2M-2M', ¢és a dir, cada lligam de segona classe elimina
un grau de llibertat i cada lligam de primera classe n'elimi-
na dos. A més, aquest 2N-2M-2M' graus de llibertat indepen-
dents poden implementar-se en N-M-M' parelles de variables
canoeniques conjugades que expandeixen 1'anomenat espai de les
fases reduit (RPS). La seva dimensié és el nombre de graus de
llibertat fisics de la teoria. S'anomenen observables aque-
lles quantitats tals que les seves equacions d'evolucid no
depenen de funcions arbitraries (de les que romanen arbitra-
ries al final del procés d'estabilitzacie). Pot demostrar-se
que el observables es poden escriure en termes de les varia-

bles del RPS.
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3. EXEMPLES DE LLIGAMS DE SEGONA CLASSE. ELS CAMPS DE PROCA I

nIeac

Anem a considerar agui dues teories que sols presenten
lligams de segona classe. En aquestes teories els graus de
llibertat fisics poden obtenir-se de la propia teoria, sense
haver d'introduir lligams a ma, tal com passa amb les teories

que presenten lligams de primera classe.

L'exemple més senzill és el camp de Proca, el camp vec-

torial lliure amb massa, descrit per la densitat lagrangiana
| =7 \ L2 A
X)= = — LI
 (x) '-lF w60 + 2MA9<)A,.(&)

on F}‘\EXB:' APA?(y\r a'Af (x\ .Amb la notacié tridimensio-

nal

E*=F" . B =-letiF
la lagrangiana s'escriu
L) = = (B%y-B: L e a2
-2 (")‘B(x))-l—-i-w\zA(x)

Donat que

X4
PQuky)

=-F%

els moments canenics seran
o SL
M= :
S AL

de manera que tenim un lligam primari

of .
= - Fo (x) = —A“L«.) + 9“ A°(\<)

Mo
Y = Mot =0
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v A [ 0
i una relacio .—n_ (y) - A O‘) *BtA (X\ que ens permet

obtenir les velocitats tridimensionals
AC v A° v
A (") =/a A\")"’“ (x) (3.1)

L'energia lagrangiana és

= idﬁ (- Ao+ 27A0) g0 — L =

- P b l
= | dX (— EmiX\»)——\,_-(‘é‘m—i‘wS— -\i- $ A 0
la canonitzacio de la qual ens dona 1'hamiltonia canénic
— - | == k3 -7 - -
He =|dz (‘z‘(““f@ AT+ T VA.,--‘Z:‘M‘Ai)

Sabem que ha de ser

Ao ok SHe K " R
= F\’ dx Ox) FL* 2
A" () ST ¥ x ST

i aixoe proporciona, a més de (3.1), V—ty\ =-PP(X\-

Els pareéntesis de Poisson es defineixen per a x%=cons-
tant (és usual agafar, en les teories de camps, x° com a

parametre d'evolucio), segons

iF G)X =\ dz SE S6 _SE Sse
! QAo ST(x) BT SN
En particular, 1l'unic paréntesi fonamental no nul és

{ A0, ) = Y-

Observi's que per tant e“6::.0 no es pot utilitzar dins els

parentesis.
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L'hamiltonia primari és
1l b R T
ﬁ\, = ﬁg -\'J U‘a v \‘a) /\\ \‘3—)

i les equacions del moviment que proporciona son

A..', 22 ;A\. ,\"\?% = =11, +3;A°
/?(o %’ {Ao,\"tv%:ﬁ-

%‘T;, &‘Y% 1:’9§‘T;'+'W&‘\o
{ L, \-\r} = (UxB). + WA,

A A

Cal ara plantejar 1l'estabilitat del lligam primari
\ Mo P, 2
Y@ = \L,w,\\?} = AT 4w Ao

Com gque aixo mo s'anul.la sobre M° ; ens apareix un lligam
secundari

: M
X, (6 = AIw + WA =0
L'estabilitat d'aquest nou lligam ens porta a
Kot Z %0, Hy| = v (9, 4°
2 = z(‘); 9‘ = W (QLA {-&V):o

i aixo ens permet determinar canonicament la funcio ‘U

Mo

= —UA

Observi's que el lligam secundari ha convertir el primari en

lligam de segona classe. Aquest és un fet del tot general:s
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Quan apareix un lligam que converteix en segona classe un
lligam primari que fins aquell moment era de primera classe,
l'estabilitat del nou lligam determina una de les funcions
canonicament desconegudes que hi havia en 1l'hamiltonia prima-

ri.

Acabat el procés d'estabilitzacid, procedim a constriur
el parentesi de Dirac associat als(dos lligams de segona
classe de la teoria. La matriu dels lligams és

o —wm?
" =_wmt\(z = .. _ o -
; X‘\(. )) K‘L (‘?s% 1) S‘(K -‘&) ) C\.( (X.““ = MZ s(‘~))
: o

i la inversa és
- o | |
Ciy () = - S&-3)
—| 0
Els pareéntesis de Dirac fonamentals son

[0, w}'= (5 37) 56
I N, = - & @ g v ) 25 iw-3)
J e, wight= 0

i és facil comprobar que dins d'ells poden utilitzar-se els
lligams )(ii w%;. Segons el contatge general que hem indicar
a la seccio 2, el nombre de graus de llibertat fisics del
camp de Proca sera 8-2x1=6. Els dos graus de llibertat espu-

ris es poden obtenir directament dels lligams:

Taw=o0 , AKX = -—-;\A-;_ﬁ-ﬁ&*)

Agafant llavors /\ i TT com a variables fisiques de 1l'espai

de fases, els seus parentesis de Dirac sdén
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) = ST LN DU
Y L R PR EE Y

< y * : .
% (e, "A‘Jﬁ}} =0o %W(ﬂ,ﬁi(ﬂ%*—: o

que coincideixen amb els canonics. Les seves equacions del

2750

moviment son

AL

=

{A;J \’\cv= -4 -\v;z?iajns

T

=

{ mw ) \'\gzg*= (@xﬁ)“ A

Les equacions del moviment es poden obtenir també utilitzant

el parentesi de Poisson i 1'hamiltonia

H{, = W = _clj; FoA) Wog})

El segon exemple que presentem introdueix graus de 11li-
bertat fermionics, és a dir, variables que anticommuten, i en
aquest sentit ens apartem de la teoria general presentada, on
no ens hem preocupat en cap moment de 1'ordre de ‘les varia-
bles. De tota manera 'podrem utilitzar els resultats de la
seccio 1 amb la sola modificaciso dels parentesis fonamentals
i una certa cura amb les commutacions (veure la refereéncia
[6] per a una discussié del formalisme canonic per teories

fermioniques).

La descripcio del camp lliure de spin 1/2 pot fer-se amb

la lagrangiana de Dirac (suposem camp complex i amb massa):
= B LywXS
J(x) = G(x)(.? X ’),.—M)e(x\

b&



= oF
on 9;6 b/o i les 90(1 v 8 =1,2,3,4, sén variables de
Grassmann que anticommuten ’1’\/ TJ - - \irJ T; ’ * _ @-\ ) D-:.

£L713.

La lagrangiana desenvolupada és
L = 8530 -’c),.e,‘é_(yr)ﬁ(sep _ w88,

Utilitzant les derivades funcionals per 1l'esquerra, els mo-

ments canonics son

_SL o _ _iek « _ SL '
IT.,(‘— Séd - 26“ ) TT,( e —S—é-:‘: —-é—@d

Aquestes relacions no proporcionen cap velocitat, sine 8

lligams primaris:

\ %
Xo& = T, *":7'6«:(

I

9

& Y * Hs
— L —_—
0 %R = W, + 3-f1( = O
L'energia lagrangiana eés

EL = | d% (8o + Dl i) — |

i 1'hamiltonia canéenic que proporciona ées

H.

>

45 (- S8 (071 0 + & B (V)8 +w Bf(ﬂﬁ)

i

mentre que 1l'hamiltonia primari és
HF = H +jd?<‘ (0; WX, 08 + 960 )C;‘(x))
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Les identitats

£t ?[“ r _ — . .
=2 =—?—‘4‘—+de T 2B g O ‘)
Sﬂ; %ﬁé*)

ens donen la relacii+?ntre les U’ i les variables lagrangia-
X
nes: ;o= . -
v =06, 0 6

Els parentesis de Poisson fonamental es

defineixen segons (veure Ref.[&61)
1000, T (] = -S4 5%9) = | e, Bk
; %: @, -‘Tﬂ*(}\{ = -E,Y, S(R-’%,) = { e, G; (})s

i son per tant simetrics.

Amb aixo és facil verificar que tots els lligams prima-

ris son de segona classe
{ X.,( (‘) ” x(:(‘}')} =< S-(I( X\i—‘:))

i per tant la seva estabilitat determinara totes les funcions

arbitraries . Les equacions primaries del moviment sdén

- h° °

Bt £ {800l = Wi | BFoo oy
. Mo P - .
) = M, Wyl = { (8% ), m(Bloy) o &Lt
% Mo % . P .
T 0 = [T, Wy d = < (6 F Foe)a + (16010), 0
i l'estabilitat dels lligams primaris és

Ka 2 Ua, Bp} = £ (VoM ) m (O, + 0t
X2 0w, Hed = L QPP Fo)l + w (00 + ¢ i

-Y-)



O = — (VO T ) *CMQ%*ﬁ)x
Uy = = (CYV0)« v = ((20),

La matriu dels lligams i1 la seva inversa san

0 - . -\
Ceilxy) = - R, Gy = o 4, ¢ SR-9)
! -44 0 | 4, ©
b 4

i els pareéntesis de Dirac no nuls son
k. - *
{800, mepl=- L 5ae5-3) ge:m,w(j@)} - - %S«,, $z-3)
XK . .
18,09, BF @} =1 S SR5) . {Bca, Dutpl= <S5 Six-9)

x } *
L (,c),rrn*(ﬁ = & SRy, 3n;*w,r;,m§ = £50,862-5)

El nombre de graus de llibertat de la teoria és 8x2=16.
Com que hi ha 8 lligams de segona classe, el nombre de graus
de llibertat fisics vindra donat per 16-8x1=8. Escollint

aquest els donats per
@,( (x) , d:v) o= 1,2,3,4
els seus paréntesis de Dirac sén
10, By =-C Sep Sx-9)
{@:(‘a, s (1)} =-Ldap JG&-9)

i les seves equacions del moviment
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Bleo T el By'= - (Vo (o 7), vom (o7 13),
O, o 2 {Sq, \-\¢\“= - (T V0 + im (o).

De nou, les equacions del moviment s'obtenen tambe amb el

pareéntesi de Poisson i l'hamiltonia

He = W x| d7)(= (e8] rom (6B, + (- (P80 T)urim (7))

4. TRANSFORMACIONS DE GAUGE. FIXACIO DEL GAUGE

Com ¢és ben sabut, s'anomenen transformacions de gauge
aquelles transformacions de simetria interna que depenen de
funcions arbitraries. La manera natural de realitzar-se a
l'espai de les fases és calculant el paréentesi de Poisson
entre la quantitat a transformar i 1'anomenat generador de la

SF(") ‘—‘--% F("),G} (4.1)

La forma més general de G és

Cé(t) = £Z=o dﬁ é(n()‘}.{)ék(‘},f) (4.2)

on el superindex (k) indica la derivada k-éssima respecte

al temps i & és una funcié infinitesimal arbitraria de

(§,t>.

Sigui He l1'hamiltonia que hem introduit a la seccis 1.
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Si NO ég la subvarietat definida pels lligams primaris que
han restant de primera classe al final del proceés d'estabi-
litzacié, llavors pot demostrar-se (81 que el Gk formen les

cadenes

C;h(7) 2§C)
G () +{ Guta W} Z o

Go(9) ;%6‘(7)‘ \_hg :‘-’o (4.3)
{60(1): Hg% :—"O

i a més han de satisfer
(o) N,
{GL(‘?); X! (x,} 2 (4.4)

Els membres drets de (4.3) s'han d'escollir de tal mane-
ra que es satisfaci (4.4). Per tant Gh ha de ser una combina-
cid de lligams primaris de primera classe. La cadena (4.3)
permet anar trobant totes les components del generador, afe-
gint a cada pas combinacions, en general integrals, de prima-
ris de primera classe. Pot demostrar—-se que el generadors
minims es troben escollint les combinacions de primaris de
primera classe de tal manera que (4.3) es talli el més aviat
possible. En general hi haura tantes transformacions de gauge

independents com lligams primaris de primera classe [8].

Cal indicar que el concepte transformacié de gauge que
hem utilitzat és el de considerar com a tal aquella que con-
verteix solucions de les equacions del moviment en solucions
de les equacions del moviment. En general poden passar dues
coses: que una solucié i la seva transformada es tallin per a
un cert £=Z_,, o bé que no es tallin per a cap valor de T . La

possibilitat d'efectuar transformacions del primer tipus
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s'elimina fixant les funcions \f} associades als primaris de
primera classe, ja que llavors la dinamica queda fixada i a
unes certes condicions inicials els hi correspon una unica
solucié. Pere fins hi tot en aquesta situacid pot haver-hi
solucions corresponents a diferents condicions inicials que
s6n gauge equivalents. Aquesta arbitrarietat residual sols
pot eliminar-se escollint per a & una entre les diferents
condicions inicials equivalents, és a dir, tallant 1'espai de

fases amb una fulla que seleccioni.

La fixacié del gauge;, ¢és a dir, l'eliminacié de les
transformacions de gauge, és necessaria per a eliminar de la
teoria els graus de llibertat no fisics associats als lligams
de primera classe (dos per 1lligam). En efecte, encara que
podria pensar-se que de la simple expressié d'un lligam de
primera classe ja é&s possible eliminar un dels graus de 11i-
bertat, aixe eés fals ja que la igualtat obtinguda no pot ser
utilitzada dins cap paréntesi. Solé els lligams de segona
classe;,; que poden utilitzar-se dins els paréntesi de Dirac
que amb ells es construeixen, permeten eliminar explicitament
graus de llibertat. Aguesta observacié ens indica el cami a
seguir. Hom ha d'introduir lligams "a ma", diferents dels que
proporciona la teoria. Aquests 1lligams han de ser tals que
converteixin en segona classe els de la teoria. L'estabilitat
dels que converteixen els primaris en segona classe determina
les i elimina aixi el primer tipus de transformacions de
gauge. Els lligams que converteixen els altres primera classe
en segona classe sén els que seleccionen entre les condicions
inicials i eliminen el segon tipus de transformacions. El
punt important és que 1l'estabilitat d'aquesta segona tanda de
lligams ha de restar assegurada per la propia dinamica, ja

que no hi ha funcions arbitraries per a determinar.

Per tant fixar el gauge implica introduir tants lligams

com lligams de primera classe té la teoria. Es evident que ni
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poden ser més, ja que llavors estariem ja determinant subva-
rietats dins del mateix RPS, anant més enlla del que permet
la llibertat de gauge de la teoria. Tampoc poden ser menys,
jJa que en aquest cas podria trobar-se alguna combinacio de

lligams que restés de primera classe.

No és acceptable qualsevol conjunt de 1lligams que vul-

guem introduir. En concret, ha d'acomplir-se

1) el conjunt de 1lligams posats a ma ha de ser estable
(aixé suposa una restriccié per als 1lligams de gauge
secundaris).

2) els lligams introduits han de ser assolibles a partir

d'una configuracio qualsevol mitjangant transformacions

de gauge.
3) el conjunt de tots els lligams (els de la teoria i els
de gauge) ha de ser de segona classe (la matriu dels

seus parentesis ha de tenir determinant no nul).

El conjunt de segona classe fermat pels primitius de
primera classe i els nous lligams permet definir un nou pa-
rentesi de Dirac a partir de l'antic (si existia) seguint el

proceés per etapes que hem indicat a la seccis 2.
Els lligams introduits, juntament amb els antics, perme-

ten eliminar tots els graus de llibertat no fisics que queda-

ven a la teoria, expressant-los en funcié dels fisics.

S. EL CAMP ELECTROMAGNETIC

La teoria de Maxwell del camp electromagnetic lliure pot

derivar-se de la densitat lagrangiana

S((x) = —’LF,.o 0 F"x)
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amb ﬁ?(¥3=b};A’?(X\ 'sr/&'()(’). Elvs camps electric i magnetic es

Aafineiven ner

k o Yot
Et=fF" B\‘=—7l)-é°l\}:ﬁ_!

i llavors la lagrangiana s'escriu

L) = Z( Bly-Btw)

Com que

o
O A,)

els moments canonics son

- _.F:°03

« _ 8\,_ odt -
0 = S = F%% = 0+ 2%

i tenim per tant un lligam primari

\Zﬁ})EE‘—TO(X) gk O

i l'expressicé de la velocitat tridimensional en termes cano-

nics
AL(") = ?‘;P\o(") — W) (5.1)
L'energia lagrangiana és
B =z (A" o)Al — L =
= jc&? (—‘E‘.:p?_:;_(—-E-L_iz))
la canonitzacié de la qual ens déna 1'hamiltonia canénic

Hcﬁjd’i (7\2— (T F) + T ‘ﬁpw)
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Sabem que ha de ser

Aﬂ(‘ﬂ =R éH‘ + | dR o (x) pux 28400
Tt AR

i aixo proporciona, a més de (1), ’\)’[Y) = AO (X)

Els parentesi de Poisson es defineixen com en el cas del

camp de Proca i, en particular,

§ A, rr“’w)}f-%’“ "S&-%)
i de nou TTZ)(Y)ZO no es pot utilitzar dins els parente-

sis.

L'hamiltonia primari és

HP = H.+ Sd‘i 069 )
i proporciona les equacions del moviment
A, (x) Q’{Aom, Hel = o)
A 002 VA, Bl = - T 69 + %A ()
T, ) e ﬁnow,\{\,?f 2 T (x)
o2 e, W= (FxB0w)

L
" L'estabilitat del 1lligam primari ens produeix un lligam

secundari
- i “
€, () Re 2‘{\(,0, \-\‘.i =T =%Kx =0
l'estabilitat del qual és

Z Me . —_ v
“flm = {‘(,_(x;,\-h,}:’g; (va(x)) =0
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i no ens apareix per tant cap nou lligam, havent-se acabat
EY-ITN 1'setahilitzacria. El1 resultat final és aue tenim dos

lligams de primera classe
; \€| (x) , ‘?Z(V)} =0

i que roman una velocitat canonicament indeterminada ﬂjtx) =
AOCY\' Aixd ens assegura que existiran transformacions de

gauge.

En principi, 1'espai de les fases per al camp electro-

0 e O -
magnetic té 8 graus de llibertat: A ’ A s IT ,TI' . Sabem pero
que un lligam de primera classe indica gque dos dels graus de
llibertat sén innecessaris per a la teoria. El nombre de
graus de llibertat fisics per a la descripcié canenica del

camp electromagnetic lliure sera per tant 8-2x2=4.

Anem tot seguit a construir les transformacions de gauge
seguint el procediment indicat a la seccié 4. Com gque no hi

ha lligams de segona classe tenim que H¢ coincideix amb H..
Comencem amb Gh[y\ ':"\T;J (Y) . Llavors

G, K ’
ey (%) 4 {n ), HP} = |dF atxp Ty

eés a dir

Gy XY = = VAR d"a alx,4) T )
Agafant 0.(¥,3\:0 tenim

{Gn-\(‘). H‘;,} =0

i l'algorisme s'ha acabat :n=1 i el generador de les trans-

formacions de gauge eés

G =|d% (é@,un%ﬁ,u— € (X4) t*z:ﬁ(z.u) 74



Observi's que la condiciao (4) de la seccio 4 es satisfa en

aquest cas trivialment.

L'actuacio del generador sobre els camps ve donada per

SN G = [Kew, 6 = ery

§ ek = rep 6l =0

La transformacié de /\P eés la ja coneguda a nivell la-

grangia. El que

ST =S8 =0

indica que E» és un observable. Pot també comprovar-se que
-
SB;O . Cal observar que dues transformacions de gauge commu-—

ten ja que

{6é| , GGL)S =0

i llavors, utilitzant la identitat de Jacobi,

(ol ad- e e - e

Procedirem tot seguit a donar un exemple de fixacioé de gauge.

En concret, tractarem 1'anomenat gauge de radiacio.

Tenim els lligams de primera classe.
—_ ° __ = _a
€ =T=0 , L= w=0

Volem imposar ara sobre la teoria un nou parell de lligams de

manera que en total tinguem quatre lligams de segona classe i
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puguem definir un parentesi de Dirac consistent amb tots els
1lioams. la manera més facil de convertir TT; en lligam de

segona classe és introduint
— [}
GL=A =0

Ens hem d'assegurar pero de que sortint d'una configuracio
qualsevol és possible, mitjangant una transformacise de gauge,

N
assolir A" =Q . Recordem que

y A/“‘

;‘l\r‘-‘—A’\r’b”e

Prenent
t
é(i,%) == d? AO(-K-J,S.)
o
sera
o) = o )
x) = _ 2 o, .
b= A S5t d¥Y A’®.5) = o

=)

i gueda demostrat. L'estabilitat de Aa° determina canénicament
J s
A©
go=A =0
Cal ara buscar un altre lligam YL l'estabilitat del qual
haura d'acomplir-se automaticament sobre la subvarietat final

dels lligams, ja que no resten més funcions per a determinar

canonicament. L'equacio
Ac = - T + Ao

s'ha reduit ara a

76



i per tant

(? 27}‘.‘="9¢W”‘=o

haurem convertit %L en segona classe i l'estabilitat d
restara assegurada Cal pero demostrar que a partir de l

possible arribar a un K' amb divergencia nul.la. Escollim

ERE)=|dg — S A
(X, t) X}Lﬁr(“ = oA (g.%)
Llavors

Kao=Ra ey,

1\ ~
a3 A&
k qwik -3 iA R

i es verifica efectivament

FhR&H = RGO + Xdz 9 NGy ® 9 R e
=R e — |9 R GY S\isg) =0

i alhora ens manten1m sobre AL=0:

=

A, () = o -\—-—Xo\g r=ry 3, NGy =o

.o~
\
donat que —ab(a A;)':O-
Es aixi possible tenir el conjunt de lligams

= , =TT, &=RA, , ©=N7A

e
és
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Hom pot calcular

{ V. Rw, ¥ Repl= - S (x-9)

i llavors

0 o -1 o

Cup) =1t =0 © o«
A g )1)} Il o o o
oY’ 0o o

La inversa d'aquesta matriu és

o o ¥-YJ) o

<1
Ci(x, y=| o o© o = _
“ 1 -S(T&-"i) C: o ‘(\Tck)x-g\

° Tww= © o

i ens permet definir un parentesi de Dirac se

gons

{ A,\%%Z{A,gi -—\di & {Afﬁ;(ﬂ}C;}\x.ﬂ X‘em\ ,!B}

Els pareéentesis fonamentals son
v, n’<~3)§*= (Y- ) &-) + 20 3
Ao, A’(“s)i*= o {TT’“(&), w t-ks}*‘-_..

que san compatibles amb els quatre lligams.

ral es determina ara amb

ar ey

\

LT \R-3)
O

L'evolucio tempo-
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a on Ma és la varietat final dels lligams (els de la teoria

més els de gauge), o també amb

a on Hﬁ és l'hamiltonia primari amb totes les funcions arbi-

traries determinades:

H, = H, (m=0) = K.
Tenim aixi <. M .
AV’ :? g F\L)&%}% — __YTi

¢ h . —_— -
Ty = ; rTbJ‘*ég ==(‘7XB)L =§--Vﬂﬁ&
xgﬁo,\'\%}= vﬁ; ="O
k' { pﬁ '¥¥§§ -0

Llavcrs}’i A.L = —fri: V‘zAc d'on D AL: 0 s que, junta-

ment amb A&s3 O , sén les equacions per als potencials en el

:J.
o
Zz

);-
Wz i

gauge de radiacié. Com ja hem comentat, la fixacié del gauge
ha de permetre eliminar quatre graus de llibertat. Dos d'ells
son immediats: Ao—,-ﬂ;f_ 0 . Les altres dues variables

innecesaries es troben resolvent les equacions V. = O,

V.A—-;o, cada una de les quals permet expressar una component

vectorial en funcié de les altres.

6. TEORIES NO ABELIANES I TEORIES AMB LLIGAMS DE 141 2% cLAs-
SE

Considerarem primer una teoria de primera classe pero
que no té una estructura tant trivial com el camp electromag-

nétic lliure. Es tracta del camp de Yang-Mills SU(2), descrit
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per la lagrangiana

<L _ a « L
F;».v (K) —-/9/&- Aw (’() "DDA/,. (X)—— }eﬂ\ac A/_ (;() A:(X)
essent éalbc el tensor totalment antisimétric,€%252-4.

Es verifica

X v

= =

aa) T T

i els moments canonics son per tant

Shs = TRTw

v
Com que els E&P son antisimetrics, tindrem 3 lligams

primaris
_— vMo
é’*"“a = O a=1,2,3
mentre que les velocitats expressables canonicament son

AL =—T0 + 9,80 + 4 Eae A AT

L'energia lagrangiama 1 1'hamiltonia canonic associat

E, ja» (-F oAt — L

son

. +s; (S e AL
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La relacio

AL = FL* %H gd} Oy F\_*EL

proporciona \X(’):A: (Y) Els paréntesis de Poisson fonamen-

[ KW, el = S 775 G-)

i 1'hamiltonia primari és

Hp = He +gd% Va(P Bl

que ens produeix les equacions del moviment

tals son

e R 1AT M }=aw-“+o;A:+%é;kAi AS
JAS . et =

KYTL _,*\ék i}éiﬂx-A ‘T }‘E;¥c¥{klxk"1;‘:
‘YTO p) ¥*?§ - ; ‘m —'i¥€£a$c AQ’TT;

Imposant 1'estabilitat dels lligams primaris

= B0 0, W} =D s Ao TGy

O

\13 iz |\

A
e
e

\(:c

hom obté els lligams secundaris

&Co. (K) = /9" \-‘\; (x)—3€‘$c A!:(“ T‘:“(}‘) H=l o

Hom pot veure que 1l'estabilitat d'aquests lligams no

déna res de nou:

.
G = { a0, \—\\»i =9Sa. Aot € (o M o
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i per tant hem finalitzat l'algorisme d'estabilitzacisé. Els
lligams secundaris son trivialment de primera classe respecte
els primaris. De la teoria general [3] cal esperar que també
ho siguin entre ells i, efectivament, aixi és, encara que no

{0, il = gCuSx- e Do

Tenim per tant 6 lligams de 12 classe, agrupat en 3
cadenes. Anem a construir els 3 generadors de gauge asso-

ciats. De nou tenim que H+=Ho. Per a comencar, escollim
Gy = [T2°
2 () =TT ()

Llavors
C?:_\ x) + iﬁ:(x)) HC} -_—_-Kd:} Caslxp) ey
d'on
6:_ &)= —9; M & }égsc A‘Z 0 T (x) +gc\j C«\,er%\ T )
Es verifica

{'6:-\(‘) R ]} = “FEaa Ko ) + gd% Carlp) T, @)

Recordem que l'algorisme s'acaba quan {GL) Hcll déna

primaris o és idénticament nul. Escollint
Can(x4) = Yx-5) % €acr AS )

es teé I)GQ Hcll.i_co i llavors

n-i’
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Gy () = T
Go (0==3; L1 +4 € ALK T ()

de manera que el generador més general de les transformacions

de gauge és

i . L 3
G = dj{(/\&) 26 - AP Rp-gen Romgll= =26,

éssent G, els tres generadors independents,; associats cada un
d'ells a wuna funcié arbitraria /\0.(3) . De nou la condicio
de consistencia (4) de la seccidé & és satisfeta, encara que

no trivialment ja que

(G509, B} = 4€u.S&-) & (1) To

A diferencia del cas abelia, aqui G té una estructura
més complicada, tal com passa sempre que l'estabilitat dels

secundaris no és trivial.

La transformacid dels camps és

SALC) = Hlw, Gl =P AW +5 Eac AW A )
S\—\: )= { \-T;("-)/G% = % éc».‘ac /\5(’(\ \-T/:- €]

Hom pot veure que el commutador de dos generadors es

{GQ,GJ{: = Ge

ade

a on ,\C.:/\Q/\d . Per tant el caracter no abelia de SU(2) fa

que en general no commutin dues transformacions de gauge.
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La fixacié del gauge implica la introduccie de 6 1lli-
gams, de manera que en total hi hagi 12 lligams de segona
classe. No ho farem pero aqui donat que no aporta conceptes
nous respecte al camp electromagnetic i en canvi si que hi ha
dificultats tecniques lligades al caracter no abelia (13,

[3bl.

Per a finalitzar, exhibirem una teoria que presenta
alhora lligams de primera i segona classe. Es tracta del camp

electromagnetic lliure en formalisme del primer ordre.

La densitat lagrangiana és

Z(K) = = - (9 Ao 9=, A () F G0 4 L, 00 F%

AR
4y

—pe
a on ara A‘- ,rf son 20 camps independents. Els moments

canénics conjugats son

i cap velocitat eés expressable canenicament.

Amb paréntesis de Poisson canénics definits de la manera

usual, hom obteé

84



) \ o N - -
L@, ol =3G9 9”) S&-9)
Es pot veure llavors que hi ha 6 lligams de segona classe

¢;(‘) , T

i 14 lligams de primera classe

TR %, Y =TT 4104 , TT(x)

L'hamiltonia canoénic és

i el primari ve donat per

Pl = e +| 8 (R0t 0 0 4, s 4
Sy

proporcionen
STh
7= Y 0= F S B FR g,

Les relacions ? FL

\-I F-o‘;"" G‘—"

Les equacions primaries del moviment per als moments son

e = iTPHv}--—? (F™—F=)

T '—l")\ < = o —(

T e —-1(F —F)

rree :.W Hed= 3 Foe

e T H‘}—-—@‘A’ PA) £ L
ﬁO\. ‘;‘{“o{,/ Htk___ _E_FOD*—E?\,AO_ _2L,U—u
ﬁ'{.o "_‘__';néo

= j__ o |\ S A® .
‘Hf} 2 F —EQ”A '\'-;—\T‘ 85



L'estabilitat dels lligams de segona classe proporciona

F =1 Hol = ZA P P - (oier 3 39)

d'on . “
vo Do Lo v
o= (Fr—-F)
i tambeée
Lo E19 L0 — L e \ ~lpe \ N
Moo fme, Hel = LF™- LA v L &
d'on

Aixo ens permet definir (31
H = H +3dé (9 —LC_ ‘:L) : <p° <o
\ < Y\ (Fr o )T, + (A°-F )¢;)
L'estabilitat dels lligams de primera classe és llavors

e B 2y j

| 'H}HO OA)DA)*"\‘HD\T” J?
'ooH "'—"(QLAJ QJA)‘*'\F‘\
M= g b= Lo
¢ Mo C :
L R L Y e ¢ = L(peL e
e §°{]T° Hlo_l9g el —¢ : )
e G I

= _‘Q?Zk (f:°i_ Fﬁo)

me=
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Apareixen aixi els lligams secundaris
Cl o=~ (50pi _5 A y
= = - — J \ ~ M
2 (gA g A‘)"—‘{F \ ::‘0
FOO H\

='o
\fu
C==-1% (Foopee) Do g

\ N -—oc
Resulta que 70\J converteix [I') en segona classe,

ho fa amb [1°° i finalment s'encarrega de WPl . Entre

els primaris, sols .“; resta de 1% classe. El seu hereu, 70

9
la l1lei de Gauss, és també de 1*classe.

1

L'evolucié temporal sobre M1 ve determinada per

H + |dg (vwmes

Vg ! + 95, 1% ;%)
i llavors
o M, ..
‘e 1 = {(ﬁﬂll‘
MA) oo Crr
=9JF -9 F'o ’
F}oo ;:. g

Hy

d'on f\go‘-‘—'o, i finalment

d'on AJ:[
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L'estabilitat de )0 és

° M. v M

No apareixen per tant nous lligams i l'estabilitzacio s'acaba
aqui (N1 = LIFB . Sobre la varietat final dels lligams 1'e-

volucié ve donada per

He + | d5 o0 regy)

Tenim 32 lligams de segona classe
. Co N 00 : . .
AR AP LY, e,
i 2 lligams de 1 classe

Hc,‘c
Sols una velocitat, A4 , ha quedat canénicament indetermina-
da. L'espai de fases original te 20x2=40 graus de llibertat.

D'ells sols
40-32x1-2x2=4

corresponen a graus de llibertat fisics, tal com ha de ser
per al camp electromagnétic lliure. Els 32 graus de llibertat
immediatament eliminables sén, recollint la informacié de tos

els 22 classe,

7 =0
F\'oz__FO\;: “(:
- Foo=o .
F-i = QCA.{__QJAL
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Si hom construeix el paréntesi de Dirac associat a aquests 22

classe, es pot veure que
{ A () T (})% ‘5’“’& X-%)

és a dir, per a les variables usual del camp electromagnetic
el paréntesi de Dirac que procedeix de l'eliminacio de les 32
variables suplementaries coincideix amb el de Poisson. En
aquest punt hom pet connectar amb 1'analisi de la seccie S
utilitzant 1'hamiltonia que s'obté de (6.1) eliminant els 22

classe
d:} (_% (”)"A)' 'QI'A“')L" Lo A")

és a dir, l'hamiltonia usual del camp electromagneétic.

El meu agraiment al Dr. J. Gomis, qui em va intro-
duir en 1l'estudi dels sistemes amb lligams. A ell i
als Drs. J. Pons i N. Roman els dec moltes i uJutils

discussions sobre el tema.
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APéNDIX: DERIVADES FUNCIONALS I FUNCIONALS ELEMENTALS

Com &és ben sabut, s'anomena funcional a wuna aplica-
Ff .C

on CF' és un cert espai de funcions, 1l'estructura del qual no
és relevant, i C:és un cos que per a les nostres aplicacions

sera R o d: . Si ¢et s, la derivada funcional de F. es pot
introduir implicitament mitjangant

VP[] =Flg+341-Flg]=dx 2F SF S¢(x)+ o?(s¢)

on la integracié estad estesa a tot el domini de é s i gé és
una variacié funcional infinitesimal de ﬁé (gue no implica
variacié dels arguments). La derivada funcional té les pro-

pietats wusuals de 1la derivada. Tan sols senyalarem que la

regla de la cadena és com segueix: si H [){J F(:G L¢]]

llavors

OH _l4, 3F  sei)
Y1) 3SG(‘a\ S ¢ix)

Ens ocuparem ara d'un cert tipus de funcionals, que
anomenarem elementals. Aquests estan definits a cada punt i
consisteixen en calcular combinacions (en qualsevol sentit)

dels valors de la funciéo i les seves derivades en el punt

R [#] = { (6w, ¢, ... ¢t0)

donat:
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Per exemple
Fx(¢] = ¢m_ S (¢<‘>(x)) 7 qf“'(x)

eés un funcional elemental. Anem a calcular la derivada fun-

cional d'un funcional elemental. Comengarem escrivint
R[] =jd?f Seep T (B, 8, F %)

Llavors

Elg+s8]-F (1=
= jd\& l{— (Fen+ Sy, qS“’(?, +g¢<‘)‘v . 95(»%\3) £54 )) .
{70 -
- [d«‘ S(X-?ﬂ Z x> ?‘“‘) P H= fdﬂ"“‘&‘z 2F ) “ﬁ\})—

) ‘#(‘r.)

ja} [z ) T(%k)(}) S (e )] S$ )

i per tant

2R o ed(af
Sip ()d?(%&)(}m* “@)

Un cas particular, quan E[¢3 =¢(K) ; és
Sé(x)

SEy) S("-‘a—)
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Els funcionals elementals son importants en una teoria
—1i=mima de ecamns ia  Aue ouasi totes les expressions que hi
apareixen ho son: camps, moments, densitat lagrangiana i
hamiltoniana, lligams... Es tracta de fet de funcionals ele-
mentals amb el temps congelat. Aixo fa que les velocitats no
sigui% funcionals dels camps. Per exemple, la densitat la-
grangiana és un funcional elemental amb el temps congelat

dels camps i les velocitats:
;Z = S .

Normalment no exhibirem explicitament 1la congelaciso del

temps. Cal observar que si

L¢] == g

llavors la derivacié funcional pot entrar dins el signe inte-

gral:

%‘ = | dx _S‘;Z(K)

¥ S §3)
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