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RESUM

Desenvolupem el calcul diferencial associat al fibrat de
Clifford d'una varietat riemanmmiana de dimensio arbitraria amb
les seguents especialitzacions: adopcié d'un sistema local de
coordenades ortogonals i utilitzacio exclusiva dels components
fisics. La diferencial de Clifford, contemplada com a necessa-
ria adequacisé del procés de diferenciacié covariant associat a
la conmexis metrica, resulta que generalitza la "nabla" usual i
que és suma de la diferencial exterior i 1la codiferencial. Es,
aixi, l'arrel quadrada del laplacia, quan aquest operador actua
sobre formes de qualsevol ordre.

S'ofereixen expressions explicites en components de tots
els operadors tractats i, amb especial detall, en els casos eu-
clidia i minkowskia. Com a il.lustracié hem formulat en dimen-
sions 3 i 4 el conjunt d'equacions de Maxwell, que en aquesta
formulacie formen una unitat amb la condicid de gauge de Lorent:z.

ABSTRACT

In this article we develop the differential calculus corres-
ponding to the Clifford fiber bundle associated to a riemannian
manifold in a natural way. Our scope is 1limited, or better spe-
cialized, to the important case of orthogonal local systems of
coordinates and to the sole use of physical components. Within
this framework the Clifford differential D is viewed as a ne-
cessary adequation of the process of covariant differentiation
and also as the direct generalization of the Hamilton-Gibbs—-Heav-
iside operator. But it is also the sum of the outer derivative
and the outer codifferential, being thus the proper square root
of the Laplace operator when it acts on differential forms of any
degree. We give full explicit component expressions for all the
operators considered and specially for the Laplace operator in
any dimension and signature.

As an illustration using a well known subject we work out in
3-space and in minkowski's space-time the basic operators and
equations of Maxwell's electromagnetic theory in empty space
which, in our formulation, is tightly united to the Lorentz gauge
condition.
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La diferéncia és deguda al fet que el criteri d'ordenacic de les contraccions
tensorials que defineixen la # no es correspon amb l'ordre natural de rea-

litzacie del producte de Clifford.

Donat el vast domini d'aplicacié de 1'operador diferencial (de Clifford),
n'‘oferim férmules explicites a V3 i Vq valides per a qualsevol signatura i
sistema de coordenades ortogonals. Particularitzades al cas euclidiad i min-
kowskid en coordenades cartesianes ofereixen l'expressié de la diferencial D
en termes dels operadors classics de 1'analisi vectorial. Aquestes expres-
sions, juntament amb la proépia definicisc de D, ens fan evident que D adqui-
reix totes les funcions que tradicionalment han estat assignades a la versa-
til "mabla" de Gibbs-Heaviside. Aixi mateix, ens permetran d'establir como-
dament la relacié amb la formulacié tradicional basada en la # de Hodge i

escriure, a tall d'exemple, les equacions de Maxwell.

Finalitzem 1'apartat oferint expressions per a la derivacieé d'un producte
de Clifford que es mostren de gran utilitat en les aplicacions i que sinte-

titzen bona part de les formules del calcul vectorial.

Al tercer apartat oferim expressions formals de 1'operador D valides per a
dimensie arbitraria i avaluem, en funcié dels coeficients Hi(x) de la metri-
ca, la laplaciana d'una forma diferencial qualsevol. L'expressic obtinguda,
d'una notable simplicitat i generalitat, no ens consta a la bibliografia
consul tada, tot i resultar forga evident l'interes practic d'una formula
d'aquest tipus per a un operador que es mostra essencial en les més diverses

teories fisiques.

2. DIFERENCIAL DE CLIFFORD

2.1. Diferencial covariant i diferencial de Clifford

La caracteritzacio habitual de la connexié riemanniana consisteix en el
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conjunt de simbols de Christoffel de seqona espécie que donen la variacios de

la base holonoma mitjangant les expressions

A4
k) k_1 Kkl 3
3, 9 =rf; ¥ rimgehe 9i1,i" 914,17 94,17 ‘e.1)

Per les raons ja indicades abans, ens interessem per una caracteritzacié

alternativa en la base fisica

e. e.= T,. e (2.2)

Aquests simbols Tij que especifiquen la connexié en la base fisica poden
obtenir-se dels anteriors utilitzant les formules de canvi de base (1.2). En

el cas d'un sistema de coordenades ortogonals (1.1) obtenim les expressions

ro=0 , 7). =0 , 1". =0 i#jEm#i
ii i ij
i hi J
= ee—m=dld = = =
T1j RTh e. (ln hi) e. (H., ) qij
1)
e, eJ = qij e, i#)
= - ___.!.l_ = = -
Tij % 9 Thh; T %9 &;tH;? 9 95 9
e, e =-g; gj qij ej (2.3)

La diferencial covariant pot definir-se com aquell operador que expressa la
variacio global dels camps tensorials, de manera que la seva contraccié amb
un camp vectorial qualsevol ens ddna la derivada (covariant) en la direccisé

indicada per aquest. En la base holonoma la seva definicio és

v 3 \"4
d =dx' @ o g (2.4 a)

Tenint presen el canvi de base (1.2), aquest operador passa a escriure's

d’ = g, e @ e: (2.4 b)
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Quan en lloc del producte tensorial considerem el producte de Clifford, la

transcripcio natural de 1l'esmentat operador sera

D v i
= . 8. €.
gI. 1 1

expressioé en la qual 1'abséncia de simbol del producte indica; precisament,
el producte de Clifford. Com a exemple d'actuacic de 1'operador D considerem,

en una varietat 4-dimensional:

- v v v
D ¢ Aa EOQ ) = g0 EOOB eo ( Aa ) + g1 9103 e1 ( A3 ) + gE EEOS e2 ( Aa ) +
v — - -
*9gegpg 83 (A3 ) + Ay L (-gy e q5 &3~ % & %;z %23

) +

93 8 %3 33 ' * 9 %0 %3 % "% %1 %0 ®13

*9; ®093% *92% 9% %3 * 9% %z %3 %2 *
+ 95 85 g €33 ~ 85 ©39 939 89 ~ 9; ®30 933 ®; ~ 9p ®3¢ 932 %2 T

_ v v - v -
= e, ( AB ) eg +9, e ( AB ) 2031 9, e ( AB ) 2023

v — -
eg ( Ay ) ey + Ay L gy 95 €3y ~ 95 %2 Spa3 * %10 ®3

- Q38 * 93 83 ~ 923 8 * 9y 93y %031 ~ 92 Y32 %023 ' °

PR _
={ eq ( Aa ) Aa ( 93 + Aoq )} e +
v
+ ( 2 ( ha ) + Aa ( %9 + 920 )} e, +
- v -
*U-ggey (Ag) - g5 Ay (g5, +a55 )} &gy *

\4
+ g e (Az) +gy Ay lag *dg ) 3 ey

(2.6)

A continuacié donem el resultat d'aplicar 1'operador D a elements genérics
de les algebres de Clifford corresponents a espais de dimensions 3 i 4, de
signatura arbitraria. Convé fer notar aqui que en l'escriptura de les
taules, en tractar tan sols amb components, utilitzem ei(AI ) per a designar
e, ( AI ) = _%T xi ( AI ) . Aquesta notacié, habitual en tant que la deri-
vada covariant l4iuna funcis escalar coincideix amb la derivacié ordinaria
definida pel camp vectorial e ¢s convenient no usar-la en el proceés ex-

plicit de derivacié en el qual figuren productes de Clifford de vectors e:s
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tal com ha quedat il.lustrat a la deduccié (2.6).

cas 3 - dimensional

D(al +ae+ae+ae+Ae..+Ae,+Ae  +T1e =

181% 32%2% 3383 A1%a3% Axfgt AgRpp 123
(& ) re (a,) + e (a,) +e_(a)) + a,(g,+q,,) + aj(q, .+ q.,) + a,(q,.+q ;
143 2!z 333 11921* 934 2'912% 932 3'913%%3
al19; & (o) : - ey (AB) + ) (AE) + AE Qog ~ Aa 930
agl |92 @5 (a) l - e (Al) te (AB) + AB Qgy ~ Al 95
a 95 e (o) l - e (Aa) + e, (Al) + Al 9 ~ AE 95,
ol |
Ay| |92 2 (83 ~ 93 83 (83) ~ 93 a5 Qa3 + 9 a5 g, te tm)
9383 (@) ~ 9y e (33) gy a3 az + 934 a4 L g (7))
9; & (83) ~ 95 8 (8)) - gy a8, a;p + 9y 3y Ay, tegtm)

™ 119181 (A 1498 (A3 *a5e5(Ag)+g A, (ay +a5,)+95R5 (0 o+Q55)+ goAL(q, +ayy
(2.7)

s

cas 4 - dimensional

D Lol + vl * vi® * Ai%; * Ci®k * S®1a3 * Si%jk * " o123 ) =

1{ eo(vo) + el(vl) + ea(va) + ea(va) + vo(q10+qao+q30) + vl(q01+qal+q31)
* valdga*tdyataga) * V3ldpgta gtagg) ¢

I
eo(—el(Al)— ea(Ae) e3(A3)- Al(q21+q31) Aa(qla+q32)— Aa(q13+q23 l+goe (x))

el{ eo(Al)— ee(C3)+ ea(CE)+ Al(qeo+q30)+ Ca(q03+q83)- c (q02+q38 l+gle1(q))

el efAg)- e(Cy )+ e (Co)+ Aglg, +a )+ Cgytag,*ag, - Cl(q03+q13)'+gae ()}

{ e . (A))- e (A))+ ee(Al)+ Aa(qlo+qeo)+ Cl(q02+q12)— c e ()}

B3' 8'P3 172

3 2'%1*%1’ | *93%
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e, .( eE(SB) - e (S5 ) +65 S

3¢5 3932~ )

293|905 (v)) - 9,8 (V)+ ggvia, - 9,vean,

np( e,(5,) - e, (55) + §5,q,,- Sqqq‘+lgnen(vp) = goey(vy)+ gavaas, g?VOqO?}

o3t @1(5p) ~ 8p(S)) + 8,95, S1q1a+lgoeo(va’ T 9383000 * 95v39307 93v0%3!
pat €05y 7 81(Sg) * S1910% Sp01* 1980 Vy) T 9583(Vp)* 9pVglgaT 95Va0n57
eg1t €0!5a) ~ 28y + Saapt Soqoa+|gaea‘v1’ T 918 va)* 93v49y37 94Va9a,y?
1ot ©S3) ~ 83(8p) * Sgg4* Spn3*[91%1 (Va) T 9% Vi ?* 91VpUayT 9pY495?

e a3 { eo(n N+ glel(Cl) + gaea(Aa) + gae3(A3) +

|

|+ ;€10 agy* Agq) * 9pRa0 apa* dgp) + 9gAgl g o+ agg)
eOEB { —el(w )|+ gOEO(Cl) - gEeE(AE) + 93e3(A2) +

* 9oLy ¢ Aot 9g¢! * 95Rp0 Apg* 9pg) T 9aRgl Gpa* G’ ?
€031 { —ea(n )|+ goeo(Ca) - gaea(Al) + glel(Aa) +

|+ 9C2" 930% 930’ * 94R3( Agy* A3y’ ~ 9gR ¢ Aozt ay5) 2
®12 { -ea(w )|+ gOeO(CB) - glel(ﬁa) + gaeE(Al) +

|+ 903" 9y0* g0’ * 9P Apg* 91p) T 94Ra¢ Gt apy? 2

€123 ¢ 90% S’ T 9181(51) ~ 9a85(5,) — 9585(S3) + goS,( q % Goot dgy) -
= 94510 Aoyt 9pp* 9g¢) 7 95550 9pp* 9yt G5! ~ 95530 At 9500

(2.8)

L'actuacisc de 1'operador D ; en la mesura que implica la realitzacio del
producte de Clifford per 1l'element e, del resultat de la derivacie e
modifica en £ 1 el grau de la forma AI ey - La separacio en aquestes dues
contribucions ha estat indicada a les expressions (2.7 , 2.8) mitjancant una
linia de separaci¢ vertical. La part en que el grau de 1'element ha estat
augmentat en una unitat correspon a la diferencial exterior d' X . L'aparicie
dels factors gi en aquest operador, que esta definit amb independéncia de
tota estructura metrica, és deguda a la utilitzacio de la base fisica contra-

variant com a base de 1'adlgebra de Clifford.

Pel que fa a la part en queé el grau ha estat disminuit en una unitat i que

indicarem en la forma & X , es demostra que verifica la relacios
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§X=-g ...g € d € 2.9

on € indica, com sempre, l'element de volum B Bpeee B .

2.2 Diferencial de Clifford i dualitat de Hodge

L'expressio (2.9), que permet de demostrar facilment la nilpotencia de ¢
a partir de la nilpoténcia de d , és essencialment analoga a la que defi-
neix usualment la codiferencial en termes de l'operador # de Hodge ( de

Rahm [19601, Choquet,deWitt,Dillard [19771)

k-1
= - #*
$lusuany = L o+ d (2.10)

quan és aplicat a una forma de grau k

No entrarem aqui en detalls sobre la definicio de l'operador # de Hodge
sind que ens limitarem a comentar que la relacié existent entre la § defi-
nida per (2.9) i la definida per (2.10) ,equivalent aquesta darrera a la

definida a Nelson [1947] en forma independentment de la # de Hodge, és

§=- a(usual)

La justificacio de la nostra eleccio de signe, a part que resulta més
satisfactori poder escriure 1'operador diferencial de Clifford en la forma
D=d+ § que en la forma D =d - § , podem trobar-la en el seguent para-

graf del propi Nelson, mostra d'una fina sensibilitat matematica:

" The Laplace operator.- If f is a scalar so isv! Vi f . The operator

‘71§7i on scalars is called the Laplace-Beltrami operator, and the same ter-
minology may be used for the operatur‘Vl'vi on arbitrary tensors. Notice that
for f a scalarVi v f=- §df=-(8§d+dé&§)f.
i
It is natural to study the operator - ( d d§ + & d ) on exterior forms,
and this was first done by Weitzenbock. Unfortunately the wrong sign con-
vention has been adopted in all recent accounts of harmonic integrals and one

refers to d § + § d as the Laplacean!
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The Laplace operator in its various manifestations is the most beautiful
and central object in all of mathematics. Probability theory, mathematical
pnysics, rourier analiysis, paertial gerrerential equations, the theory of Lie
groups, and differential geometry all revolve around this sun, and its light
even penetrate$s such obscure regions as number theory and algebraic geometry.
Only with pain do I adopt the sign convention which is standard in the theory

of harmonic forms.

Definition. Let g be a pseudo-Riemannian metric on a totally reflexive Lie

module. The Laplace-de Rahm operator A on A" is defined by A=8d+dé6

An exterior form o is harmonic in case Aa =0 . "

Notem finalment el caracter molt més satisfactori de (2.9) respecte a
(2.10), derivat de la seva formulacié independent del grau k de la forma

diferencial a la qual s'aplica.

Aixi doncs, la nostra definicié de cediferencial diferira de la usualment

admesa i el laplacia de " Laplace-Beltrami-de Rahm " s'escriurd en la forma :

A=(d+6)a= Da (2.11)

Resulta ara del tot evident que la diferencial de Clifford és 1l'arrel
quadrada del laplacia i, per tant, resol d'una manera general el problema que
resolgué Dirac amb les seves matrius gamma. El tractament no matricial de
l'equacié de Dirac ha estat ampliament desenvolupat per Hestenes [1966,1973,
19751 i Casanova [19761.

2.3. La diferencial de Clifford, el calcul vectorial classic i les equa-

cions de Maxwell

La relacié de l'operador D amb 1'andlisi vectorial classic s'estableix a
partir de les expressions (2.7) i (2.8) especialitzades al cas de coordenades
cartesianes als espais euclidid tridimensional i minkowskid quadridimensio-

nal. En aquest cas hom obté
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e, (f) = Bxi ) e (f) = on (f) = f amb 0 =c ¢

o]
3,0 3
o o 0 % div a
D a3l _ g+ |8 = v al_ |grad « - rot A
A fA ] a rot a + grad w
L n 0 n div A ) (2.12)
€3,y 1 Cy,3 30 9 =9y 5957937 "9,
\r Y r b
0 ||« &0 + div v
-gbo v0 - g« ? div A
gvi| v g grad o A-rotC
DX=(d+ &8 ) X = 01l a = - g v - g grad o rot S
0 Cc g rot v § + grad SO
0 I 5, g div € m
olls -gt-greta - grad w
O flw -g § - g div &
R | © “2.13)

L'expressio (2.12) ens mostra de manera evident que és possible, en el marc
ofert per 1'adlgebra de Clifford sobre 1'espai euclidia ordinari, identi-
ficar 1'operador " nabla" Vv = ; Bx + } .by + ; Bz

- introduit per Hamilton, desenvolupat per Tait i consagrat en les formula-
cions fisiques per Gibbs i Heaviside - amb 1'operador D, unioc de la diferen-
cial exterior d i de la codiferencial &  la primera formulacié de la
qual data de 1923. La comparacié de (2.12) amb (2.7) ens dana les expressions
explicites dels operadors div, grad , ret en coordenades ortogonals genera-
litzades. La férmula (2.13) ens serveix per a il.lustrar 1'adaptacié del cal-
cul vectorial classic, essencialment tridimensional, a l'espai de Minkowski.
Que aquestes "sorprenents" relacions estaven, d'una manera molt significa-
tiva, compreses a les equacions de Maxwell, com veurem a continuacié, ens

porta a coincidir en part amb Dysan (19721 quan diu:
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"But the mathematicians of the nineteenth century failed miserably to grasp
tho zgunlly grest cpertunity offered o them in 1RAS by Maxwell. If thev had
taken Maxwell's equations to heart as Euler took Newton's, they would have
discovered, among other things, Einstein theory of special relativity , the
theory of topological groups and their linear representations, and probably
large pieces of the theory of hyperbolic differential equations and functio-
nal analysis. A great part of twentieth century physics and mathematics could
have been created in the nineteenth century, simply by exploring to the end

the mathematical concepts to which Maxwell's equations naturally lead.”

En efecte, podem expressar les equacions de Maxwell en el buit, formulades

en el sistema de Heaviside-lLorentz,

div E
div B

P rot B=3j+E ¢ §= Qu % ct )
0

0 rot E + B = (2.14)

juntament amb les expressions que donen els camps en funcie¢ dels potencials

B = rot A E=-fA-grad ¢ (2.15)

i la condicio de " gauge" de Lorentz
;p + div 8 = 0 (2.16)

mitjangant una anica equacio a l'espai de Minkowski ¢

¢ 3 4 3 7
0 @ + div @ 0
] - g div E - af
A g E-grotB -qgj
g E -gh-ggrad g g E
D g B = g rot A = g B
4] div B (o]
0 -B-rotE
[ © L O

¢
(2.17)
Aplicant de nou 1l'operador D als dos membres de (2.17) obtenim
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S . [
- g ? - g div j - g ( F + div j)

De¢ - g div E - g ?

DEA g E-grotB - g

D ge| _|i- grad 9 - |3+ gradp

Da gB - rot j - rot j

0 div B div B

0 -B-rotE -B-rotE

0 0 0
\ I - J N J
amb D% = - 99,7+ g VE (2.18)

On, a més de les equacions habituals
[)a ¢ = - g? ]:)a A= - g j (2.19 a)

que expressen els potencials en funcié de les distribucions de corrent, hi

figuren compreses 1'equacié de continuitat

? +div j=o0 (2.19 b)
i les equacions
2 _ o 2 _ N
D"E=qg ( §+ grad? ) D" B=-g rot j (2.19 c)

que manifesten directament el caracter ondulatori del camp electromagnetic.

Tot i que les equacions de Maxwell troben 1lur expressio més coherent
a l'espai quadridimensional introduit per Minkowski, notem que des de la
perspectiva d'un temps "escalar", propi de la mecanica newtoniana, les equa-
cions de Maxwell (2.15) poden formular-se a l'espai euclidia 3-dimensional
amb la introduccié de l'operador escalar . = act' En efecte, a partir de

0
(2.12) obtenim :
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¢ 3
‘ o\ do ‘ 0 ‘ div E 9
¢ §0¢ m £ = I el = € - rot B = -
B \ 0 l ‘ B ‘ B + rotE 0
A . - o
0 J Lu i L 0 i div B
(2.20)
0 -p g + div A
El _ (- 30+ D) A - - A - grad ¢
B 0 rot A
[¢] 0 L o]
(2.21)

A partir de les equacions (2.20) , (2.21) i de la relacie entre operadors

escalars

(35+D ) €~ bo *D=- éoE + 0% - DE( Minkowski 3,1 )

pot observar-se " 1'equivaléncia"” entre el formalisme 3-dimensional basat en
la parella d'operadors ( 30 + D, - 50+ D) i el formalisme 4-dimensional. La
possibilitat d'incorporar les lleis de transformacio de les quantitats elec-
tromagnétiques corresponents a una transformacio de Lorentz en aquest forma-
lisme 3-dimensional ja ha estat previament analitzada a l'article precedent
(vegeu també Parra [1984] per a una discussié que inclou les rotacions de
dualitat). Per tant, no es poden qualificar d'essencialment contradictories
una formulacié 3-dimensional del tipus (2.20) i la invariancia Lorentz de les

equacions de Maxwell.
2.4. Diferencial de Clifford d'un producte
Finalment, resulten d'interés evident les formules de derivacié d'un pro-
ducte. En el cas cartesia, per a l1'algebra de Clifford C3 0’ resulten de
9

comprovacié immediata, a partir de les expressions habituals del calcul vec-

torial, les férmules:
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{a-v
* 0
D(CXY)=(DX)Y+X (DY) +2 0 Y (2.24)
AV
a-v a-v [ a.v
0 _ 0 ]
0 (Y 2z )=« 0 Y) 2 + Y 0 Z (2.25)
A-v AV A-v

A partir d'elles, per induccié, es demostra una " férmula de Leibnitz" per al
producte d'un nombre arbitrari d'elements:
D« X1 X2 ees X n) =

#*

* *
D (Xl) XE cee Xn + X1 D (XE) X3 . Xn + X1 cee Xn—l D (Xn) +

+ 2 {(al-v+A1-V€) Xa) XB Xn + ... + 2 XE"' Xn_l(aldvﬂa\l-VE) Xn+

* *
+2 Xl {(aa-V+Aa-V€) Xa} Xq"' Xn+ e + 2 Xl... Xn_l(aE-V*'AE-V €) Xn+

¥* #*
2 X X Tola eVHA eV ED) X (2.29)

Dissortadament, peré, aquesta férmula no és generalitzable al cas quadridi-
mensional, ja que si bé poden obtenir-se diverses expressions del tipus
(2.23) en cap cas el darrer terme verifica una relacié tan simple com la
(2.24).,

7’
3. LA DIFERENCIACIUI DE CLIFFORD EN DIMENSIO ARBITRARIA.
L'OPERADOR DE LAPLACE

Les expressions per als operadors D , d , § contingudes a les expres-
sions (2.7) i (2.8) resulten molt adequades per al calcul di}ecte d'expres-
sions concretes . No és aixi per a 1'operador de Laplace DE. Atesa la gran
importancia d'aquest operador no pot considerar-se d'interes purament matema-
tic la caracteritzacié dels operadors D , § , d que seqgueix a continuacis,
valida per a qualsevol dimensié i signatura, i sempre en components fisics

corresponents a un sistema de coordenades ortogonal.
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A causa del caracter lineal de l'operador D, ens limitarem a considerar

l'aplicacié de D a un element de 1'algebra de Ciifford de la forma X, e

1 °1°
és a dir, amb un sol component no nul. Adoptarem a més les seguents nota-
cions que resultaran de gran utilitat:

I = il"' ip és el multiindex fixat amb una ordenacio dels indexs compo-
nents també fixada, bé per ordenacic estricta o bé per cri-
teris geaométrics. En el que seqgueix el considerarem sovint
com un conjunt ordenat . I' serd el complementari amb n-p
elements també ordenats.

n P
H=2Z Hi HI =z Hi HI‘ =H - HI (3.1)
i=1 k=1 k

essent Hi els coeficients que figuren amb aquest nom a l'expressic de la

meétrica en coordenades ortogonals (1.1).

Procedint a un calcul explicit, arribem a les expressions:

= v v
d ( XI e ) kfl 9 ©1 { e, ( XI )+ XI e ( HI ) 2
(3.2)
= v v
§ ( XI e ) '21 g‘j ej e { ej ( XI ) + XI e‘j ( HI,) }
J (3.3)

Aquestes expressions, que resumeixen i generalitzen a qualsevol dimensie els
resultats continguts a les taules (2.7) i (2.8), permeten una avaluacié ex—
plicita de l'operador de Laplace, aplicat a una forma ( o element de 1'al-
gebra de Clifford) de grau arbitrari.

En efecte,

v
ds§ (X, e)= ¢ % g e g.e.e. {e'[e, (X)+X eY(H ) 1+
171 jel  keCI-j) k "k 7§ 73 I k J I I I
v v v -
+ L ej ( XI) + XI ej ( HI,) ] ek ( HI Hj ) 2
(3.4)
§d (X e))= & ) g.e.qg e e { e¥r e’ (X 5 +X. ey (H )1+
171 kel jeCI,k) J 7i %k Tk I b k I I "k I
v A4 v - -
+ L ek ( XI) + XI e, ( HI ) 1] ej ( H HI Hk ) 2
{(3.9)

De (3.4) i (3.5) resulta, després de tenir present la relacio



e. 1 X = e. (H J)e (3.6)

4
>
I
[11]
q
I
[11]
>

l'expressio general:

= nt - -
Al XI eI ) = D« XI eI ) =(dd&d+8d) ( XI eI )
= Ve +ev V(H-H.) + X [ eYe(H-H.) +eY(H-H ) eY(H_ -H.)
ij gjeI( ejej(XI) ej(XI) eJ i I[ eJeJ I eJ I) eJ 1 Hj ]
v_v v \ 71T v_9 v Vou_g -
+k§I gkeI{ ekek(XI) + ek(Xl) ek(H Hk) + XI C ekek(HI) + ek(HI) ek(H HI Hk)]
v \4 _ v v
+.2 z gjgk e ej e {21L ek(XI) ej(Hk) ej(XI) ek(Hj) 1+
J€ET kel
v T - V.Y — Ve v L4 L4
+ XI ( ekej(H HI) ejek(HI) ej(H HI) Ek(Hj) + ek(HI) ej(Hk) 1

(3.7)

Per a un escalar « tenim I = ¢ i, per tant, obtenim 1'expressi¢ habi-

tual:

Al a) =

g (evel (a)+e’(a)e  (H-H )
oy k%

1 k k k k
(3.8)

L e I}

La introduccie de (3.8) a (3.7) permet d'escriure-la en la faorma final

= Ve? (H- Y(H- Y (H.—
Al XI e ) = e; { AXI + XI ji:[ C ejej(H HI) + ej(H HI) e (HI Hj)] +
+X, E [ eetH)+e’(H) e H-H-H ) 13 +
I K"k 1 k' 1 %k Ik
keI
v \4 \Z2
+Z I g.g e e.e, {2Le (X ) e H) -e(X ) e’ (H.) ]+
i€l kel i’k "k T3 1 k "I ik il k j
V¥ - 4 R - T \"4 v v
+ XI ( ekej(H HI) ejek(HI) ej(H HI) ek(Hj) + ek(HI) ej(Hk) 1}

(3.9

En el cas de vectors, el multiindex I consta d'un sol terme I = j i s'ob-

té 1'expressio simplificada:

Alv.e. )= e. {Av, +v, e'e"(H-H.)
i J i iodd i)
vV 7 v
+ vj 2_ C ekek( Hj) + ek( Hj) ek( H Hj Hk) 1)+
k#j
v v _ v v
kij 9, © {2t ek(vj) ej(Hk) ej(vj) ek(Hj) 1+
+v. [ eVeV(H-H,) - e%e¥(H.) - eY(H.) e"(H-H.- H) 1} (3.10)
b okTi ik L R | i Tk
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Les férmules (3.8) (3.9) i (3.10) son expressions molt adequades al calcu
terme per terme de la laplaciana en un sistema de coordenades ortogonals, de

molt els més frequents en Fisica.

Pel gue fa als operadors D , d , §, és possible " capgirar" les expres-
sions (3.2) i (3.3) de tal manera que, en lloc d'expressar les contribucions
d'un anic terme X, e

171
diferents termes a un unic terme del resultat . Introduint els nous conjunts

, ens permetin de seleccionar les contribucions de

ordenats d' indexs

-

Ik = { i i

it=03 i ie P | }

podem escriure formules equivalents a (3.2) i (3.3) amb la forma:

p
k-1 - ~ % -
(dXx) =e, ¢ £ g. (-1) Le¥ (X2 ) +X e (H - ) 12
I 1 k=1 i i Ik Ik i, Ik
(3.11)
= v v -
(& X, e‘(jfx el (X )+ X, e CH=H; ) )
(3.12)

En 1'aplicacié practica d'aquestes expressions caldra tenir present que,
mentre [ és un multiindex que especifica un dels components estrictes
seleccionats per a representar els elements de 1'algebra de Clifford ,

XI; i XjI poden no coincidir amb cap d'aquests components i caldra
relacionar-los amb els corresponents components estrictes, dels quals poden

diferir en el signe.

AGRAIMENTS
Aquest treball s'ha realitzat amb el suport de CAICyT, sota contracte
n2 0649-84
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