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Geometria projectiva: el problema de la fotografia

NURIA GRANO, ALBERT LLONA I FRANCESC SUAU

1 Introduccio

Suposeu que teniu una fotografia d’'un paisatge urba en la qual hom pot distingir
alguns edificis caracteristics. Imagineu que disposeu també d'un planol d’aquella
localitat i que sabeu situar sobre el planol I’emplacament exacte d’'uns quants d’a-
quests edificis (de cinc d’ells, com a minim). Sabrieu, només amb aquestes dades,
situar també sobre el planol el lloc exacte des d’on s’ha fet la fotografia?

Obviament aixo és un problema de geometria. Pero, de quina classe de geo-
metria? De geometria meétrica evidentment que no, ja que en una fotografia no es
conserven pas ni les distancies ni els angles. Tampoc pot tractar-se d'un problema
de geometria afi, ja que rectes que séon paralleles a la realitat, no ho s6n gairebé
mai a la fotografia. Ara bé, el que si que, per sort, encara es compleix és que les
rectes de la realitat continuen essent rectes a la fotografia. Qui hagi seguit alguna
vegada un curs de geometria projectiva, si recorda els trets fonamentals d’aquesta
disciplina, ja haura reconegut immediatament que el problema que hem plantejat
és un problema de geometria projectiva.

Voldriem en aquest article introduir els conceptes fonamentals de geometria pro-
jectiva plana des del comencament (partint de zero), de manera molt directa i expli-
car després detalladament —utilitzant aquests conceptes— el problema que hem
plantejat i que anomenarem des d’ara problema de la fotografia. Nosaltres vam
coneixer aquest tema en la classe d’'una assignatura impartida pel professor Joan
Girbau dins del Mestratge per a Ensenyants organitzat per la Universitat Autonoma
de Barcelona el curs 1994-1995. Seguirem, doncs, el punt de vista esbossat en aquell
curs.

L’article [2], publicat en aquesta mateixa revista, conté un estudi, des d’un punt
de vista estadistic, dels errors que es cometen en la determinaci6 del lloc des d’on
s’ha fet la fotografia, si s’utilitza per a aquesta determinaci6 el meétode descrit en
el present treball. Els dos articles estan, doncs, intimament relacionats i es comple-
menten mutuament.
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FIGURA 1 FIGURA 2

2 Rao simpleirao doble

Sigui ¥ una recta qualsevol (del pla o de I'espai) donada parameétricament per 1'e-
quacioé X(A) = p + AU. Si A, Bi C sén punts d’aquesta rectai Ay, Ag i A¢ son els
parametres d’aquests punts, es defineix la ra6 simple d’A, B i C com el quocient
(Ac —Aa)/(Ac — Ap). Larad simple d’A, B i C es designa per (A, B,C). Immediata-
ment es veu que la ra6 simple definida d’aquesta manera no depén de la particular
parametritzacio de r utilitzada. Només depen dels punts A, B, C i de 'ordre en qué
prenem aquests punts.

El teorema de Tales ens assegura que la raé simple és invariant per projeccio
paralela. Concretament, si A, B, C son tres punts sobre una recta+ i A", B’, C' son
tres altres punts sobre una altra recta v’, i si les rectes AA’, BB’, CC’ s6n paraleles,
llavors (A,B,C) = (A’,B’,C’), tal com indica la figura 1. Ara bé, si A, B, C son tres
punts sobre una recta 7 i els projectem des d’un punt exterior P sobre una altra
recta r’, tal com indica la figura 2, de manera que A’, B’, C’ siguin les interseccions
amb ' de les rectes PA, PB i PC, en aquest cas (A,B,C) # (A',B’,C’).

Hi ha algun concepte matematic invariant per aquest tipus de projeccio? Intro-
duirem ara la ra6 doble de quatre punts alineats i després veurem que justament
aquest concepte és invariant per aquest tipus de projeccio.

Si A, B, CiD son quatre punts alineats, definim la ra6 doble d’A, B, Ci D com el
namero

(A,B,C) _ (Ac —A4)(Ap — Ap)
(A,B,D) (Ac—Ap)(Ap —Aa)’

on Ayg, A, Ac i Ap sbn els parametres que corresponen a A, B, C i D en qualsevol
parametritzacio de la recta 7.

Si designem per t la ra6 doble (A,B,C,D), de la definicié es desprenen les se-
glients igualtats, que ens diuen com canvia la radé doble quan es canvia ’ordre dels
punts:

(A,B,C,D) =

(A,B,C,D) =(C,D,A,B) =t
(B,A,C,D) = (A,B,D,C) =
(A,C,B,D) =1-t.

~ | =

1 TEOREMA Siguinv ir’ dues rectes del pla i sigui P un punt exterior a les dues rectes.
Siguin A, B, C i D quatre punts sobre v. Siguin a, b, c i d les rectes PA, PB, PC i PD
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FIGURA 3

respectivament. Siguin A', B', C' i D’ els punts de v’ obtinguts per interseccio de les
rectesa, b, cid ambv’. Aleshores (A,B,C,D) = (A’,B’,C’,D’") (vegeu la figura 3).

Aquest teorema s’enuncia de manera simplificada dient que la ra6 doble és invariant
per perspectivitat.

PROVA: Per definicié de ra6 doble tenim:

AC -BD

A, B D)=———
( b b C1 ) BC . AD
Tracem des de P larecta perpendicular a 7 i sigui h la distanciade P a». Tindrem:

AC AC-h  2-areadel triangle APC  PA-PC- sinac
BC BC-h 2-areadel triangle BPC  pB.PC - sinbc

BD _ BD-h _ 2-areadel triangle BPD _ PB-PD - sinbd
AD AD-h 2 -areadel triangle APD  pA.PD-sinad

Aleshores,
(A,B,C,D) = Snac-sinbd
sinbc - sinad
Aquesta expressio posa de manifest que (A, B,C,D) només depén de les rectes a,
b,cid,iel teorema queda provat. |

Aquest teorema ens permet definir la ra6 doble de quatre rectes concurrents del
pla, a, b, cid, com lara6 doble dels quatre punts obtinguts intersecant a, b, ci d
per una recta qualsevol 7.

El resultat que demostrarem a continuacio ens sera molt util en la resoluci6 del
problema de la fotografia.

2 TEOREMA (CAS PARTICULAR DEL TEOREMA DE CHASLES) Sigui y una circumferén-
ciaiA, B, C iD quatre punts de y. Sigui P un altre punt de y. Siguin a, b, c id les
rectes PA, PB, PC i PD respectivament. La rao doble d’aquestes rectes, (a,b,c,d),

no depén del punt P escollit sobre la circumferéncia. Només depén dels punts A, B, C
iD.
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Figura 4

PROVA: En la demostracié del teorema 1 hem vist que

(a,b, c,d) = Sn4ac sinbd.
sinbc - sinad
Ara bé, I'angle ac, per ser un angle inscrit a la circumferéncia (vegeu la figura 4), val

la meitat de I’arc que abraca. Es a dir, ac = (1/2) AC. Passa el mateix amb els altres
angles de la formula anterior. Tenim, doncs,

sin A—ZC - sin %
(a,b,c,d) = —=—=.
. BC i AD
Sin 5 Sin W
Observant aquesta formula veiem que en el segon membre només hi figuren els arcs
AC, BD, BC i AD sobre la circumferéncia. Per tant, no depén del punt P. m|

3 El plai ’espai projectius

Fins ara quan parlavem del pla ens referiem a R? i quan parlavem de espai ens
referiem a R3. A partir d’ara R? sera anomenat pla ordinari i R3 espai ordinari. Dos
vectors no nuls de R™ (n = 2, 3) direm que séon equivalents si un és multiple escalar
de l'altre. Una direcci6 de R™ és una classe d’equivaléncia per la relacié anterior.
Definim I’espai projectiu de dimensié n (nosaltres utilitzarem només els casos en
qué n = 2 o n = 3) com el conjunt reunié de 1'espai ordinari de dimensié n amb el
conjunt de totes les direccions d’aquest espai. L’espai projectiu de dimensio n sera
designat per P,. Els seus elements seran anomenats punts. Un punt de P, que sigui
de I'espai ordinari R™ sera anomenat punt ordinari i un punt de P, que sigui una
direcci6 sera anomenat punt de I'infinit.

Situem-nos de moment a P,. Els punts de l'infinit de P, direm que constitueixen
la recta de l'infinit. D’altra banda, si ¥ és una recta qualsevol de R?2, el conjunt
de P, format per tots els punts de la recta anterior i pel punt de I'infinit donat
per la direcci6 determinada per un vector director de ¥ sera anomenat recta de P>
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determinada per la recta * de R2. Per exemple, la recta » de R? d’equaci6 cartesiana
3x + 7y = 5 determinara una recta de P, formada per tots els punts de R? de la recta
anterior i pel punt de I'infinit corresponent a la direcci6 del vector (1, —3). Les rectes
de P, sén de dos tipus. D’'una banda hi ha la recta de I'infinit i, de I'altra, les rectes
determinades per rectes de R? pel procediment anterior.

ATl’espai projectiu P3 direm que els punts de l'infinit d’aquest espai constitueixen
el pla de I'infinit. Les direccions (o punts de l'infinit) corresponents a vectors d'un
subespai vectorial de dimensio 2 de R3 direm que constitueixen una recta de I'infinit
de P3. Donada una recta v de R3, el conjunt de punts de P3 format per tots els punts
de 7 i pel punt de I'infinit corresponent a la direcci6 d'un vector director de v, sera
anomenat recta de P3 determinada per . Analogament, donat un pla p de R3, el
conjunt de punts de P3 format per tots els punts de p i tots els punts de l'infinit
corresponents a vectors continguts a p sera anomenat pla de P, determinat per p.

En el pla ordinari dos punts determinen sempre una recta, pero, en canvi, no és
veritat que dues rectes determinin sempre un punt, ja que dues rectes paraleles no
es tallen i, per tant, no determinen cap punt. En el pla projectiu aquest fenomen no
passa. Dos punts determinen sempre una recta i dues rectes determinen sempre un
punt. Siun enunciat qualsevol relatiu a propietats d’incidéncia de rectes i punts és
cert, també és cert ’enunciat que s’obté substituint en el primer la paraula recta per
puntila paraula punt per recta. Aquesta propietat es coneix per principi de dualitat.

4 Perspectivitats i projectivitats

Siguin 1T i " dos plans de I’espai projectiu i sigui P un punt que no pertany a cap
d’aquests dos plans. Definim la perspectivitat des de P entre 17 i v’ com I'aplicaci6
que a cada punt X de 7t fa correspondre el punt X’ de 7t’, obtingut per intersecci6 de
larecta PX amb 11’. Observeu que PX sempre talla 71" ja que estem a I’espai projectiu
(si estiguéssim a R3 podria passar que la recta PX fos paralela al pla rr’). El punt P
des del qual es fa la perspectivitat s’anomena punt de vista de la perspectivitat.
Una composicié de diverses perspectivitats (possiblement amb punts de vista
diferents) s’anomena projectivitat. Si 71 és un pla de I'espai projectiu, s’anomena
projectivitat del pla 1T tota projectivitat que apliqui 7t en 7r. La geometria projectiva
plana estudia les propietats d'un pla projectiu que son invariants per projectivitats.
Per exemple, el concepte de rectes paralleles (dues rectes d’un pla projectiu s6n pa-
raleles si es tallen en un punt de I'infinit) no és un concepte de geometria projectiva
ja que les perspectivitats, en general, no conserven el paralelisme. Amb relacié a
les perspectivitats i els punts de l'infinit convé tenir present el teorema segiient.

3 TEOREMA Donat un pla 1t de P3, que no sigui el pla de l'infinit, i donada una recta
v de 1T, que no sigui la recta de l'infinit de 1t, existeix sempre una perspectivitat entre
1T i un cert pla ' que transforma la recta v de 1t en la recta de l'infinit de t’.

PROVA: Sigui « un pla diferent de 11 que passa per . Sigui 1" un pla diferent de «
i paralel a «. Sigui P un punt de « no contingut a la recta v (vegeu la figura 5). Per
construccio, la perspectivitat entre 7t i 7t° que té P per punt de vista transforma r
en la recta de l'infinit de 7’. O

Com a coroHari d’aquest resultat, qualsevol recta de P, es pot transformar per
una projectivitat en la recta de I'infinit, i reciprocament. Basta imaginar P, submergit
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FIGURA 5

a P3 com un pla 1t de P53 i aplicar-li el teorema anterior.

5 Rao doble de quatre punts alineats del pla projectiu

A la secci6 2 d’aquest article hem definit la rad doble de quatre punts alineats de R?
o de R3. Voldriem ara definir la raé doble de quatre punts alineats de P> o de Ps.
Siguin, doncs, A, B, CiD quatre punts alineats de P; (el cas de P3 seria completament
analeg). Si cap d’ells és de I'infinit (o sigui, si tots quatre son de R?), la seva ra6 doble
(A,B,C,D) ja s’ha definit a la seccio6 1.

A continuaci6 definirem la ra6 doble (A, B,C,D) quan un d’aquests punts és un
punt de l'infinit. Suposem, per exemple, que D és un punt de l'infiniti A, Bi C
son punts del pla ordinari R2. Com que A, B, C i D estan alineats, D ha de ser el
punt de l'infinit de la recta ¥ de R? enla qual hiha A, Bi C. Si ¥ = P + AU és una
parametritzacio d’aquesta recta, siguin A4, Ap i A¢ els parametres d’A, B i C. Sigui
D, el punt geneéric de parametre A d’aquesta recta. Tindrem

] . (Ac—=Aa)(A—=2Ag) Ac—-Aa
lim (A, B,C,D,) = lim = .
Jim ( A = Jim (Ac —A3)(A—Aa)  Ac—Ap

Prenem, doncs, com a definici6 de (A, B, C, D), en aquest cas, el quocient

(Ac — Ay)
(Ac —Ap)’

Quan dos o més dels punts A, B, C, D sétn de I'infinit, com que per hipotesi
estan alineats, tots quatre estaran sobre la recta de I'infinit. Considerem llavors les
quatre rectes v, ¥, ¥c i 7p del pla ordinari que passen per I'origen (podriem prendre
qualsevol altre punt) i tenen les direccions d’A, B, C i D respectivament. Definim
llavors la ra6 doble (A, B,C,D) com la raé doble de les quatre rectes v4, ¥, ¥c i 7p
de R? (ala secci6 1 ja hem definit aquest ultim concepte).

Amb aquestes definicions i tot el que hem dit a la secci6 1 es pot veure que larad
doble de quatre punts alineats situats en un pla 7t de P53 és invariant per qualsevol
projectivitat entre 7T i un altre pla v’. En particular, si pensem P, submergit a P;
com un pla 7 d’aquest espai, la ra6¢ doble de quatre punts alineats de P, és invariant
per projectivitats de P,. Aix0 permet definir la raé doble de quatre rectes a, b, c i
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d de P> concurrents en un punt P, com la raé doble dels quatre punts A, B, Ci D,
que s’obtenen tallant les quatre rectes anteriors per qualsevol recta ¥ que no passi
per P. Aquesta rad doble no depén de la recta v escollida. En efecte, si n’escollim
una altra, ', i designem per A’, B, C' i D’ les interseccions amb v’ d’a, b, cid, es
passa dels punts A’, B’, C’ i D" als punts A, B, C i D per la perspectivitat de punt de
vista P. Per tant, la ra6 doble és la mateixa.

6 Coniques projectives

Considerem la circumferéncia unitat del pla de R? d’equaci6 z = 1, és a dir, la corba

z=1
x24+y2=1.

Unim cada punt P d’aquesta corba amb l'origen O. D’aquesta manera obtenim un
con (d’equacié x2 + y? = z?) format per totes les rectes PO, quan P varia en la
circumferéncia anterior. Aquestes rectes s’anomenen generatrius del con. Designem
per C aquest con de R3. La corba interseccié d’aquest con amb un pla 7 de R3 que
no passi per l'origen és, per definicid, una conica del pla 1r. Si pensem el pla ordinari
R? submergit a R? com un pla 7t d’aquest espai que no passa per l'origen, en anar
canviant la manera d’estar submergit (és a dir, en anar canviant el pla 7t de R3 que
no passi per l'origen), s’obtenen totes les coniques deNIRZ.

El mateix podem fer a ’espai projectiu P3. Sigui C el subconjunt de P53 format
per tots els punts de C ¢ R3 i pels punts de I'infinit de totes les generatrius de C.
Si ara 1t és un pla de P3 que no passa per l'origen O de R3, el conjunt interseccio
de r amb C s’anomena conica projectiva del pla 7r. Si pensem, doncs, P> submergit
a P3 com un pla 1t d’aquest espai que no passa per O, en anar canviant la manera
d’estar submergit s’aniran obtenint totes les coniques projectives de P,. Ara bé, si
y ésla intergecci(') d'un pla m de P3 amb el con C, i si y’ ésla interseccié d’un altre
pla m" amb C, esta clar que la perspectivitat des de I'origen O aplica cada punt de y
en un punt de y’. Per tant, entre dues coniques projectives de P, sempre hi ha una
projectivitat que transforma lI'una en l'altra. Aixo s’acostuma a enunciar dient que
totes les coniques son equivalents des del punt de vista projectiu.

7 Algunes propietats projectives de les coniques

En el problema de la fotografia utilitzarem el resultat segiient, que és una propietat
projectiva notable de les coniques.

4 TEOREMA (TEOREMA DE CHASLES) Sigui y una conica del pla projectiu P». Siguin
A, B, C, i D quatre punts fixos de y. Sigui X un altre punt de y, que considerarem
variable. La rad doble de les quatre rectes AX, BX, CX i DX no depén del punt X, és
a dir, es manté constant quan X varia sobre la conica. Dit d'una altra manera, quan
X varia sobre la conica es compleix que (AX,BX,CX,DX) = K, on K és una constant.
Reciprocament, donats quatre punts diferents A, B, C i D de P, i un nuimero real K,
el lloc geométric dels punts X del pla projectiu que compleixen (AX,BX,CX,DX) = K
és una conica a la qual pertanyen els punts A, B, C i D.

PROVA: La primera part (directa) del teorema és conseqiiéncia immediata dels fets
seguients:
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1. El resultat és cert quan la conica és una circumferéncia de R? (teorema 2).
2. Larao doble de quatre rectes és invariant per projectivitats.

3. Totes les coniques son equivalents des del punt de vista projectiu. En particu-
lar, existeix una projectivitat que transforma la circumferéncia unitat de R? en
la conica y.

Demostrem, doncs, la segona part (reciproca) del teorema. Considerem les quatre
rectes AX, BX, CX i DX, que son rectes concurrents (totes passen per X). Suposem,
sense pérdua de generalitat, que el punt X és de R2. Ara calcularem explicitament
la raé doble d’aquestes quatre rectes de la manera segiient. Suposem que cap de les
quatre rectes és vertical (parallela a I’eix de les ). Si no, raonariem de la mateixa
manera fent un canvi d’eixos. Intersequem les quatre rectes per una recta vertical
qualsevol (de la forma x = k, on k és una constant) que no passi pel punt X. Siguin
A’, B, C', D’ les interseccions de les rectes AX, BX, CX i DX amb la recta x = k.
Sabem que la raé doble de les quatre rectes és igual a la ra6 doble dels punts A’, B,
C’ i D’. Aquests quatre punts son de la forma segiient: A" = (k,y,), B" = (k, ¥p),
C' = (k,y.), D" = (k,y;). Designem per (x,y) les coordenades de X. Tindrem:

(AI’B/’C/'D/) _ (yC _ya)(yd_yh) _
(Ve = ) (Ya — YVa)

[(Ve—2)— Ya—)Ua-y)— (b — )]
[(Ve=)— - YVa—Y)— a—2)1"

Dividint cada un dels factors entre claudators [ ] de I’expressié anterior per k — x
s’obté
(Mme —my) (Mg — myp)

(AX,BX,CX,DX) = (A',B',C’,D’) = ,
(me —mp) (Mg — my)

on my, mp, M i my indiquen, respectivament, els pendents de les quatre rectes AX,
BX, CX i DX. Oblidem-nos dels punts A’, B’, C’' i D’, que ja no tornarem a utilitzar,
i designem a partir d’ara per (x4, Ya), (Xp, V), (Xc, V) 1 (X4, Va) les coordenades
dels punts inicials A, B, C i D. Substituint en la formula anterior els pendents per les
seves expressions en funcié d’aquests punts, per exemple, m, per (v, —V)/(xa—x),
obtindrem:

_ [XaYe =XcYa+ (YVa—Ye)X + (Xe = Xa) Y]
[XpYe —XcYp + (Vb — V)X + (Xc — Xp) Y]
[XpYa —XaYp + (Vb — Va)X + (Xa — Xp) Y]
[XaYa — XaYa+ (Ya— Ya)X + (Xa —Xa) Y]~

(AX,BX,CX,DX)

Si igualem el quocient anterior a una constant K, obtenim una equaci6 de segon
grau en les coordenades (x, y) del punt variable X. Per tant, obtenim una conica. O

8 El problema de la fotografia

Suposem que tenim una fotografia d'un paisatge urba en la qual es poden distingir
alguns edificis caracteristics (vegeu algun exemple d’aquest tipus de fotografies en
I'article [2]). Suposem que a la fotografia identifiquem com a minim cinc edificis que
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FIGURA 6

T

Pla de terra

FIGURA 7

sabem situar sobre un planol de la ciutat. Volem situar, també, sobre el planol, el
lloc des d’on s’ha fet la fotografia.

Per tal de no complicar innecessariament el problema, comencem suposant que el
pla de la fotografia és vertical. Més endavant ja ens ocuparem del cas en qué aquesta
hipotesi no es compleix. El procediment de fer una fotografia es pot esquematitzar
de la manera segiient. Considerem un paper vertical situat davant del nostre ull.
Considerem la recta que uneix el nostre ull amb un punt del paisatge que retratem.
La intersecci6 d’aquesta recta amb el paper vertical donara la imatge del punt a la
fotografia (vegeu la figura 6).

Sigui p el pla de terra de ’observador, és a dir, un pla horitzontal que passa pel
punt on I'observador té situats els peus. El planol de la zona és una reproduccio6 a
escala del pla p (un planol sempre es dibuixa en un pla horitzontal encara que a la
ciutat hi hagi pujades i baixades). Sigui 1 el pla vertical del paper situat davant del
nostre ull. Sigui p’ el pla horitzontal que passa pel nostre ull (paralel al pla p), el
qual tallara el pla 7t de la fotografia en una recta r. Nosaltres treballarem sobre el
pla p’ paralel al pla p de terra, i és en aquest pla que volem situar el punt de vista
P que sera la incognita del problema (vegeu la figura 7).

Si a la fotografia hem identificat cinc edificis que sabem situar sobre un planol
de la ciutat, siguin A, B, C, D i E les interseccions amb el pla p’ de les verticals
que passen pel centre d’aquests edificis. Considerem les rectes (en el pla p’) que
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uneixen aquests punts amb el nostre ull P. Les dues raons dobles (PA, PB,PC,PD)
i (PA,PB,PC,PE), que son raons dobles de rectes contingudes en el pla p’, po-
den calcular-se per les interseccions d’aquestes rectes amb la recta » del pla de
la fotografia. Si sobre la fotografia tracem rectes verticals que passin pels edificis
identificats i designem per A’, B’, C’, D' i E’ les interseccions amb + de les rec-
tes verticals anteriors, tindrem que (PA,PB,PC,PD) = (A’,B’,C’,D’). 1 aquesta
ultima raé doble pot ser calculada fent mesuraments sobre la fotografia. Desig-
nem per R aquesta rad doble, calculada a partir de la fotografia. Analogament
(PA,PB,PC,PE) = (A’,B’,C',E’). Designem per S aquesta ra¢ doble, calculada
també sobre la fotografia. Considerem les dues coniques formades pels punts X del
pla p’ sobre el qual treballem, que satisfan les condicions segiients:

(XA, XB,XC,XD) = R
(XA, XB,XC,XE) = S

(s6n coniques en virtut del teorema de Chasles). En general, dues coniques es tallen
en quatre punts. El punt de vista P incognita del problema compleix, evidentment,
(per construccio) les dues equacions de les coniques. També els punts A, Bi C son de
les dues coniques pel mateix teorema de Chasles. Per tant, P és el punt d’interseccio
de les dues coniques que no és ni A ni B ni C. La demostracié del teorema 4 (de
Chasles) ens dona un procediment explicit per calcular en coordenades les equacions
d’aquestes dues coniques a partir de les coordenades dels punts A, B, C, D i E
(coordenades en el pla p’ paraHel al pla p de terra). Per tant, I'"iinica cosa que hem
de fer quan coneguem aquestes equacions és calcular, utilitzant qualsevol programa
de manipulaci6 matematica (el Mathematica, per exemple), els punts d’interseccio
de les dues coniques.
Per tant, el procediment de resolucié del problema es pot esquematitzar aixi:

1. A la fotografia elegim cinc edificis que sapiguem situar sobre un planol de la
ciutat. Designem per A, B, C, D i E els punts sobre el planol corresponents al
centre d’aquests edificis .

2. Alafotografia tracemrectes verticals a, b, ¢, d i e que passin pel centre dels cinc
edificis elegits. Calculem sobre la fotografia les dues raons dobles segiients:
R = (a,b,c,d)iS = (a,b,c,e).

3. Utilitzant un sistema de coordenades sobre el planol de la ciutat, calculem la
intersecci6 de les dues coniques formades pels punts X tals que
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,XD) = R
XE) = §S.

4. El punt d’intersecci6 d’aquestes dues coniques que no sigui ni A ni Bni C és el
punt de vista P soluci6 del problema.

El cas en qué el pla 7t de la fotografia no és vertical és una mica més complicat.
Ltnic cas que excloem del nostre estudi és el cas en que el pla de la fotografia és
horitzontal (fotografia aéria feta cap avall). En qualsevol altre cas, sigui com abans p
el pla de terra de I'observador, en el qual hi ha els punts A, B, C, D i E corresponents
alalocalitzacio6 dels cinc edificis. Considerem els cinc plans verticals que passen per
I'ull de I'observador i per A, B, C D i E respectivament. Aquests plans es tallen en
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una recta vertical que passa per I'ull de 'obsevador. Siguin ara a, b, ¢, d i e les rectes
intersecci6 del pla r de la fotografia amb els cinc plans verticals anteriors. Si el pla
de la fotografia és vertical, les rectes a, b, ¢, d i e son paralleles (cas anterior), pero
si no, aquestes rectes son concurrents. Es tallen en el punt Q d’intersecci6 del pla
1t de la fotografia amb la recta vertical que passa per 1'ull de I'observador. Es facil
de veure que per resoldre el problema en el cas general val el procediment descrit
anteriorment, pero substituint la instrucci6é 2 d’alla per la segiient:

2’. Calculem sobre la fotografia les dues raons dobles segiients: R = (a, b, c,d) i
S =(a,b,c,e).

(Ara aquestes rectes son concurrents i abans eren paraleles.) Vegem-ho. En el cas
anterior treballavem en el pla paralel al pla de terra que passava pel nostre ull. Aqui
treballarem directament en el pla p de terra. Designem ara per P el punt del pla p de
terra on l'observador té els peus. La raé doble de les rectes PA, PB,PC i PD (rectes
del pla p de terra) coincideix amb la ra6 doble de les rectes a, b, c i d del pla
de la fotografia, ja que es passa d’'unes rectes a les altres per la projeccié del pla p
sobre el pla T que segueix les verticals. Aquesta observacio és suficent per veure la

validesa del procediment en aquest cas.
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