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Paradoxes i problemes classics
de geometria integral

JoAQUIM GELABERTO, DAVID JUHER

Aquest article esta inspirat en una confereéncia pronunciada pel professor
Joaquim Gelabert6 el 16 de marc de 2000, en el marc de la Catedra Lluis Santa-
16 i el seminari de matematiques del Departament d’Informatica i Matematica
Aplicada de la Universitat de Girona. S’hi exposen el problema de 1’agulla de
Buffon (1777), el problema de Halphen (1872), la paradoxa de J. F. L. Bertrand
(1889) i altres questions classiques relatives a les probabilitats geomeétriques.
Es proposen diverses maneres d’atacar cada problema, totes aparentment cor-
rectes des del punt de vista de la intuicio, que porten a resultats diferents. Es
doéna una explicacié formal d’aquestes paradoxes en termes de mesures que
no soén invariants respecte del grup de moviments rigids del pla.

D’alguna manera, també pretenem mostrar el nostre reconeixement a la
figura del gran matematic catala Lluis Santal6, investigador internacionalment
reconegut en el camp de la geometria integral i renovador de ’ensenyament de
les matematiques a tots els nivells educatius, que va morir el 22 de novembre
de 2001 a I’Argentina, on vivia exiliat des de la fi de la Guerra Civil espanyola.

1 Mesura de conjunts de punts. El problema de Halphen
(1872)

Per a formular adequadament qualsevol dels problemes classics de probabili-
tat geometrica necessitem, en primer lloc, disposar d’algun tipus de nocié de
mesura d’'un conjunt de punts de R". Aix0 ens permetra «comptar» els «casos
favorables» i els «casos possibles». D’aquesta manera, definirem la probabili-
tat que un element d'un conjunt A de R" pertanyi també a un subconjunt B
de A com el quocient entre les mesures de B i A.

Com a mesura d’'un conjunt X ¢ R" (mesurable Lebesgue) podem prendre
la integral sobre X de qualsevol funci6 positiva integrable f, que anomenarem
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funcio densitat de la mesura:
m(X) = JXf(xl,...,xn) dxy---dxn.

Es molt raonable exigir que la mesura del conjunt X no canvii després de sot-
metre’l a qualsevol moviment rigid. Aquest requisit d’invariancia, que també
imposarem quan ens calgui definir la mesura d'un conjunt de rectes, s’esta-
bleix a les obres classiques de Lluis Santal6 [4] i [5], i ens determina com ha de
ser la funcié densitat: en el cas que ens ocupa, un senzill calcul mostra que f
ha de ser constant. Prenem, doncs, per exemple, f = 1 i definim

m(X) :J dx;---dxy.
X

Per exemple, presos un segment S de longitud L i un segment s de longitud
l < L contingut a S, la probabilitat que un punt de S pertanyi també a s és /L,
ja que la mesura del conjunt de punts d'un segment coincideix amb la longitud
del segment. Un altre exemple: quina és la probabilitat que, triant a I'atzar
dos punts d’'un segment de longitud L, estiguin situats a una distancia menor
que un cert nombre d < L? Podem representar el conjunt de tots els possibles
parells de punts com el quadrat [0, L]x[0, L] de R?. Per tant, el conjunt de tots
els casos possibles té mesura L2. El conjunt de casos favorables és exactament
el conjunt de punts (x,y) del quadrat tals que |x — y| < d. Podeu comprovar
facilment que I'area d’aquesta regi6 és L2 — (L — d)? = 2Ld — d?. De manera
que la probabilitat demanada és L;dz.

El problema de Halphen (Bull. Societé Math. de France, 1872) ens demana
la probabilitat p que, dividint un segment en n trossos arbitraris, es pugui
formar amb aquests trossos un poligon de n costats. Per conveniéncia, calcu-
larem la probabilitat 1 — p de ’esdeveniment contrari (que no es pugui formar
cap poligon). Sigui a la longitud del segment. Identifiquem el segment amb
Iinterval [0, a] i pensem que hem indexat els n — 1 punts de divisi6 d’esquer-
ra a dreta, de manera que el conjunt 2 de casos possibles sera el conjunt de
punts (x1,x2,...,xp_1) de R" ! tals que 0 < x; < x» < -+- < Xp_1 < Q.
Tenim, doncs, que

a ra a a
m(P) = J J J s dxp_1dxXy_»---dxy.
0 X1JX?2

Xn-2

Un senzill calcul iteratiu mostra que m(?) = %

Pel que fa al conjunt F de casos favorables, observem que el fet que no
es pugui formar un poligon amb els trossos obtinguts és equivalent al fet
que un dels trossos tingui longitud més gran que a/2. Com que la tria dels
punts de tall és aleatoria, tots els trossos tenen la mateixa probabilitat de tenir
longitud més gran que a/2. Aixi doncs, podem considerar la segiient particié

equiprobable de F (poseu xo = 01 x,, = a):

F=U Fi,

i=1
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amb a
Fi=1(x1,x2,...,Xpn-1) € P:xi_1 + > < Xi}.

La mesura de F és n vegades la mesura de, per exemple, F;. Tenim

a rara a
m(Fi1) = J J dxp_1dxy_»---dx1,
X1J X2

a2 Xn-2

que és (?7/12_)1" );1 . Finalment, doncs, m(F ):n%. Per tant, la probabilitat que
demana el problema de Halphen és
omr) o n
m(P) 2n-1°

Per exemple, la probabilitat que trencant un segment en n = 3 trossos arbitra-
ris puguem formar un triangle és 1/4.

2 Mesura de conjunts de rectes al pla. El problema de I'agulla
de Buffon (1777)

Tenim un pla ratllat amb rectes paralleles, amb distancia D entre dues de
consecutives. Es demana la probabilitat p que una agulla de longitud [ llan-
cada a I'atzar al damunt del pla talli alguna de les rectes. Aquest problema
fou plantejat (i resolt) pel celebre naturalista francés Georges Louis Leclerc
(1707-1788), comte de Buffon, autor d’'una monumental Historia natural en
44 volums, que pretenia recopilar tot el coneixement cientific de I'época amb
finalitats divulgadores.

Ataquem primer el cas | < D. Es proposa la soluci6é segiient, original de
Laplace (1779). Suposem que I’agulla ja ha estat llancada al damunt del pla, de
manera que la seva posici6 esta fixada, i incloem-la dins d'una circumferéncia
qualsevol de diametre D, també fixada. Sigui C la circumferéncia i sigui C’
I’agulla (vegeu la figura 1). Pres un ratllat amb rectes paraleles a distancia

FIGURA 1: L’agulla de Buffon, en el cas I < D.
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D, exactament una de les rectes del ratllats intersecara amb C (o bé dues
rectes del ratllat seran tangents a C). Per tant, el conjunt de totes les possibles
maneres de ratllar el pla es pot identificar amb el conjunt de totes les rectes
que s’intersequen amb C. Aix0 constitueix el conjunt de casos possibles. El
conjunt de casos favorables és el conjunt de rectes que s’intersequen alhora
amb C i C'. Per a avaluar la probabilitat demanada, ens cal mesurar aquests
conjunts de rectes, i fer el quocient entre les mesures dels casos favorables i
els casos possibles.

FIGURA 2: Coordenades de Santal6 per al problema de 1'agulla de Buffon.

Cal introduir, doncs, la nocié de mesura d’un conjunt de rectes. Una recta
del pla queda determinada per un parell de parametres. Per exemple, si fixem
un punt del pla O i una semirecta » amb origen O, llavors podem determi-
nar una recta qualsevol del pla mitjancant el parell (x, ) on x és la distancia
de la recta a O i 0 és I'angle d’inclinaci6 de la normal de la recta respec-
te de r (vegeu la figura 2). A un conjunt donat de rectes del pla correspon
un subconjunt X C [0, ) X [0, 277) de parametres, i la mesura del conjunt de
rectes respecte d'una densitat f sera

m(X) = JXf(x,Q) dxdo.

Tal com ja s’ha dit, volem determinar quina ha de ser la funcié f per tal que
es compleixi el requisit d’invariancia de la mesura quan se sotmet el conjunt
de rectes a un moviment rigid del pla. Es pot demostrar (vegeu la pag. 56 de
[4], 0 bé [7]) que f ha de ser constant. Prenem, per exemple, f = 1 i definim

m(X) = ded@.

Per comoditat, d’ara endavant el parell de parametres (x, 0) sera anomenat
coordenades de Santalo. De fet, aquestes coordenades ja foren utilitzades a la
segona meitat del segle X1x per Cauchy i Crofton (a qui hom considera I'inicia-
dor de la geometria integral). Observeu que podriem haver escollit qualsevol
altra manera («, ) de parametritzar un conjunt de rectes del pla, potser fins
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i tot més natural a priori que la que acabem d’exposar. A 'hora de calcu-
lar, per a aquesta altra parametritzacio, la funcié densitat f(«, f) resultant
d’imposar el requisit d’invariancia de la mesura per moviments rigids, podri-
em obtenir una funci6é no necessariament constant. Aixo voldria dir que triar
aleatoriament una recta del conjunt no seria equivalent a triar aleatoriament i
de manera independent una « i una f8 del conjunt de parametres. Per a les co-
ordenades de Santalo, el fet que la funcié densitat resultant sigui 1 ens diu que
obtenir aleatoriament rectes del conjunt és equivalent a triar aleatoriament x
i 0. Triar un sistema de parametres adequat a I'hora d’escollir a I’atzar un con-
junt de rectes és indispensable en algunes aplicacions d’informatica grafica
que necessiten intersecar, de manera rapida i eficient, un conjunt de rectes
triades aleatoriament amb els objectes que componen una escena. Vegeu, per
exemple, [1] o [6].

FIGURA 3: (0,x) € [0,11/2] X [0, Lcos €] per a les rectes que tallen I'agulla.

Reprenem el problema de I’agulla de Buffon. La mesura del conjunt 7 de
rectes de R? que tallen C és

D2 (21
m(P) :J dfdx =1nD.
o Jo

Els parametres (x, 8) prenen valors a [0,D/2] x [0, 277] si prenem com a punt
O i semirecta v de referéncia, respectivament, el centre de la circumferencia i
un radi qualsevol (vegeu la figura 2). Pel que fa als casos favorables F, podem
mesurar el conjunt de rectes que tallen ’agulla C’ prenent com a punt O un
extrem de l'agulla i com a semirecta de referéncia la propia agulla (vegeu la
figura 3). Per simetria, podem prendre [0, 77/2] com a interval de variaci6é de
0, i multiplicar per 2 la integral. Aleshores,

/2 rlcosO
m(f):Zjo Jo dxdo =21.

Finalment, la probabilitat que ens demanen és p = m(F)/m(P) = 21/mD.
Observeuqueenelcasl =D s’obtép = % Aquest fet ha estat utilitzat algunes
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vegades al llarg de la historia per diversos personatges que han intentat cal-
cular aproximacions de 7t experimentalment, és a dir, repetint moltes vegades
I'experiment del llancament de I’agulla i comptant la freqiiencia de tall. Wolf
(Zuric, 1850) va obtenir per a 7t el valor 3,1596 després de 5.000 llancaments,
i els anglesos Smith (1855) i Fox (1864) obtingueren 3,1553 i 3,1419 amb
3.200 1 1.100 llancaments, respectivament. El récord de precisié se ’emporta
Mario Lazzarini que, 'any 1901, obtingué 3,1415929 després de 3.408 repeti-
cions de ’experiment (vegeu [2]). Per cert: si voleu fer I’experiment vosaltres
mateixos, només cal que us connecteu a I'adreca d’Internet [9]. Un petit pro-
grama us permetra anar llancant a I'atzar grups d’1, 2, 10, 20 o 100 agulles,
que cauran al damunt de la pantalla i es tornaran de color blau o vermell se-
gons si tallen o no el ratllat. Després de cada llancament se us mostrara la
freqiiéncia acumulada i I'aproximacié de 1 resultant. Nosaltres hem tingut
molt mala sort: després de 6.000 agulles hem obtingut el valor 3,21646512...

Suposem ara que [ > D. En aquest cas no podem repetir els raonaments
previs, pero és suficient un argument directe, més senzill. Considerem que
el punt mig de I'agulla esta situat al damunt d'una recta v perpendicular a
les paraHeles del ratllat. Sigui y la distancia del punt mig de ’agulla a una
paraHela del ratllat. Per la simetria del problema, podem considerar que y €
[0,D/2]. 1, si « és I'angle entre I'agulla i 7, tenim que x € [0, 7r]. Per tant,
la mesura del conjunt 7 de casos possibles és mD/2. Pel que fa als casos
favorables, donada qualsevol y € [0,D/2], I’agulla tallara la paralela quan
o € [0,arccos(2y/l)] U [t — arccos(2y /1), 1]. Per tant,

D/2 rarccos(2y /1) D D2
m(f)=2J J d(xdy:Darccos(T>+l 1- 1—1—2 ,
o Jo

_mF) _2 Dy 2t (, [ _D?
p—m(?)—narccos<l>+nD(1 1 )

3 La paradoxa de Bertrand (1889)

Es demana calcular la probabilitat p que la longitud d'una corda que prenem
a l'atzar dins d’un cercle de radi 1 sigui més gran que /3, que és el costat del
triangle equilater inscrit al cercle.

Una primera manera d’obtenir aleatoriament una corda consisteix a triar
a l'atzar (uniformement) un radi del cercle i, tot seguit, triar a ’atzar (unifor-
mement) un punt sobre aquest radi. Aleshores triem la corda que passa per
aquest punt i que és perpendicular al radi. Exactament la meitat de les cordes
triades d’aquesta manera (les que passen pels punts del radi més propers al
centre que a la frontera del cercle) compleixen la condicié6 que ens demanen.
Per tant, p = 1/2. La formalitzaci6 d’aquesta idea és la segiient: la mesura de
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FIGURA 4: Segona soluci6 al problema de Bertrand.

totes les cordes del cercle és

1 p2m
J dfdx =2,
0J0

on x és la distancia de la corda al centre del cercle i € és la inclinaci6, respecte
d’una direcci6 fixada, del radi perpendicular a la corda. La mesura dels casos
favorables és

1/2 21
J dfdx = 1r.
0 0

Per tant, p = - = % Observeu que estem parametritzat els conjunts de cor-

des fent servilz"nles coordenades de Santald, per a les quals ja sabiem que el
requisit d’invariancia de la mesura ens portava a una funcié densitat cons-
tant. Aix0 ens permet considerar que la soluci6é obtinguda és correcta des del
punt de vista de la geometria integral. Per a adonar-nos de la importancia que
té triar una bona parametritzacié dels conjunts de rectes tot seguit proposa-
rem dues aproximacions diferents al problema, que condueixen a solucions
diferents, i que també va proposar Bertrand en el seu Calcul des probabilités
de 1889. Va ser Poincaré, el 1912, qui finalment va treure’n l'entrellat (vegeu
[3].

Presa una corda, siguin A i B els seus extrems, i sigui O el centre del cer-
cle. Definim els angles « i B com els angles d’inclinaci6, respectivament, dels
costats OA i OB respecte d’un radi fixat (vegeu la figura 4). Podem triar alea-
toriament el punt A, cosa que equival a triar aleatoriament un angle « qual-
sevol, i tot seguit triar també aleatoriament un punt B o, equivalentment, un
angle B qualsevol. Si considerem I'angle f — « definit pels costats OA i OB,
podeu comprovar que el conjunt de casos favorables té mesura 7r/3, mentre
que el conjunt de casos possibles va de 0 a 1r. Aix0 ens déna una probabilitat

p = "7/3 = %, diferent de la que haviem obtingut amb el raonament anterior.
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En aquesta nova aproximacio al problema, estem parametritzant els conjunts
de cordes per la parella d’angles («, 8). Per a aquest sistema de parametres,
quina és la funci6 densitat f(«, ) de la mesura que compleix el requisit d’'in-
variancia? Ja que coneixem la mesura quan fem servir les coordenades (x, 0)
de Santald, només ens cal fer un canvi de variables. Observeu la figura 4 i us

adonareu que
B B - cx) _a+B
x-cos(—2 , 9——2 .

Per tant, calculant el jacobia del canvi de variable que expressa x i 0 en funci6
de i B tenim que

dxdo = % sin (‘B_T(X> dodp.

Aixi doncs, en coordenades («, f) la mesura que compleix el requisit d’invari-
ancia té densitat no constant f(«x, ) = % sin(B_T”‘). De manera que triar alea-
toriament i de manera independent una « i després una S (cosa que equival a
utilitzar una densitat constant) no és una manera correcta de triar aleatoria-
ment una corda. Des del punt de vista de la geometria integral, doncs, aquesta
solucié no és correcta.

Proposem encara una tercera soluci6 al problema. Presa una corda, siguin
(X,Y) les coordenades cartesianes (respecte d’O) del seu punt mig. El conjunt
de casos favorables esta format pels punts (X, Y) que pertanyen al cercle de
centre O iradi 1/2, mentre que tots els punts del cercle de centre O iradi 1
son casos possibles. La probabilitat p és, doncs, p = "7/4 = %. En aquest cas,
com que X = xcos 1Y = xsin0, la nostra mesura esdevé

_dxdy_
Xy

amb funci6 densitat no constant. De manera que p = 1/4 tampoc no es pot
considerar una soluci6 correcta.

Si voleu experimentar amb la paradoxa de Bertrand, podeu entrar en una
adreca d’Internet [8], on un petit programa us permetra, de manera interac-
tiva, anar tracant aleatoriament conjunts de cordes segons cada una de les
parametritzacions que hem proposat. Vegeu també [10].

dx do =

4 Probabilitat de separacio de dos punts interiors a un cercle
per una corda arbitraria

Ens demanen que calculem la probabilitat p que, triant aleatoriament una cor-
da AB d'un cercle de radi r i dos punts M i N interiors al cercle, la corda separi
els dos punts. Mesurem primer el conjunt P dels casos possibles.
Pel que fa a la parella de punts M i N, la mesura dels casos possibles
és (mtr? - mr?) (cal dividir per 2 perqueé el producte d’arees compta dues
2
vegades cada parella de punts). Pel que fa a les cordes, la mesura del conjunt
de casos possibles per al punt A és 1rr (també cal dividir per 2 per a evitar
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repeticio de cordes), i, pres A, el conjunt de valors possibles per a 'angle @
que formen la corda i la recta tangent al cercle que passaper A és 0 < @ < TI.
Aleshores, la mesura total de cordes possibles és v - ™ = m2r. Es a dir,
prenem d’espai mostral el conjunt de quaternes (M,N, A, @) tals que M és
qualsevol punt del semicercle, N és qualsevol punt del cercle, A és qualsevol
punt de la semicircumferéncia, i @ varia entre 0 i 71. La mesura total m(P)
per als 2 punts i la corda és, doncs, 1T%r°/2. Pel que fa al conjunt ‘F de casos
favorables, ens cal tenir M en un dels dos segments circulars determinats per
la corda AB, i N en l'altre. Fixats A i B, les arees dels dos segments circulars
definits per AB son v2@ — r2cos @ sin@ i 72 (1 — @) + r2 cos @ sin @ (penseu
que @ és, també, I'angle format pel radi perpendicular a la corda i el segment
OA: vegeu la figura 5). Aixi doncs, la mesura dels parells M, N separats per una
corda AB fixada és 1*(p — cos @ sin @) (7T — @ + cos @ sin @). Per a considerar
totes les cordes, només ens cal fer variar @ entre 0 i 71 (cosa que equival a
pensar que A esta fixat i B varia),

™
1’4J (p —cospsin) (T — @ + cos@sine) dp
0

i finalment fer variar A, que equival a multiplicar per la mesura, 17, de tots
els possibles punts A:

T
m(F) = meJ (p —cos@sin@)(m—@ +cospsine) dp
0

de manera que la probabilitat que ens demanen és

- m(f) mrd J’T _ -
p_m(:P)_n4,/5/2 O((P cos @ sin@) (1 — @ + cos p sine) de
1 5
—§—m~0,2067.

Proposem una segona soluci6 al problema, tot utilitzant les coordenades
de Santal6 (x, 0). Recordem que x és la distancia de la corda al centre del
cercle i 0 ésla inclinaci6 de la perpendicular a la corda respecte d’un radi fixat
(vegeu la figura 5). En aquestes coordenades, la mesura de totes les cordes
possibles és

¥ 21T
J dfdx =2mr.
0Jo

D’altra banda, la mesura de totes les parelles M, N possibles és, com abans,
$(mr?)2. Per tant, m(P) = 13r>. Mesurem tot seguit el conjunt ¥ de casos
favorables. Com abans, la mesura dels parells M, N separats per una corda
donada sera el producte de les arees dels dos sectors circulars definits per
la corda. Aquestes arees només depenen de x, i no pas de la inclinacié 6
de la corda. Per tant, només ens cal calcular el producte d’aquestes arees en
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FIGURA 5: Separacié de dos punts M i N per una corda.

funci6 de x, integrar per a tots els valors de x entre 0 i 7 i finalment, multipli-
car per 27t per a recollir totes les possibles inclinacions. Aixo ens déna

r
m(F) = 21T1’4J (p —cos@sin)(m— @ +cos@sine) dx,
0

on x = ¥ cos @, de manera que dx = —v sin @ d@ ila integral esdevé (prescin-
dint del signe)

/2
2mr? Jo (@ —cos@sin@) (M — @ +cos@sing)sinpdy.

Finalment, doncs, la probabilitat que ens demanen és

/2
= % = %L) (p —cos@sin@) (T — @ + cos @ sin@) sinp de
12
- 45:2 ~0,2882.

En aquest cas, de les dues solucions presentades nomeés és correcta la se-
gona. En la primera, la mesura del conjunt de cordes conté el factor 1, que és
la mesura de l'interval d’angles possibles entre la corda i la tangent al cercle
en el punt A, quan B fa una rotaci6 completa al voltant del cercle. Si compo-
nem aquesta rotacié amb una rotacié de centre i angle arbitraris, obtenim una
tercera rotacio, amb un interval d’angles possibles per a B no necessariament
de mesura 1r. Novament, doncs, la utilitzacié6 d'una parametritzacio per a la
qual la mesura de densitat 1 no és invariant per moviments rigids.

Finalment, presentem dos problemes en els quals ens caldra mesurar con-
junts de rectes de R3. Sense entrar en massa detalls, exposarem dues soluci-
ons contradictories per a cada problema, una de les quals és la correcta des
del punt de vista de la geometria integral. El lector interessat cal que consulti
les referéncies.
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5 Probabilitat d’inclinacié menor que « d’un pla arbitrari
respecte a I’horitzo

Si prenem a I'atzar un pla arbitrari a ’espai, se’'ns demana la probabilitat p
que formi un angle agut menor que « respecte a I’horitzo.

Si considerem la seccié meridiana del problema, hem d’avaluar simplement
la probabilitat que una recta de R? que passi per l'origen tingui un angle d’in-
clinaci6 menor que « respecte a I'eix de les abscises. Obviament aquesta pro-
babilitat és ni/z = ZF"‘ Per exemple, si o = %, p = % Aquesta reduccié del
problema, pero, no és pas correcta.

Pres un pla que passa per l'origen, sigui w la seva direccié normal. Sigui 0
la inclinaci6 de w respecte a la recta que passa per l'origen i és perpendicular
a I’horitzo (que també és la inclinacié del pla respecte de 1'horitzo6), i sigui @
la inclinacié de la recta intersecci6 del pla i I’horitz6 respecte d'una direcci6

fixada continguda a I’horitz6 (vegeu la figura 6).

FIGURA 6: Inclinacié d'un pla respecte a I’horitzo.

Aleshores, dw = sin 0 d0d @ és I’element de superficie esférica deradi 1, o
element d’angle solid. Aleshores, és clar que el conjunt de resultats favorables
per a w té mesura

21 o4
J dp | sinfdf =2m(1 —cosx),
0 0
mentre que la mesura de les w possibles és

21 /2
J dp sinfdo = 2.
0 0
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Per tant, el quocient és p = 22950 — | _ cog . Per exemple, si o = T,

p=1- g, que no coincideix amb la solucié que haviem obtingut préviament.

6 Probabilitat de distancia angular menor que « entre dos
punts arbitraris d’una esfera

Volem calcular la probabilitat p que, triats aleatoriament dos punts sobre una
superficie esferica, estiguin situats a una distancia angular no més gran que «.
Considerant la seccio meridiana del problema, trobareu sense dificultat que
p = «/1. En canvi, amb la notaci6 introduida a la seccié anterior (0 és ara
la inclinaci6, respecte de la recta que passa per l'origen i és perpendicular a
I’horitz6, del segment que uneix un punt de ’esfera amb 'origen), tenim que
les w favorables son

21T o4
J dp | sinfdf =21 (1 — cos x)
0 0

mentre que les w possibles tenen mesura
21 ™
J dp | sinfdo =4m
0 0

de manera que p = =S En aquest cas, doncs, podeu comprovar que el
2
problema tampoc no és reduible a una seccié meridiana.
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