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Yves Meyer, un matematic vagabund

JOAQUIM BRUNA I JOAN VERDERA

Si les corps sont placés loin de nous dans
I'immensité de I'espace, si ’lhomme veut
connaitre le spectacle des cieux pour des
époques successives que séparent un grand
nombre de siécles, I’Analyse Mathématique
peut suppléer a la briéveté de la vie et a
I'imperfection des sens et nous rendre
ces phénomeénes présents et mesurables
(Joseph Fourier, Discours Préliminaire)

Yves Meyer, a qui més d’un cop hem vist acabar una xerrada amb la cita ante-
rior, és un dels analistes més originals i influents de la seva generaci6. Nascut
a Paris I'any 1939, va passar la major part de la seva infancia al nord d’Afri-
ca, sobretot a Tunisia, on va fer tots els seus estudis secundaris. Després de
passar per I’Ecole Normale Supérieure de Paris, ha anat bastint una carrera ma-
tematica impressionant que queda clarament illustrada en les dades segiients:
és qui ha donat estructura matematica, a part de ser-ne un dels descobridors,
a la teoria d’'ondetes (ondelettes en frances i wavelets en angles), ha treballat
successivament en almenys quatre arees centrals de I’analisi harmonica, a les
quals ha contribuit amb idees decisives, ha estat professor ordinari de diver-
ses universitats com ara la de Paris Sud (Orsay), I’Ecole Polytechnique (on va
ocupar la catedra que va deixar vacant Laurent Schwartz), Paris-Dauphine i
I’Ecole Normale Supérieure de Cachan, ha tingut quaranta-sis estudiants de
doctorat i ha escrit catorze llibres. Sens dubte, un dels grans de la darrera
meitat del segle passat.

L'esb6s que acabem de presentar de la seva tasca cientifica insinua una
personalitat exuberant, excessiva, que es confirma en preséncia de la persona:
hom no pot evitar notar els ulls vivissims, d'un blau intens, els cabells arrissats
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que prenen formes imprevisibles i la veu calida, que genera una atmosfera
amable i anticipa una conversa cortesa, profunda i gens convencional, plena
d’emocions i d’idees. Ens cita al final del congrés que es va celebrar a Paris
el mes de juny de 2003 en honor d’ell i del seu colaborador més proper,
Ronald Coifman de la Universitat de Yale. Parlem durant una hora, que passa
volant, sobre com veu, un cop retirat (nosaltres diriem que prematurament),
questions diverses relacionades amb les matematiques i la vida.

Yves Meyer

L’afeccio per les matematiques li va néixer a Tunisia, de ben jovenet. Segons
les seves propies paraules, la matematica li permetia experimentar la llibertat
i la igualtat: la llibertat en el sentit que els problemes de la matematica es
poden atacar i resoldre individualment, evitant qualsevol imposicié externa;
la igualtat perquée en matematiques rapidament s’estableix una certa relacio
d’equilibri entre el mestre i el deixeble, en el sentit que aquest pot demostrar
per la precisié dels seus arguments que el mestre s’equivoca. La fraternitat
vindria amb la maduresa, que el portaria a colaborar amb altres matematics
per a resoldre problemes que havien resistit les escomeses d’altres generaci-
ons. Tot aixo ho explica molt bé ell mateix a I’article [10], en el qual, per cert, el
lector trobara una cita magnifica de Montaigne sobre el fet que el coneixement
huma és el resultat dels esforcos de generacions successives.

La tesila va voler fer ell mateix, sense cap director, durant el periode 1963-
1966 a Estrasburg on era ajudant de classes practiques. La tesi li va permetre
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guanyar una placa a Orsay I'any 1966. Per als lectors analistes direm que el
tema del treball era descriure els multiplicadors de 1'espai de Hardy H' i el
seu dual.

La insatisfaccio per no haver obtingut resultats complets el va portar a
criticar, durant la defensa de la seva tesi, el seu treball. La reacci6é divertida
d'un membre del tribunal, el famés probabilista Paul-André Meyer, va ser fer
notar que els judicis sobre el valor de la tesi eren competéncia del tribunal i
que el candidat s’havia de limitar a presentar-la. Els dos Meyer es van fer amics
i va resultar que el fill de Paul-André, Martin, va ser alumne de tesi d’Yves.

A grans trets, la seva obra matematica s’estructura en quatre grans temes,
que van ser tractats en periodes successius, sense practicament interseccions.
A tots aquests s’hi ha dedicat apassionadament. Diriem que aquesta, la passio
per la recerca en matematiques, i la seva capacitat per a encomanar-la, és
un dels trets caracteristics de la persona. Certament, assistint a un seminari
d’Yves Meyer, hom no pot quedar indiferent, i els que es posen en primera fila
ho han de tenir molt clar. Pero quan Yves Meyer canvia de tema, sempre hi ha
un nexe entre el tema vell i el nou, com després intentarem explicar. Tal com
ens fa notar Meyer, aixo0 esta en perfecta consonancia amb el caracter nomada
dels beduins de Tunisia, que abandonen el territori on han viscut durant cert
temps per a buscar una nova casa en un altre lloc. Els quatre temes son els
seguents:

1. El periode 1967-1973 va ser dedicat, essent professor a Orsay, a la teoria
analitica dels nombres, en particular, al paper que tenen els nombres de
Pisot i de Salem en certs problemes d’analisi harmonica classica. Aixo va
portar Meyer a avancar-se uns anys al descobriment en la natura dels qua-
sicristalls per part dels cristallografs i, també, a la teoria dels enrajolats
de Penrose, la qual també anticipava el descobriment dels quasicristalls. El
seu primer llibre [7] és una exposici6 del seu treball en aquesta area. Durant
aquests anys també va treballar en teoria ergodica amb Benjamin Weiss a
Jerusalem i en el programa de Jean Delsarte sobre les funcions periodiques
en mitjana.

2. Durant els anys 1974-1983 s’estableix una collaboraci6 extraordinariament
productiva amb Ronald Coifman per a treballar en el programa de Calde-
ron. Calderon era un matematic argenti que treballava amb Zygmund a la
Universitat de Chicago en analisi harmonica classica i les seves aplicacions
a les EDP (Equacions en Derivades Parcials). El programa de Calderén con-
sistia a estendre la teoria classica de les EDP a equacions amb hipotesis
minimals de regularitat sobre els coeficients de 1’equacio. El pla era cons-
truir certes algebres d’operadors pseudodiferencials per a poder aplicar
metodes de calcul simbolic. La consideracié de casos elementals portava a
estudiar la continuitat en L2(R) de certs operadors integrals singulars que
no eren de convoluci6 i que, per tant, no eren susceptibles de ser tractats
amb els metodes classics de I'analisi de Fourier. Un operador de la mateixa
familia i, en cert sentit, paradigmatic, és I'operador integral de Cauchy so-
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bre la grafica d'una funci6 de la classe de Lipschitz. Calderén va demostrar
la desigualtat L? per grafiques molt properes a una recta I'any 1977, en un
article famos. El resultat general va ser obtingut per Coifman, McIntosh i
Meyer 'any 1982 en un treball que portava la teoria de Calderon-Zygmund
a un estat de plenitud que feia presagiar futures i espectaculars aplicaci-
ons. Més endavant s’explica la casualitat que va fer que Meyer i McIntosh es
coneguessin personalment i comencessin a collaborar.

3. El periode 1984-1992 és el de les ondetes (ondelettes o wavelets). Segons
el mateix Meyer, les ondetes significaren per a ell una segona vida cientifi-
ca i la manera com es va iniciar el seu interés pel tema illustra el fet que
en la seva vida sempre hi ha hagut un lligam especial entre la recerca i
I'amistat. L’any 1984 ell era professor a I'’Ecole Polytechnique, on matema-
tics i fisics matematics compartien la fotocopiadora. El director del departa-
ment de fisica matematica era Jean Lascoux, una persona amb tendeéncia a
I’erudicio, que ho volia saber tot i, en conseqiiéncia, intentava fotocopiar-
ho tot. Aixo impedia sovint a Meyer de fer les seves fotocopies, perqué
Lascoux ocupava quasi sempre la maquina. Pero aixo no I’amoinava gens ni
mica perque li agradava parlar amb ell. Un dia de setembre de 1984, Meyer
li va explicar queé havia fet durant I’estiu i Lascoux li va dir: «llavors t’hauri-
es de mirar un preprint de Grossmann i Morlet que acabo de rebre». Morlet
era un enginyer que treballava en la recerca de jaciments de petroli en el
subsol per a la companyia petroliera francesa Elf-Aquitaine i que havia des-
cobert les ondetes de manera empirica i intuitiva. Grossmann era un fisic
teoric (especialista en mecanica quantica) amb qui Morlet s’havia posat en
contacte per a entendre millor el seus descobriments. Rapidament Meyer es
va adonar que hi havia una relaci6 entre les expressions de Morlet i Gross-
mann i formules demostrades anys enrere per Calderén. Aqui és on ell es
va incorporar, sortosament, a la naixent teoria de les ondetes, que de mane-
ra molt principal estructurara matematicament. Les ondetes sé6n funcions
especials mitjancant les quals es construeixen bases ortonormals de L2 (R)
en les quals es poden descompondre eficacment molts dels senyals tractats
pels enginyers de telecomunicacions i que, d’altra banda, tenen una relacio
conceptual profunda amb el programa de Calder6n. Per a les ondetes i la
seva relacio amb els operadors de Calderon-Zygmund recomanem el llibre
[8, vol. III].

4. A partir del 1992 Meyer treballa en un problema famoés en EDP: les equa-
cions de Navier-Stokes, que descriuen, entre altres coses, els fenomens de
turbuleéncia dels fluids (per exemple, els que apareixen en meteorologia).
Per cert, un dels problemes oberts més important relacionat amb les equa-
cions de Navier-Stokes és un dels set problemes matematics per a la soluci6
d'un dels quals un multimilionari nord-america, Landon Clay, ha ofert un
milio de dolars (vegeu el web [14]).

Immediatament després d’haver repassat la seva obra, Meyer ens parla del
seu sentiment d’ignorancia i d'incompeténcia matematiques, cosa que ens cau-
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sa veritable sorpresa. Ens explica que I'envaeix la sensacié angoixant de no
coneixer gaire la matematica i que, a vegades, la sensaci6 es transforma en
realitat. Tant és aixi, que sovint ha de recérrer als seus deixebles per a qiies-
tions concretes sobre temes matematics. Considera que els seus exestudiants
de doctorat si que han sabut fer-se experts en els seus respectius temes i li
reca de tenir incapacitat intellectual per a I’especialitzacio.

— Quan comengo a entendre un determinat tema de recerca em ve un desig
de fer altres coses, de tornar a ser una altra vegada com un nen que té ne-
cessitat de ser acollit i ensenyat. Llavors procuro relacionar-me amb una altra
comunitat cientifica i procuro aprendre coses i problemes nous de la gent sa-
via. S6c una mica com un viatjant, com un nomada de les matematiques. Per
exemple, hi ha la comunitat de teoria del senyal, que a Franca és un coHectiu
molt estructurat, que m’ha acollit amb gran amabilitat i hi he fet amics, com
en Patrick Flandrin.

Li preguntem si es considera el cap d’una escola matematica i quin paper
fan les escoles matematiques al seu parer.

— Jo no em sento el cap d’una escola matematica, perqué no tinc la capacitat
de quedar-me al mateix lloc per a construir. Jo tinc el dolor de ser una persona
totalment desorganitzada i totalment incompetent.

Hi ha una temptativa de protesta per part nostra que no fructifica. Nosal-
tres si que diriem que és el cap visible d'una escola matematica!

— Pero d’altra banda trobo que les escoles matemadtiques tenen un paper
molt util en 'ambit de I'educacio dels joves. Son collectius de gent que coneix un
munt de coses i que les transmet. A través d’un seminari en una universitat, per
exemple. A mi em passa que la meva vida matematica ha estat una successio
d’amistats. Abans de la coHaboracié hi ha hagut una relacié personal. Amb
en Calderon, per exemple. Ell era un home reservat, pero de tant en tant em
parlava amb nostalgia de la seva vida de joventut a Buenos Aires, de Borges,
i em va fer entendre que el peronisme era una forma de populisme retrograd.
Recordo la primera trobada amb en Guido Weiss a Oberwolfach. Els dos varem
baixar al vespre a la nevera del soterrani i només hi havia una ampolla de Vi,
aixi que la varem compartir.

En aquella mateixa reunio vaig conéixer en Ferran Sunyer i Balaguer i ens
varem apreciar molt des del comencament. Amb ell mai hi vaig coHaborar,
pero, perqué aixo de treballar junts a vegades surt i a vegades no. La trobada
amb en McIntosh també és una historia curiosa. Durant el curs 1980-1981 jo
comencava a fer classe a I'Ecole Polytechnique i no tenia cap obligacio docent
a Orsay, pero els sindicats d’Orsay es varen oposar al fet que es fessin cursos
de doctorat no remunerats. En aquell temps a Orsay els «Professeurs» havien
de fer tres hores de classe a la setmana. Com que hi havia moltes hores per a
donar ningti no en quedava alliberat i no es podien donar cursos de doctorat
si no era de manera generosa. Els sindicats s’hi oposaven. Llavors va ser quan
vaig decidir fer un curs de doctorat a Orsay com a senyal de rebeHio contra
uns sindicats que actuaven de manera autoritaria i també per sentit de respon-
sabilitat envers els més joves. En McIntosh era un alumne d’aquest curs. Vaig
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trobar que era una persona diferent i el convidava a dinar a la cafeteria de
IEcole Polytechnique. Va ser ell qui va aportar l'ultima anella que ens faltava a
en Coifman i a mi per a completar el teorema de la corba.

Suggerim que ’escola d’analisi harmonica que s’ha creat des de Princeton
al voltant d’Elias Stein potser és el pol oposat.

— SiI, exactament. Vaig tenir una correspondéncia molt bonica amb Stein a
proposit d’un somni que jo havia tingut en el qual intervenia un fill seu. Stein
va intentar interpretar el meu somni i la seva conclusio va ser que jo havia
sortit de les matematiques per a explorar el mon exterior. De fet, al principi
d’aquesta setmana vaig estar a Rennes treballant amb uns metges que s’ocupen
de millorar les imatges médiques per a curar millor la gent. A mi m’agrada molt
aixo. Ells m’accepten i tenim relacions molt amigables.

Li preguntem que vindra després de Navier-Stokes.

— Em penso dedicar a les neurociéncies, que trobo que és una area molt
interessant que probablement es desenvolupara molt rapidament i a la qual la
matematica pot contribuir d’'una manera decisiva.

Es dissabte, ultim dia del congrés, i es fa tard. Com que ’hora de dinar
ja fa estona que ha passat, compartim un entrepa que apareix d'una nevera i
cadascil marxa cap a casa seva.

Durant el trajecte cap a I’hotel repassem el que ens ha explicat en Meyer
sobre les seves estades a Espanya. Als anys seixanta tenia amics a Valéncia,
republicans i lluitadors antifranquistes, que visitava amb certa freqiiéncia vi-
atjant en els trens tronats de I’época, en vagons de tercera classe, en compa-
nyia de pagesos extremament hospitalaris i generosos que compartien amb
ell un abundant i gustos menjar. En aquest periode va conéixer Barcelona, que
recorda amb molt plaer. Durant els anys vuitanta va visitar amb certa regu-
laritat la Universitat Autonoma de Madrid, (UAM) on s’havia format un grup
important en analisi harmonica classica. Els autors recorden especialment la
primera edici6é del congrés d’El Escorial ’'any 1979, en el qual Calderén ex-
posava aplicacions del seu teorema sobre la integral de Cauchy a problemes
d’EDP en dominis amb frontera lipschitziana, i Meyer i Coifman explicaven els
seus avencos sobre els commutadors d’ordre superior. El segon autor, que du-
rant els anys vuitanta també visitava freqiientment la UAM, va tenir la sort de
poder assistir als magnifics seminaris que impartia Meyer sobre els treballs
dels seus deixebles Guy David i Jean Lin Journé (alguns en colaboraci6 amb
Stephen Semmes) sobre els teoremes T(1) i T(b). Des de la perspectiva d’a-
vui en dia, es pot afirmar que el teorema T (b) és un resultat central que ha
intervingut de manera determinant en els progressos espectaculars que s’han
produit en aquests ultims anys en la teoria de la capacitat analitica (vegeu [13])
i en la solucio de la conjectura de Kato (vegeu [1]).

Més recentment, Meyer ha visitat Barcelona en ocasié d'un curs organitzat
pel primer autor a la Universitat Autonoma de Barcelona sobre el processa-
ment d’imatges i en ocasio del tercer congrés europeu celebrat a Barcelona
I'any 2000, en el qual va ser conferenciant plenari. A tall d’anecdota, Meyer es
declara un entusiasta i un expert del vi espanyol.
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Per a aquells lectors interessats en temes d’analisi harmonica classica, pre-
sentem ara dos apéndixs que volen ser dues breus exposicions del treball de
Meyer en I'ambit del programa de Caldero6n i la integral de Cauchy, per una
banda, i de les ondetes, per I'altra.

Apéndix 1: El programa de Calderodn i la integral de Cauchy sobre la corba

El prototip d’operador integral singular de Calderén-Zygmund és la transfor-
mada de Hilbert:

o f) * f)
H(f)(X) a lelz% ly—-x|>e Y — X d_’)/ = VP Jfoo y—-X dy’

on VP significa «valor principal» i f és una funcié que, inicialment, s’ha de
pensar que és molt bona, diguem infinitament diferenciable i amb un decrei-
xXement prou rapid a . La integral precedent no és absolutament convergent,
pero és facil veure que el valor principal existeix, utilitzant el fet clau que el
nucli és senar i explotant les cancelacions que aixo produeix a l'integrand.
La transformada de Hilbert serveix, entre altres coses, per a expressar la part
imaginaria d’'una funci6 analitica en el semipla superior {Imz > 0}, en termes
de la part real. Si la funci6é és u(z) + iv(z) amb u i v reals i es normalitza
adequadament, llavors tenim que v (x) = H(u)(x) per x real. Es precisament
aquesta formula la que fa que la transformada de Hilbert sigui un operador
tan conegut i utilitzat pels enginyers que treballen en teoria del senyal (vegeu
[5]).

La transformada de Hilbert és, modul una constant, una isometria de L?(R),

IHfll2 =1 llf1l2.

Hi ha versions n-dimensionals de la transformada de Hilbert que apareixen
de la manera segiient. Per funcions infinitament diferenciables amb el suport
compacte se sap que el laplacia determina la funcié. Aixo en la recta és una
conseqiiéncia immediata del teorema fonamental del calcul aplicat dues ve-
gades. En dimensions superiors hi ha una manera d’expressar la funcié en
termes del laplacia, que s’obté d’'una elegant i senzilla aplicaci6é de la formula
de Green-Stokes. En dimensi6 2 tenim
f(z)= L Jlogi Af(z—-C)dudv
21T 1T

on entenem que € = u + iv. En dimensio n > 3

Fe) = en | iy A=) dy,

on ¢, €s una constant que depén de la dimensio, i de la qual no ens cal saber
el valor concret. Si volem obtenir una expressié per a les derivades segones
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de f en termes del laplacia, només hem de derivar dues vegades sota el signe
integral. La primera derivada és facil: considerant només el cas n = 2, obtenim

of 1 B

Ix (z) = o |§|2 Af(z-C)dudv,
i

of ,y_ L (v _

8y(z)_2 J|§|2 Af(z-C)dudv,

onhemposatz=x+iyiC =u+iv.

Quan es deriva una segona vegada s’ha de vigilar més perque el nucli que
apareix no és localment integrable. Es per aquesta ra6 que quan s’aplica Green-
Stokes s’obté una formula que conté una integral no absolutament convergent
que s’ha d’entendre en el sentit del valor principal

0% f
0x0y

(2)=—ve [ 2 g Az - 0 dudy,

Igual que en el cas de la transformada de Hilbert, el valor principal en la for-
mula precedent és
VP J = lim .
€—~0J|C—z|>¢
Analogament, s’obtenen les elegants identitats

a2f

2u?

(@)= 3af( )+—VPJ'C'|§|4

Af(z-C)dudv

g7 - 2v?
ICI4

Les integrals en el sentit del valor principal en les tres féormules precedents s6n
exemples d’integrals singulars al pla. El nucli té homogeneitat —2 i, doncs, no
és localment integrable, pero quasi. Ara el nucli és parell pero hi ha propietats
de cancellacié que expliquen l'existéncia del valor principal. Per exemple, els
nuclis que apareixen en les tres formules de dalt,

82f
5(2) = —Af(z)+—VP Af(z—C)dudv.

xy |z|?-2x?% . |z|2 - 2y?
|z]4’ |z|4 lz|4 7

tenen valor mitja zero en qualsevol circumferencia centrada a 1’origen.

El fet que s’ha de retenir, i que les formules precedents suggereixen, és
que les integrals singulars tindran un paper fonamental en la teoria de les
EDP. Calderon i Zygmund varen desenvolupar en els anys cinquanta la teoria
de variable real de les integrals singulars a R". Per exemple, si T és I'operador
de convolucié determinat per un nucli del tipus descrit abans, llavors hom té
les desigualtats L” (R™)

||T(f)||p = Cp”f”p, 1<p <o,
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on Cp és una constant que depeén de p perd no de f. Per tant, si una fun-
ci6 (amb prou decreixement a o) té el seu laplacia a L? (R™), llavors totes les
derivades segones sén automaticament de L? (R™). Anys després, Calderon
va obtenir aplicacions notables de les integrals singulars a certs problemes
de EDP, per exemple, a la unicitat del problema de Cauchy per a equacions
eliptiques i hiperboliques. Aquestes aplicacions es basaven en 1'is d’un calcul
simbolic en certes algebres d’operadors integrals singulars, el qual, per cert,
és el precedent de la teoria de Kohn i Hérmander dels operadors pseudodi-
ferencials. El programa de Calder6n consistia a refinar aquest calcul simbolic
per a obtenir millores i extensions de la teoria de De Giorgi i Nash sobre les
EDP eliptiques amb condicions minimals de regularitat sobre els coeficients
de '’equacio.

Per a tenir un calcul simbolic convé disposar d’algebres i, per tant, convé
que la composicié d’operadors d'una certa classe sigui un operador de la ma-
teixa classe. En el cas que interessava Caldero6n, i en dimensio 1, tot es feia
modul operadors acotats a L2(R). Component operadors senzills s’arriba de
manera natural a considerar certs commutadors [T,S] = TS — ST. Per exem-
ple, el commutador entre I'operador M4 de multiplicacié per A i I'operador
% de derivacio és 'operador M, de multiplicaci6 per la derivada A’. Aixi que
aquest commutador és acotat en L? si, i només si, A’ és una funci6 acotada, o
dit d'una altra manera, A compleix una condici6é de Lipschitz:

[A(x) —A(y)| < Llx -y, x,y € R,

on L és una constant positiva. El cas seglient en ordre de dificultat és el com-
mutador entre M, i I'operador H %, on H és la transformada de Hilbert. Un
calcul elemental mostra que aquest commutador és 'operador integral singu-

lar
C1f (x) = VP [_ (A(yy) :im> JJ,C(_}/,)C

que es coneix pel nom de primer commutador de Calderon. El fet que aquest
operador és acotat a L2(R) si A és lipschitziana és un resultat fonamental que
va ser demostrat per Calderon 'any 1965, en un article que va introduir di-
verses idees noves relatives als espais de Hardy de funcions analitiques en el
semipla superior. El lector pot copsar facilment la diferéncia entre la trans-
formada de Hilbert i el primer commutador: el primer és un operador de con-
voluci6 i el segon no. Aixo fa que per la transformada de Hilbert hom pugui
utilitzar directament la transformada de Fourier, mentre que pel primer com-
mutador aixo no és possible i el problema esdevé dificil.
Els commutadors d’ordre superior son els operadors integrals singulars

A(y) —A(x)) f() dy
Yy - Yy —-X

on A és una funcio lipschitziana. Els métodes emprats per al primer commu-
tador no s’aplicaven al cas n > 2. Al cap d'un temps va quedar clar que la

dy,

’

Cuf(x) = VP J: (
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soluci6 de les dificultats lligades als commutadors estava intimament associ-
ada a entendre un vell operador que, de fet, representava la fita mai assolida
per la teoria de les integrals singulars: la integral de Cauchy sobre la grafica
d'una funci6 lipschitziana. Aquest operador és

Pz = —— [ L&)

2miJr € -z

dz,

on f és una funci6 definida sobre la corba
I'={x+iA(x): x € R},

ilaintegral s’ha d’entendre com un valor principal si z esta aI'. Parametritzant
la corba veiem que la integral de Cauchy és, essencialment, I'operador

croo-ve [ FO)A+iA' ()

WX =y +iAX) —AG)) P
que actua sobre una funci6 f definida a la recta i déona una funcié C(f) també
definida a la recta. Notem que el factor 1 + iA’(y) és acotat i, per tant, no
representa cap perill. Fins i tot podriem ignorar-lo incorporant-lo a f.

Si suposem que |A'(x)| < 1, per x a R, podem desenvolupar el nucli en
série de poténcies:

1 S (yn AR = A

x—y+i(Ax) —A(Y) (x —y)nil

n=0

La conclusi6 és que la integral de Cauchy és una suma de commutadors d’or-
dre superior.

Coifman i Meyer varen desenvolupar a mitjan dels anys setanta nous meto-
des d’analisi multilineal per a 'acotaci6 dels commutadors a L?(R). Malaura-
dament, la desigualtat que obtingueren per la norma del commutador d’ordre
M creixia exponencialment en n, i aix0 no els permetia sumar per a assolir I’a-
cotacio de la integral de Cauchy. Calderon es va avancar novament ’any 1977,
quan va demostrar que la integral de Cauchy era un operador acotat a LZ(R),
sempre que la grafica de A fos extremament propera a una recta. Dit amb més
precisio, s’havia de complir que ||A’||» < €¢ per a cert nombre €y molt petit. El
meétode de demostracio, molt diferent de les idees de variable real introduides
per Coifman i Meyer, consistia en un argument de deformacié que utilitzava
fortament el rerefons d’analisi complexa del problema. No va ser fins al 1981
que Coifman i Meyer, amb I’ajuda final de McIntosh, van trobar una acotacio
polinomial del tipus O(1 + n?) per al commutador d’ordre 7, i varen poder
sumar la série adequada per a concloure que la integral de Cauchy també és
un operador acotat per a qualsevol funci6 lipschitziana.

Al cap de vint anys tots aquests resultats s’entenen molt millor i s’han
obtingut demostracions prou senzilles de ’acotaci6é a L2(R), tant per als com-
mutadors com per a la integral de Cauchy. De fet, avui sabem que el primer
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commutador controla la integral de Cauchy i que hi ha un argument directe
per a acotar el primer commutador utilitzant la transformada de Fourier. Aixi
que, no només el vell resultat de Calderon del 1965 ja ho conté tot, siné que
es pot demostrar per arguments classics d’analisi de Fourier amb I'ajut d'una
astucia tan subtil com simple (vegeu [13]).

Diversos deixebles de Meyer es varen encarregar durant els anys vuitanta
d’avancar en la comprensio del problema d’acotar en L? operadors integrals
singulars més generals que la integral de Cauchy sobre una corba lipschitzi-
ana. En particular David, Journé i Semmes varen obtenir I’anomenat teorema
T(b), que és un criteri extremament potent per a ’acotaci6 en L2 de certa clas-
se d’operadors T: és suficient que T (b) sigui una funcié acotada per només
una funci6 acotada b que compleixi certes condicions de no-trivialitat, que en
particular exclouen el cas b = 0. El teorema T (b) ha obtingut recentment dos
exits espectaculars i en els dos hi han intervingut deixebles de Meyer. El primer
és la demostraci6 de la conjectura de Vitushkin per a la capacitat analitica de-
guda a Guy David (vegeu el survey [3]). Mencionem, de passada, que J. Mateu,
X. Tolsa i el segon autor han aplicat variants del teorema T (b) per a resoldre
altres vells problemes relacionats amb la capacitat analitica (vegeu [6] i [12]).
El segon és la solucio de la conjectura de Kato sobre el domini de I’arrel qua-
drada d’operadors acretius, en qué han intervingut, entre d’altres, P. Auscher
i P. Tchamitchan, deixebles de Meyer, i, evidentment, McIntosh (vegeu [1]).

Apéndix 2: Les bases d’ondetes

La teoria d’ondetes té antecedents en la teoria del senyal i, dins I’analisi harmo-
nica, en la teoria de Littlewood-Paley i les descomposicions atomiques de certs
espais de funcions, particularment els espais de Hardy. Es un ambit que ultra-
passa el de I'analisi, fins i tot, el de les matematiques. Es tracta d'una teoria
veritablement transversal, en la qual treballen, amb multiples punts de vista
tant teorics com aplicats, comunitats cientifiques molt variades: matematics,
fisics teorics, enginyers de telecomunicacions, geolegs, i molts especialistes
en so i imatge. Doncs bé, Yves Meyer és segurament el principal responsable
del fenomenal desenvolupament d’aquesta teoria i del seu bon estat de sa-
lut, tant per les contribucions personals com per I'impuls que molts dels seus
estudiants hi han donat després.

Aquesta historia comenca a Franca amb els treballs d’A. Grossmanni J. Mor-
let, pero té els origens en el que s’anomena I’analisi en temps-freqtiéncia, on
els referents classics s6on D. Gabor i E. Wigner (ambdoés premi Nobel). En trac-
tament del senyal era costum, per a fer una analisi del component local fre-
qiiencial d'un senyal, utilitzar la transformada de Fourier amb finestra, també
anomenada short time Fourier transform. Senzillament es pren una «finestra»
G, que en principi pot ser qualsevol funci6 de L2(R) i que podem pensar com
una gaussiana normalitzada o quelcom semblant (centrada en zero i amb un
rapid decreixement a o), i per a fer I’analisi local en freqiiéncia al voltant d'un
punt u d'una funci6 f multipliquem f per G(t — u), la traslladada de G a u, i
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fem I’analisi de Fourier:
~ +(X2 .
Jotww) = | OG- we Mt at,

Aix0 es pot escriure com la correlacié o producte escalar de f amb 1'«<atom»
Gu,w(t) = e®™LG(t — u). Podem pensar que els atoms son versions localit-
zades al voltant de u de sinus i cosinus (parametritzats per la freqiiencia w).
Com en la transformaci6 de Fourier, hom pot reconstruir f:

Ft) = ”Gu,w(tmu,w)dw du, (1)

que és millor escriure

Sf= J[(f;Gu,w) Gu,wdw du,

perqué ens fa veure que els atoms G, € L?(R) (que aqui anomenarem ga-
borlets) formen una «base ortonormal» continua de L2(R); de fet hi ha també
un teorema de Pitagores-Parseval:

j|f(t)|2dt:c”|f(u,w)|2dwdu.

L’inconvenient d’aixo és que la finestra té mida fixa, tan sols la traslladem.
Si tenim un sinus d'una freqiiéncia w que desconeixem, per a poder dir, dins
un cert marge d’error que el valor de w és wy, ens és suficient observar aquest
sinus en un interval petit quan wy és gran, pero en necessitem un de més gran
quan wq és petit. Semblaria doncs natural fer I’analisi local en freqiiéncia amb
finestres de mida variable, amples per a baixes frequiéncies i estretes per a
freqiiéncies altes. Aixo és el que Morlet assaja substituint el parametre de
freqliéncia per un parametre d’escala: substitueix la finestra G per una funcié

real ¥ que compleix

0 |7 2

J BE ge @
o &

que s’anomena 1’ondeta basica o ondeta analitzant, i substitueix els gaborlets
Gyu,w Der les ondetes

W(t) = %wt%‘).

Aqui s > 0 és un parametre d’escalai u € R és un parametre de posicio. El
factor 1/./s hi és per a obtenir la normalitzacio

J [Wy.s ()% dt = J ¥ (t)2dt.

Amb aquests nous atoms hom procedeix com abans per a analitzar —trencar
en peces— un senyal f: mirem les correlacions

WG, s) = (f) Vus) = [f(t)wu,su)dt.
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Hom pot veure facilment que si ¥ és triada convenientment, per exemple, amb
contingut freqiiencial amb suport compacte separat del zero, aquests coefici-
ents serveixen veritablement el proposit, detecten el component de freqiiéncia
w amb una finestra de mida inversament proporcional a w. I la férmula de re-
construccio? En aquest punt, quan ja Morlet i Grossmann treballaven junts,
varen provar la formula de reconstruccio, que aqui és

teo duds

fo=[ | Wit 3

Aquesta és valida només quan ¥ compleix la condici6 (2) anomenada d’admis-
sibilitat.

En aquest moment s’esdevé la trobada a la fotocopiadora i és quan Yves
Meyer entra en escena. Per aquesta casualitat —que per cert no s’hagués pro-
duit si com fa uns anys a les nostres universitats hom podia encarregar al
bidell de fer-te unes fotocopies— Yves Meyer conegué el treball de Morlet i
Grossmann. Rapidament s’adona que allo era «musica coneguda», més pre-
cisament, aquest procés d’analisi-sintesi va resultar ser una reformulacié del
que en analisi harmonica s’anomena la formula de Calderon. Malgrat aixo, la
presentacio en aquest context, i, sobretot, obrir les portes a la utilitat d’aquest
concepte en tractament del senyal, és quelcom certament molt meritori i ens
ensenya que les reformulacions poden ser ttils. En aquest punt comenca un
doble desenvolupament de la teoria d’ondetes: el teoric de fonamentacio i les
aplicacions. Yves Meyer es converti en el principal referent de la nova teoria
matematica d’ondetes. Cal observar que aixo no representava cap trencament
amb el seu tema de treball anterior, perqué precisament un dels punts de vis-
ta de Meyer és que les ondetes son I'’eina adequada per a entendre els espais
de funcions i els operadors de Calderon-Zygmund, com després explicarem
breument.

Meyer aborda una qiiestié6 molt natural. En les formules anteriors, on re-
presentem f mitjancant unes integrals dobles amb gaborlets i ondetes, res-
pectivament, hi ha molta redundancia. L'ideal féra tenir una quantitat «discre-
ta» d’informaci6 que cal retenir per a codificar f en lloc d’'un continu (doble)
de coeficients. En el cas de la integral (3) és raonable prendre les sumes de
Riemann corresponents a la xarxa regular u = na,n € Z,w = kb,k € 7 i
plantejar-se si

Z (f; Gna,kb>Gna,kb = f

n,k

0, en altres paraules, sila familia {Gyq4 kp, 11, k € Z} forma una base ortonormal
de L2(R). En el cas de les ondetes, la discretitzacié que toca considerar és la
corresponent a una xarxa hiperbolicament regular, posem s = 2% u = n2-k,

En aquest cas obtenim ¥, x = 2§‘I’(2kt — 1) i ens preguntem quan

DU Y ) nk = f, feL?

n,k
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és a dir, quan la familia {¥,,n, k € Z} forma una base ortonormal, i llavors
hom diu que ¥ és una ondeta ortonormal. Un teorema classic en analisi temps-
freqiiéncia, el teorema de Balian-Low, estableix que bases del tipus {Gnamp}
nomeés existeixen quan la finestra G té dispersio (en el sentit de la variancia)
infinita o bé temporalment o bé en freqiiéncia (un exemple obvi és la funcié6 ca-
racteristica de I'interval unitat, que en frequéncia té dispersio infinita). D’altra
banda, Haar havia demostrat en la seva tesi I'any 1907 que la funci6 que val 1
en l'interval [0, %], —1en [%, 1]1i zero arreu és una ondeta ortonormal. De fet
la funci6é de Haar era I'inic exemple d’ondeta ortonormal conegut llavors. Tot
aixo semblava indicar que hi hauria un analeg del teorema de Balian-Low per
a ondetes, és a dir, que tampoc podria haver-hi ondetes ortonormals ben loca-
litzades simultaniament en temps i freqiiéncia (la de Haar té dispersio6 infinita
en freqiiencia). Yves Meyer es posa a intentar provar aquest resultat, ben con-
vencut. Al cap d'un temps, pero, es va adonar del contrari, i va construir una
ondeta ortonormal ¥ amb ¥ una funcio C® amb suport compacte, per tant,
ben localitzada simultaniament. De fet, en un article que no havia rebut prou
atencié i que no es va coneixer pels especialistes fins llavors, J. Stromberg
havia construit uns anys abans una ondeta ortonormal, perd0 menys regular
i amb pitjor localitzacié en freqiiéncia. Després de Meyer, altres varen cons-
truir altres bases. Aquests resultats obrien un nou moén, tant en fonamentaci6
teorica com en aplicacions. Per a algunes d’aquestes, especialment en imatges,
eren molt tils ondetes ortonormals amb suport compacte i molt regulars. Ra-
pidament es va comprovar que no poden haver-hi ondetes ortonormals amb
suport compacte que siguin de classe C*, pero quedava oberta la possibilitat
de construir-ne amb un nombre finit, arbitrariament gran, de derivades, fita
que fou aconseguida poc després per I. Daubechies. D’altra banda, es va veure
que era possible modificar els gaborlets (que pel teorema de Balian-Low no
poden donar lloc a bases) per tal d’obtenir bases ttils; el resultat son les bases
locals trigonometriques de Malvar-Wilson.

Mentrestant va apareixer un concepte fonamental, I'analisi multiresolucio
(MRA). La idea de I'analisi resoluci6é va ser elaborada inicialment per Coifman
i Meyer, i en un cert punt es nodri d’'una aportacié fonamental d’un jove es-
tudiant de doctorat frances de vint-i-tres anys, Stephane Mallat. Aquest havia
tingut Meyer com a professor a I'Ecole Polytechnique i havia marxat a Phila-
delphia per a fer la tesi, va anar a trobar Yves Meyer durant una de les visi-
tes d’aquest a Chicago. Mallat havia trobat la relacié entre les ondetes i certs
algorismes que simultaniament s’estaven desenvolupant per especialistes de
tractament del senyal (els filtres de quadratura d’Esteban i Galand, que al seu
torn milloren els anomenats algorismes piramidals de Burt-Adelson). Un altre
precedent és I'algorisme d’interpolacié diadica de Deslauriers i Dubuc. Segons
Meyer mateix, va ser en aquests moments que els especialistes més aplicats en
I’ambit del tractament del senyal es van convencer de la utilitat de les ondetes
iles MRA.

Per a explicar qué és una MRA, considerem una ondeta ortonormal, pen-

sem en la de Haar, per exemple. Recordem que ¥, i (£) = 2§‘P(2kt —n). Convé
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interpretar que els coeficients (f, ¥, k) porten les variacions del senyal a es-
cala 27k, resoluci6 2% (la resolucio és I'invers de I'escala, les altes resolucions
corresponen a escales petites). Per a k fixat, la suma

Z (f; ‘Yn,k)\yn,k

s’interpreta com el «detall» a la resolucio 2%, i la suma de tots els detalls a les
resolucions anteriors,

k
Z Z(f;\yn,j\yn,j> = Pkf

j=—00 N

és I'aproximacio6 de f a la resoluci6 2¥. L’espai de les aproximacions a la reso-
luci6 2% constitueixen I’espai Vi, generat per les ondetes ¥, jamb j<k,neZ,
i Prf és la projeccio de f sobre Vi. Aquests subespais Vi creixen amb k i
Pyf — f, és adir, el «limit» dels Vi és tot LZ(R).

Una analisi multiresolucio de L?(R) és una successio {Vi}rez de subespais
tancats de L2(R) que compleixen les propietats segiients:

1) Vi C Vi,

2) f(+) € Vg siinomés si f(2-) € Vii1.

3) La intersecci6 de tots els Vi es redueix a la funcié zero.
4) La reuni6 dels Vi és densa en L2 (R).

5) Hi ha una funcié ¢ € V; tal que les traslladades enteres de ¢, ¢pon(t) =
¢ (t — n) formen una base de Riesz de V.

La darrera condicié permetra discretitzar; significa que tota f € V; té una
unica expressio del tipus f(t) = >, andp(t —n) amb 3, |ay|? comparable a
[l £112. La funci6é ¢ s’anomena la funcio d’escala de la MRA, i pot veure’s que
pot ser modificada de manera que les ¢, siguin una base ortonormal de Vy;
observeu que ¢ determina tota la MRA. Cada Vi és una versio escalada de
Vo, 1 les condicions impliquen que ¢y, (£) = Z%qb(Zkt - n),n € Z, amb k fix,
formen una base de V.

Com abans, el subespai Vi ha d’'interpretar-se com el conjunt de totes les
possibles aproximacions a la resoluci6 2¥; si f € L2(R), la seva aproximacio
a la resolucio 2% és la projeccio Py f de f en Vi. Tot alld que es veu a una
resolucio es veu a la segiient amb resolucio doble. Els «detalls» corresponents
alaresolucio 2k*! constitueixen Wy, el complement ortogonal de Vi dins Vi, .
Per a passar d'una resolucié a la segiient afegim aquest «detall»: Py 1 f =
Prf + Qrf, essent Qy f la projeccié sobre Wy. El significat de les condicions
tercera i quarta és que Py tendeix a f quan k tendeix a +oo (és a dir, es pot
aproximar f de manera tan precisa com es vulgui) i a zero quan k tendeix a
—o0. O també, la suma dels espais Wy és tot L2: tota funcio6 és la suma de tots
els detalls.
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El fet sorprenent és que es pot anar al revés, és a dir, que associada a cada
MRA hi ha sempre una ondeta ortonormal, que a més es pot construir explici-
tament. Més precisament, es pot provar I'existencia de ¥ € W, tal que les ¥y
formen una base de Wy; per tant les {¥kx,}» formen una base de Wy i totes
juntes, {¥xn}kn una base ortonormal de tot 'espai. La valua d’aquest resul-
tat esta en el fet que és relativament facil exhibir una estructura de MRA. Per
exemple, els splines d’ordre arbitrari constitueixen una MRA. Podem pensar
que les MRA so6n maquines de construir ondetes ortonormals. Va ser utilitzant
aquesta eina de Mallat-Meyer que Ingrid Daubechies [2] va construir ondetes
ortonormals amb suport compacte i arbitrariament regulars.

La tercera gran aportaci6 de Meyer en el mén de les ondetes ha estat
mostrar-ne la utilitat en ’analisi en general i ’analisi harmonica en particu-
lar. Les ondetes s6n importants en les aplicacions i, al mateix temps, faciliten
enormement la comprensio i, en alguns casos, la demostracié de molts re-
sultats importants en analisi. Per exemple, la versié periodica de les ondetes,
les ondetes periodiques, té propietats en alguns aspectes millors que la base
de Fourier de sinus i cosinus. La diferéncia principal és que les funcions «bo-
nes» tenen pocs coeficients significatius si les expressem en bases d’ondetes;
aixo es deu a la capacitat de les ondetes per a detectar la regularitat local,
els coeficients només séon grans prop de les singularitats. Per a tenir funcions
patologiques calen séries d’ondetes molt denses. En canvi, el contrari passa
amb seéries de Fourier, les funcions patologiques s’acostumen a construir amb
series de Fourier molt poc denses (séries lacunars).

En aquesta linia, una aportaci6 fonamental de Meyer és establir una con-
nexi6 conceptual entre les bases d’ondetes, d'una banda, i els operadors de
Calder6n-Zygmund i el programa de Calderon, de l'altra. Les bases d’ondetes
son bases incondicionals en practicament tots els espais de I'analisi (els que
en tenen, és a dir, llevat dels construits a partir de la norma L! o L®). Una base
incondicional en un espai de Banach B és una familia v; de vectors de B, tal
que tot f € B té una unica expressié f = > c;jv;, essent la série incondicio-
nalment convergent (és a dir, insensible a reordenacions). Les ondetes també
son bases incondicionals de 'espai de Hardy H!, de fet les funcions de H! sén
exactament aquelles funcions de L! per a les quals la série d’ondetes conver-
geix incondicionalment cap a la funcié. L’essencial d’aquesta afirmacio6 és el
fet segiient: si f esta en un espai funcional B i considerem el seu desenvolu-
pament en una base d’ondetes e;, és a dir, f = >;{(f,ei)e; i A; sén escalars
acotats, aleshores Tf = > ; A;{f,e;)e; també és en B. Es tracta, per tant, de
veure que I'operador T és acotat en B. Doncs bé, tots aquests operadors T
son operadors de Calderon-Zygmund. Reciprocament, per a certs operadors
del tipus de Calderén-Zygmund T (els que compleixen que T(1) = T*(1) = 0),
la seva «matriu» en la base e;, b; ; = (Te;,ej) és practicament diagonal, en el
sentit que b; ; decau en |i — j| rapidament. Aquesta «quasidiagonalitzacio» en
bases d’ondetes és, no cal dir-ho, una eina important; de fet, hom pot provar
versions dels teoremes T(1) i T(b) amb aquest punt de vista.
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Acabem amb una afirmacié d’Yves Meyer que es troba a la seva gran obra
de referéncia [8]:

L’identité fondamentale f = > ;{f,¥;)¥], que I'on peut coupler pour toute
resolution 2N avec l'identité plus précise

fx)= > (LY + > (f,e)d

[I|<2-N [I|=2-N

fournissent la réponse a un vieux réve des analystes: trouver une analyse de
Fourier locale a toutes les échelles. L’analyse en série d’ondelettes est peut-étre
destinée a concurrencer d la fois les séries et les intégrales de Fourier et I'analyse
de Fourier traditionnelle.
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