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Inestabilitats numeriques i turbuléncia: I'efecte de
les subescales en mecanica de fluids™
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Resum En aquest treball descrivim dos enfocaments per a I'’estudi de les equacions
de Navier-Stokes que tradicionalment s’han analitzat de manera independent pero
per als quals hi ha un nexe d'unio: la descripcié matematica de la turbuléncia en
problemes de mecanica de fluids i les inestabilitats numeériques que s’observen quan
les equacions que regeixen el fenomen s’aproximen amb algun métode numeric. En
ambdoés casos, I'objectiu és plantejar un problema aproximat no per a la velocitat i
pressid del problema continu, sind per a una certa component «capturable» en sentit
numeéric d’aquestes incognites.
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1 Introduccio

En aquest article presentarem dos temes que tradicionalment s’han estudiat
de manera independent pero per als quals recentment s’ha plantejat un pos-
sible nexe d’'unié: la descripcié matematica de la turbuléncia en problemes
de mecanica de fluids i les inestabilitats numériques que s’observen quan les
equacions que regeixen el fenomen s’aproximen amb algun métode numeéric.
La turbuléncia dels fluids és sens dubte un problema pendent de la fisica
classica. Malgrat que les equacions de Navier-Stokes de la mecanica de fluids
s’accepten com a model matematic, no es coneix encara un teorema complet
d’existéncia i unicitat de solucié per al problema d’evolucié. El que si que
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se sap (per abundant experiéncia numerica i diversos resultats analitics par-
cials) és que admeten solucions «caodtiques». El problema, des del punt de
vista fisic, és tenir controlades aquestes solucions, per exemple, calculant-ne
(o fitant-ne) parametres estadistics o coneixent-ne el comportament qualitatiu.

Des del punt de vista numeric, I'aproximacié de les equacions de Navier-
Stokes presenta diversos tipus d’inestabilitats. De fet, I’Gnic terme sobre el
qual es pot tenir control numeéric és sobre el viscos, i si aquest terme és petit
per comparacio6 al convectiu (o al de rotacid, si n’hi ha), la solucié numerica és
molt dolenta.

En els darrers anys s’han seguit dues linies de recerca paralleles en el
desenvolupament de models matematics de turbuléncia i d’aproximacié nu-
meérica que tenen una arrel comuna, la qual cosa indica que ambdues linies
podrien arribar a unificar-se. Per un costat, els models anomenats de «large
eddy simulation» (LES) es basen a descompondre la incognita (la velocitat) en
una escala macroscopica i una de microscopica i obtenir una equacié només
per a la primera, pero tenint en compte I'efecte de les escales microscopiques,
tradicionalment anomenades subescales. Pero justament en la mateixa idea es
fonamenten els anomenats metodes d’estabilitzaci6 numerics, essent ara les
subescales les components de la solucié no capturables per la discretitzacio
numerica. L’objectiu d’aquest article és precisament descriure aquestes dues
linies paralleles i comentar les possibles diferéncies i semblances. Aixi ma-
teix, aprofitarem la necessitat de plantejar el problema de les equacions de
Navier-Stokes per descriure’n I'estructura matematica i explicar els resultats
coneguts (i els que queden per coneixer) de la teoria d’existéncia.

2 Les equacions de Navier-Stokes

2.1 Plantejament del problema

Forma diferencial. El problema matematic amb qué ens enfrontem és el de
resoldre les equacions de Navier-Stokes pel moviment d’un fluid en un domi-
ni fitat, Q CRY, d = 2,3, sota les hipotesis de flux incompressible. Aques-
tes equacions s’obtenen a partir de les equacions generals de la mecanica de
fluids, en concret, a partir de I’equacié de continuitat i de I’equacié de con-
servaci6 de la quantitat de moviment (segona llei de Newton) considerant la
densitat del fluid, p, constant i fent servir la hipotesi de fluid newtonia a I'e-
quacio constitutiva.l Aquesta darrera equacio ens relaciona, pel cas d’un fluid,
el tensor de tensions de Cauchy amb el tensor de velocitat de deformacio. Les
equacions resultants son (vegeu e. g., [59, 21])

Jtu+u- [OFvAu+ [pET a Qx(0,T) (1)
=0 a Qx(0,T), (2)

1 L’equacié de conservacié de I'energia esta desacoplada de les equacions de continuitat i de
conservacioé de la quantitat de moviment pel cas d’un fluid incompressible.
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on u representa el vector velocitat, p és la pressio,? v és la viscositat cinema-
tica i T és una forcga externa aplicada al fluid. L’equacié (2), corresponent a
I’equacio de continuitat, es sol conéixer amb el nom de lligam d’incompressi-
bilitat. L’equaci6 (1) (conservacié de la quantitat de moviment) conjuntament
amb el lligam (2) presenta una gran varietat i riquesa de solucions donada la
presencia del terme no lineal u - [ JAIX0 es tradueix en una fisica extrema-
dament complexa com I'exhibida pels fluxos turbulents.

Les equacions (1) i (2) s’han de completar amb unes condicions inicials
i de contorn apropiades. En aquest article tan sols considerarem el cas de
condicions de contorn de Dirichlet homogeénies per simplicitat i, en el cas que
el domini Q sigui el cub T := (O, 2T[)d, també condicions periodiques. Aixi,
tindrem

u(x,t) =0 a I =0Q Condicions de Dirichlet 3)
u, p periodiques a Q=T := (0, 21'[)d Condicions periodiques (4)
u(x,0)=ug(x) a Q Condicions inicials. (5)

El sistema d’equacions (1)-(2) amb les condicions de contorn (3) o (4) i
la condici6 inicial (5) constitueixen la formulacié classica o forta del proble-
ma de Navier-Stokes, en contraposicio a la formulacié feble o variacional que
mostrarem a continuacié. Tanmateix, abans de presentar la versio feble del
problema introduirem part de la notacié que farem servir al llarg de I'article.

Marc funcional. Denotarem per LP(Q) amb 1 < p < oo els espais de funcions
reals definides a Q tals que la seva poténcia p-ésima és absolutament integra-
ble respecte a la mesura de Lebesgue. Els espais LP(Q) sén espais de Banach
amb norma associada

[T11
M= Q|u(x)|pdx , P <oo. (6)

En el cas p = oo la norma ve donada pel suprem essencial de les funcions
fitades a Q i. e., [l ]:= esssupg |u(X)|. Peral < p < oo, els espais LP(Q)
son reflexius amb duals L9(Q), essent 1/p +1/qg = 1. Un cas d’especial interés
és el de L2(Q), que és un espai de Hilbert amb producte escalar

1

(uv)= uX)v(x)dx (7
Q

1
i norma induida [, = (u,u)? . La generalitzacié de LP(Q) a funcions d-di-
mensionals la denotarem per LP(Q) = (Lp(Q))d. Des d’un punt de vista fisic, i

2 De fet, en el cas de (1)-(2) la pressio6 satisfa a cada instant de temps I'’equacié de Poisson,
Ap = —pdju;djuj, que és una condicié necessaria i suficient perque es compleixi el lligam
d’incompressibilitat, i que determina el valor de [p_independentment de I'evolucié prévia del
flux. Altrament dit, a cada instant de temps la pressié es determina directament del camp de
velocitats.
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pel problema que ens ocupa, L2 (Q) es pot identificar amb I'espai de camps de
velocitat amb energia cineética finita ja que Iﬂl@]: 2E(u), on E(u) és I'energia
cinéetica per unitat de massa.

Els espais de Sobolev W™P (Q) representen espais de funcions de LP (Q)
tals que les seves derivades fins a ordre m també pertanyen a LP(Q).
W™P (Q) sbn espais de Banach i la seva norma la denotarem per CIglp.
Per a p = 2, W™2(Q) s6n a més espais de Hilbert i farem servir la nota-
ci6 HM(Q) = W™2(Q) per designar-los, alhora que utilitzarem H3'(Q) per
indicar el subespai de H™(Q) amb funcions tals que aquestes i les seves de-
rivades fins a I'ordre m — 1 s’anullen a 0Q. L’espai dual de H&(Q) I'indicarem
per H™1(Q) i I'aparellament dual entre H&(Q) i H™1(Q) mitjancant el simbol
-] - [CLa versio vectorial d’aquests espais també la indicarem amb negreta.

Un cas d’especial interés és m = 1, el qual té associats el producte escalar

(U, V) = é(u,v)+(lIlu_LII (8)

i la norma 1 = (u, u)ﬁllz. A (8), L representa una longitud caracteristica

(per exemple, L = diam(Q)) de valor L = 1 per a variables adimensionals.

Hem vist que, per al nostre problema, quan v = u el primer terme de I'e-
quacio (8) equival a dues vegades I’energia cinética. Pel que fa al segon terme,
correspon a lI'arrel quadrada de I'’enstrofia. L’enstrofia, E (u), és una quantitat
important ja que determina la velocitat de dissipacié de I'energia cinética. A
RY, E (u) admet una representacié en termes de la vorticitat, w = X, do-
nada per E (u) = IEI;ZIIVeiem, per tant, que fisicament I'espai H1(Q) es pot
identificar amb I’espai dels camps de velocitat i vorticitat d’energia cinética i
enstrofia finites.

Incorporem a continuacio el lligam d’incompressibilitat (2) i les condicions
de contorn al marc funcional que hem presentat. Siguin Hé(Q) i HFl,er(Q) els
subespais de funcions de H(Q) que compleixen respectivament les condici-
ons de contorn de Dirichlet (3) i peridodiques (4) del problema (1)-(2). Definim
aleshores els espais funcionals seglents:

H3(Q) per condicions de Dirichlet
X(Q) = 1 . o 9
Hper () per condicions periodiques

V(Q) = {u CXI(Q)| - =0} (20)

H(Q) := V(Q)Y (Clausura de V(Q) a L2(Q)). (11)
Considerarem també I'espai de funcions d-di nsingJs inifinitament di-
ferenciables i de suport compacte a Q, C?(Q)lf] C(@) -, b aquels;tlespai

construirem I'espai de funcions de test V := v [ CF (Q) =0 . Final-
ment, i per tal de tractar amb I'evolucié temporal de la velocitat i la pressio
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introduim els espais LP (0, T;Z(Q)) definits per
1

(-
LP (0, T;Z(Q)) := f:(O,T)D»Z(Q)#%(x)@jt<oo . 12
0

on Z(Q) representa qualsevol dels espais de funcions espacials que hem defi-
nit anteriorment.

Forma feble. Un cop presentat el marc funcional que necessitarem, ja es-
tem en disposicié d’introduir la forma feble associada al problema de Navier-
forma feble s’obté multiplicant (1)-(2) per una funcio de test i integrant a tot
el domini Q. Després d’integrar per parts el terme viscés, el problema es pot
formular de la manera seglent: trobar u (x,t) [CVIQ) per tot t > 0 tal que es
compleixi

d | R
a(u,v)+b(u,u,v)+v(m: f,v , I (Ix) M (o V), (13)

en el sentit de les distribucions a (0, T) o (0, c) i la condici6 inicial u (x,0) =
Up (X). A (13), b (-, -, -) representa la forma trilineal donada per
(|

b(uw,v):= v-:(u- Dajdx. (14)
Q

Fem notar que amb aquesta formulacio la pressioé desapareix com a varia-
ble explicita del problema i que s’exigeix que u (X, t) satisfaci directament el
Illigam d’incompressibilitat.

També és possible formular el problema feble mantenint explicitament la
pressio i el Iliga}ﬂ d’incompressiﬂlitat a la forma feble. aquest caslliv?urem
de trobare.g., u(x,t),p(x,t) CIL3(0,T;X(Q))xL! 0,T;L%(Q)/R tal que

d I I N R
a(u,v)+b(u,u,v)+v(m— p, 1= f,v , (15)
(| 1

q, u1=0,

u (X,0) = ug (X) en el sentit feble.

2.2 Teoremes d’existéncia i unicitat

Els resultats classics d’existéncia i unicitat de solucions per als problemes (1)-
(2) i la seva versio feble (13) en el cas tridimensional (d=3) vénen donats pels
dos teoremes seglients (vegeu per exemple [21, 66]):

1 Teorgmp (Existéngig de solucions febles) Per a qualssevol ug [CH(Q),
f L3 0,T;H Q) iT=>0, el problema (13) té almenys una solucié feble
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tal que u, L Lf (Q < (0,T)) i u és feblement continua de [0,T] en H(Q)
(és a dir, ¥ T H(Q), t C@W(x,t),v (X)) és una funcid escalar continua). A
més a més es satisfa la desigualtat seglient de I’energia (desigualtat de Leray):

1 Ll 1 L]
5 M, 1) BE3v . [Tk, s) @1355 [, 0) 33 Otﬂ(x,s),u(x,s)mls, (16)

de la qual es deriva que u [CL3(0,T;V (Q)) nL* (0, T;H (Q)).

2 Teorema (Existéncia local i unicitat de solucions classiques) Per a
qualssevol ug [VK(Q), fl—_lz_rlj O, T; H(%) iT>0,existeixunTHO<TsST),
depenent de les dades Q,v,F,ugi T , tal que existeix una solucié Unica al
problema (1)-(2) a linterval [0, T hque compleix u, diu, 1)l 1
L% (Q x (0,T)) i a més u és continua de [0, TH)en V.

La demostraci6 d’existéncia i unicitat de solucions classiques en un interval
[0, Tes deu a Leray ([50]; cf. [67]) que fou el primer a comencar a desenvo-
lupar la teoria matematica de les equacions de Navier-Stokes. Leray també de-
mostra, en els seus treballs pioners, I'existéncia de solucions febles a R® ([50]).
De fet, fou el primer a introduir el concepte de forma feble d’una equaci6 en
derivades parcials, molt abans que es desenvolupés la teoria de distribucions,
o que es formalitzés el marc funcional dels espais de Sobolev. Leray basa les
seves demostracions en la construccié de solucions aproximades d’una equa-
ci6 de Navier-Stokes modificada mitjangant la convolucié del terme convectiu
amb una funcié de classe C{ (vegeu la seccié 2.4). Posteriorment, Hopf ([36];
cf. [67]) utilitza el métode de Galerkin per demostrar I’existencia de solucions
febles a Q fitat en R3.

El teorema 1 prediu I'existéncia de solucions febles que compleixen la
desigualtat de I'’energia (16). De fet, podrien existir solucions febles que no
complissin aquesta desigualtat i és per aix0 que a les que ho fan se les sol
anomenar solucions febles de Leray-Hopf. En contraposicid, per a les soluci-
ons classiques (16) esdevé una igualtat. Aquesta és facilment derivable mani-
pulant directament les equacions de Navier-Stokes i simplement estableix la
conservacio de I'energia en el fluid. Val la pena remarcar que el terme con-
vectiu s’anulla en el balang¢ global d’energia. La seva influéncia es manifesta
en el fet que és el responsable de la transferéencia d’energia entre remolins
de diferents grandaries (entre modes del flux en la representacié de Fourier).
Detallarem una mica més aquest punt a I’'apartat de turbuléncia.

En el cas de fluxos en Q [R? la situacié és molt més satisfactoria que
en tres dimensions. El problema esta ben posat en el sentit que es pot es-
tablir existéncia i unicitat de solucions febles, i existéncia i unicitat de solu-
cions classiques si les dades del problema so6n prou regulars. Es pot trobar
una explicacio6 fisica al fons d’aquesta diferencia entre els casos bidimensio-
nal i tridimensional. En efecte, si prenem el rotacional de I'’equacié (1) i fem
Us d’algunes identitats vectorials estandards, obtenim I'equacié d’evolucié
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de la vorticitat, co,
Jow+u- [OFvAw—w - [UF [XIF a Qx(0,T), a7)

on el terme w - [ &s el responsable del fendbmen que es coneix com a es-
tirament de vortexs (vortex stretching). En dues dimensions aquest terme és
identicament zero, pero en tres dimensions aixo no és aixi i el terme actua
com un amplificador de la vorticitat. Fent Us de I'anomenat teorema d’escala
(ladder theorem) per les equacions de Navier-Stokes, es pot veure que €s preci-
sament la preséncia extra del terme d’estirament de vortexs el que no permet
obtenir una prova de regularitat acceptable en tres dimensions ([15]).

Els teoremes d’existéncia i unicitat que hem presentat, juntament amb els
seus equivalents en dues dimensions, conformen el nucli central de la teoria
classica de les equacions de Navier-Stokes. En aquest context, és clar que en-
cara manca resoldre dos problemes fonamentals: la unicitat de les solucions
febles i I'existéncia de solucions classiques per a qualsevol instant de temps.
La importancia d’aquestes questions s’ha vist reflectida amb la seva conside-
racié com un dels set «problemes del milleni» proposats pel Clay Mathematics
Institute ([10]).

Existeixen molts resultats addicionals de regularitat en altres espais que
tanmateix no presentarem aqui (el lector interessat pot trobar una extensa
bibliografia a [67]). A la proxima secci6é ens limitarem a exposar breument
aquells resultats de regularitat parcial que tinguin una relacié6 més directa
amb el tema que ens ocupa en aquest article, és a dir, la simulacié numérica
de fluxos turbulents mitjancant LES.

2.3 Regularitat parcial i solucions admissibles

Conjunt de singularitats. Tot i que Leray en els seus treballs pioners ja va
iniciar I'’estudi sobre la grandaria del conjunt de singularitats temporals de
les solucions febles de les equacions de Navier-Stokes, no fou fins als anys
setanta que Sche [erl ([64]) planteja I'estudi del conjunt de singularitats es-
pacio temporals de les solucions. S’entén que (X, t) és un punt singular de
la solucié u (x, t) si, i només si, u(x,t) CLF°(D) per qualsevol entorn D de
(x,t) ([7]) (la resta de punts s’anomenen regulars). Probablement, el resul-
tat més destacable de Sche Lerl fou demostrar que existeix una solucié fe-
ble de (1) tal que, sota certes condicions, el seu conjunt de punts singulars,
S:={(x,t) Cx(0,T) | u(x,t) C(L¥(D) D] (x,t) DL, satisfa H 3 (S) =0,
on HK denota la mesura k-dimensional de Hausdor L3 1Recordem que la me-

5
3 De fet, Sche [erldemostra Dﬁ' (S) < oo tot i que una lleugera modificacié dels seus argu-

5
ments porta a D,ﬂ (S) =0 (vegeu e. g., [22] ).
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sura k-dimensional de Hausdor [Cdlun conjunt A es defineix com

-
HX(A):= lim inf rk§ 1B
" ro.o n ==

n=1

111
amb B, una bola obertade radi rn <r (18)

i que ens permet definir la dimensié de Hausdor C_de A (que és una de les
possibles dimensions fractals) com

— 1
Dy (A):=inf d>0/HY(A)=0 . (19)

CaLartlli, Kohn i Nirenberg ([7]; vegeu també Lin, [51]) milloraren I'esti-
maci6é de Sche [erli obtingueren el millor resultat de regularitat parcial que
es coneix fins al moment, H (S) = 0. Dit d’'una manera planera, el resultat
estableix que el conjunt de singularitats espacio temporals S d’una soluci6 fe-
ble de les equacions de Navier-Stokes ha de tenir una «grandaria» menor a la
d’una corba suau.

Solucions admissibles o dissipatives. Deixant de banda les hipotesis de re-
gularitat sobre les condicions inicials i el terme de forcga, la condici6 principal
que tan Sche Cerlcom Ca [artlli et al. requeriren a les seves demostracions fou
el compliment d’una condici6 local d’energia que motiva la definicié de soluci-
ons admissibles de les equacions de Navier-Stokes ([64, 7]). ConseqUentment,
el resultat H (S) = 0 en principi no és valid per a qualsevol tipus de solucio
feble, sino6 tan sols per a aquelles que satisfan la condicié d’admissibilitat que
es defineix a continuacio (val a dir que He, [34], ha demostrat molt recentment
gue aixd no és necessariament aixi i que el resultat H(S) = 0 és ampliable a
solucions febles més generals del tipus Leray-Hopf).

3 Definicio Donada una solucio feble de les equacions de Nayier-Stokes, [eqp 1,
direm que aquesta és admissible si u L3 (0, T;X(Q)) nL* 0,T;L%(Q) ,p [

L4 (Q =< (0,T)) i es compleix la desigualtat seguent local de I'’energia en el sentit
distribucional
ql 1 1 111 1

u2 + Ju Ju ul+p —vA Eu2 +v(Df +F -u<0. (20

La demostracié d’existencia de solucions admissibles per a les equacions
de Navier-Stokes a R® i a Q fitat es pot trobar respectivament a [64] i a [7].
Hi ha una certa esperanca en el fet que les solucions admissibles puguin ju-
gar un paper més o menys rellevant en la resolucié de I'entrellat que avui
en dia comporta la manca d’unicitat de les solucions febles i I'explosié de
les solucions classiques per a intervals de temps finits. Tot i que la relacio
entre solucions admissibles, febles i classiques no és clara en absolut (s6n
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uniques les solucions admissibles?, si és aixi, son solucions en el sentit clas-
sic?, les solucions febles Leray-Hopf sé6n admissibles?), s’espera que almenys
les primeres ajudin a discernir entre aquelles solucions febles fisicament ac-
ceptables i aquelles que no ho sén ([17, 29, 31]). En aquest sentit, Duchon i
Robert ([17]) analitzaren la forma explicita de la distribucié D(u) que manca a
(20) per tal d’assolir la igualtat, i. e., van considerar I’equacio6 local de I'’energia
en el sentit de les distribucions
1 I:II__l_I 111 1
Ot Euz + [u 5u2+p —VA Euz +v (mf + D (u) =0,

i observaren que D(u) s’anulla per a fluxos suaus pero que adquireix una
expressio no trivial si la solucié no és prou regular. Per tant, la falta de conser-
vacio local de I’energia cinética és deguda en part a la dissipaci6 viscosa i en
part a la falta de regularitat de la solucid. Les solucions que satisfan D(u) =0
foren considerades fisicament acceptables per Duchon i Robert, car no perme-
ten la creacio local d’energia, i proposaren anomenar-les solucions dissipatives.
Aquestes solucions coincideixen, per tant, amb la nocié de solucions admissi-
bles de Sche [Cerli Ca [artlli et al., i és d’esperar que siguin més regulars que les
solucions febles més generals de Leray-Hopf, que, com hem vist, compleixen
la desigualtat global de I'energia (16). Aquest punt sembla confirmar-se pel
fet que les solucions de versions regularitzades de les equacions de Navier-
Stokes, com ara la proposada per Leray, compleixen D(u) = 0 (vegeu la seccio
seglent). Duchon i Robert utilitzaren condicions de contorn peridodiques en la
seva analisi i no inclogueren el terme de forga per simplicitat.

Veurem més endavant que el concepte de solucions admissibles es troba a
la base dels intents actuals de dotar la LES d’una base matematica més rigorosa
i que donen peu a la definicié d’aproximacions admissibles de les equacions de
Navier-Stokes.

2.4 Cercant unicitat: modificacio de les equacions originals

Hom es podria plantejar a continuacié queé caldria fer per tal d’aconseguir que
les solucions febles de les equacions de Navier-Stokes fossin Uniques, de ma-
nera que aquestes constituissin un sistema dinamic determinista classic. Per
una banda, ens podriem preguntar quée féra necessari demostrar per tal que
les equacions originals (1) tinguessin solucié Unica, i per I'altra, ens podriem
plantejar (en part prenent com a base la resposta a la primera questio) si modi-
ficant lleugerament les equacions originals és possible obtenir unicitat. La res-
posta al primer plantejament és sorprenent en el sentit que, malgrat el fet que
la diferencia entre el que cal provar per obtenir unicitat i el que ja s’ha demos-
trat és certament petita, de moment aquesta diferéncia ha resultat insalvable.
Per exemple, fent servir el teorema d’escala de les equacions de Navier-Stokes
és possible veure que, en el cas de (1) amb geRdicions de ¢efitorpperiodiquesy—
n’hi hauria prou amb demostrar que u [T 0,T;Hp, (Q) nL™® 0,T;L3"*(Q)
per € tan petit com vulguem ([15]), mentre que el que se sap fins ara és que
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u [TA(0, T; Hye (Q)) nL*(0, T; L*(Q)) (vegeu el teorema 1). Pel gas de condigi-

onsﬁ DirichletlilQ fitat n’hi haur:i_ﬁI prou ambIA_L?ure H u 14 H; H1(Q) n
L® O, T;LYQ) ,oqueu CLF O, T;H?Q) nL® 0,T;L%(Q) (vegeu e. g.,
[66]).

Pel que fa al segon plantejament, hi ha diverses técniques de regularitzacio
que han donat lloc a variants o models de les equacions de Navier-Stokes amb
la propietat de tenir soluci6 feble Unica i a més a més admissible. Alguns dels
exemples més coneguts d’aquests models soén els de convolucié de Leray, el
d’hiperviscositat de Lions o el de viscositat no lineal de LadyZenskaja i Kaniel,
que presentem tot seguit.

Model de convolucié de Leray. Leray ([50]; cf. e. g., [31]) va proposar un
model consistent a regularitzar les equacions (1)-(2) mitjancant la convolucié
d’alguns termes (en especial el convectiu) amb una funcié infinitament dife-
renciable, no negativa i de suport compacte a R>. Sigui B (0, €) la bola de radi €
centrada a O i Ye una funcio tal que

I
Y CCP R® , supp (We) CBIO,€), Y >0,
1 1 |:X||:|
We (X)dx =1 i Pe(X)=_-We —
Q € €

O I:I 1
ﬁmtem per [el producte de convolucié, Y Cd(x) = Qqu -y

w Yy dy, i considerem el cas del tor tridimensional T = (0, 211) el model
regularitzat proposat per Leray es pot escriure com

1
Otue + (We 1)) - [ed— VAUe + [pel= e m%

e =0 22
ue periodica % (22)
Ugli=0 = We [}

Es satisfa el teorema segiient ([31]; vegeu també [17, 50]):

4 Teorema Per a qualssevol up CHI(Q), ¥ [CHI(Q) i per a tot € > 0, el proble-
ma (22) té solucié Unica a C*(Q) per a cada t. La velocitat esta uniformement
fitada a L2 (0, T;V(Q)) n L* (0, T;H(Q)) i existeix una subsuccessié que con-
vergeix a L2 (0, T;V(Q)) feblement. A més, el limit de la soluci6 per € — 0 és
una solucio feble admissible de les equacions de Navier-Stokes.

Model d’hiperviscositat de Lions. Lions ([52, 53]; cf. [31]) proposa pertorbar
les equacions de Navier-Stokes afegint un terme de viscositat addicional, de
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manera que aquestes esdevenen
5 a 1
OtUg + Ug - [Ugl— VAU + €% (—A) " ug + [ped=F a QX(O,T)%

=0 a Qx(0
-1 S (23)
Uelr, OnUelr, 6,‘3‘, Ue - 0 o0 ug periodica %

Uglt=0 = Uo
Es pot veure que es satisfa el teorema segtient ([31]; vegeu també [52, 53, 30]):

5 Teorema Siguin ¥ L3 (0,T;V(Q)) iuy CH™(Q) n X(Q). Aleshores el pro-
blema (23) té una solucié Gnica ug I (0, T;H*(Q) n X(Q)) pertot T >0
sia = d%z. A més, existeix una subsuccessio tal que ue convergeix feblement
a L?(0,T;X(Q)) cap a una solucio feble u de (1). En el cas de condicions de
contorn periodiques, la solucié és admissible.

Model de viscositat no lineal de LadyZenskaja i Kaniel. LadyZenskaja i Ka-
niel ([44, 45, 41]; cf. [31]) proposaren regularitzar les equacions de Navier-
Stokes considerant una viscositat no lineal, en contraposicio a la hipotesi line-
al de fluid newtonia, per tal de poder tractar amb gradients grans de velocitat.

Sigui T : R® <R3 [, R® = R3 una funcié tensorial que satisfa les condicions
seguents:

c 1+

)T Ié_slcont%JI'%s%tleix H = 7 tal que [E IRIxR3 es compleix %(E) 5;

) T és uen el it seguient: LRI = R3 es compleix que T (&) :
&= c%l +c ), on el simbol : indica la doble contracci6 de dos
tensors.

c) T té la propietat de monotonia seglient: existeix una constant ¢ > 0 tal
que, per a qualssevol camps vectorials solenoidals & n [CW12+24(Q)
amb idéntiques condicions a ' o0 essent periodics, es compleix

(- -
L (TR T (M) - (L&A MM ¢ Q%Eﬁ

Una forma explicita per al tensor T que compleix les condicions anteriors

ve donada per
T =8 % (24)

essent 3 (T) una funcié monotona creixent de T = 0, tal que per valors grans
de T satisfactt =B (T) <cHH perp= % ic,ct>o0.
El model de LadyZenskaja i Kaniel s’obté prenent & = [11a (24) i afegint el
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tensor T ( [al terme viscos. Aixi arribem a (vegeu [31, 44, 45] i [41]):

1 1 [T [ 1
OtUs + Ue - [ v +e?M*1p | Imz Aug + [pel=F %
=0
: - (25)
Uglr =0 0 ue peridodica %

Ug|t=0 = Uo
1 1
6 Teorema Siguin £ CLF 0,00;L%(Q) i ug [CH(Q). Si es satisfan les con-
dicions a, b i ¢ anteriprs, el problema (25) té ung-golucio feble Unica per a tot
T >0alespai L2*2¢ 10, T[;WX?"2H(Q) n V(Q) nCO([0,T];H(Q)). Enelcas
de condicions de contorn periodiques, existeix una subsuccessio tal que ug, pe
tendeix a una solucié admissible de (1).

En resum, mitjancant els tres exemples precedents acabem de constatar
com una lleu modificacié de les equacions originals (1)-(2), bé sigui «suavit-
zant» el terme convectiu, afegint un terme d’hiperviscositat o bé afegint una
viscositat amb dependéncia no lineal amb el gradient de velocitat, comporta
la unicitat i admissibilitat de les solucions (amb alguna restriccié en la regula-
ritat de les dades, com es veu dels teoremes 4, 5 i 6). Aquesta circumstancia
ha fet plantejar dubtes sobre si realment les equacions de Navier-Stokes son
un model valid per a la descripcio de fluxos turbulents o si, per contra, al-
gun dels models regularitzats que hem presentat en constitueixen una millor
descripci6 fisica. Tot i que aquesta és una possibilitat a considerar, el corrent
d’opinié més generalitzat actualment no segueix aquesta linia de pensament.
Al contrari, es tendeix a creure que les equacions de Navier-Stokes originals
son suficients per descriure tota la fenomenologia fisica d’un fluid, incloent-hi
la turbuléncia.

3 Les «grans» escales del flux: LES (Large Eddy Simulation)

3.1 Transicio a la turbuléncia: dependéncia amb Re

Hem comentat, a la introduccié, que les equacions de Navier-Stokes posseei-
Xen una gran varietat i riquesa de solucions i acabem d’explicar que es creu
que son suficients per descriure la fenomenologia d’un flux turbulent. El pro-
cés pel qual un sistema dinamic, com el que ens ocupa (1), passa d’exhibir una
solucio senzilla (e. g., el flux laminar al voltant d’un cos) a exhibir una solucié
altament complexa (e. g., flux turbulent al voltant del mateix cos) ve descrit
qualitativament per la teoria de bifurcacions. Descriurem breument i per mitja
d’'un exemple el funcionament d’aquest proceés.

Equacions adimensionals. En primer lloc, i per facilitar les coses, adimen-
sionalitzarem les equacions de Navier-Stokes. Siguin Up i L una velocitat i
una longitud caracteristiques del problema. Aleshores definim les variables
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adimensionals independents de longitud (x"= x/L) i temps (t"= Upt/L), i
les variaplgs adimensionals degengepts de velocitat (u'¢x), t) = u(x, t)/Uo) i
pressi6 pHx,t) =p (x,t)/ pUS , I les substituim a (1). Obtenim

1
du u ﬂ—R—eAlH p=f"a Qx(0,T), (26)

on Re := UpL/v és el nombre de Reynolds que expressa quan un flux esta
dominat per la conveccié (Re alt) o per la viscositat (Re baix). EI nombre de
Reynolds és una mesura de la importancia relativa entre els termes d’inércia
i els viscosos. Notem que amb aquest procediment hem aconseguit simplifi-
car la dependéncia parameétrica de les equacions a un sol parametre, Re, de
manera que fluxos amb diferents combinacions de Ugp, L i v pero igual Re es
comportaran de manera idéntica. A aquesta propietat se I’'anomena similaritat
respecte el nombre de Reynolds.

Estabilitat i nombre de Reynolds. La naturalesa de les solucions que presen-
ta el sistema (26) varia en funcio del valor de Re. Per valors d’aquest nombre
en determinats intervals, aquestes no canvien significativament en modificar
lleugerament el valor de Re, i diem que el sistema (26) és estructuralment es-
table. Tanmateix, per certs valors de Re aix0 no es compleix i es produeixen
canvis substancials. En aquest cas el sistema esdevé estructuralment inestable
i pateix una bifurcacié. Sense entrar en detalls técnics, veurem amb un exem-
ple com un fluid pot passar d’un estat laminar a un de turbulent a través d’un
procés de bifurcacions successives.

Considerem el cas del pas d’'un fluid al voltant d’un cilindre ([16]). Per a
Re [COltenim un flux dit de Stokes i la configuracio és totalment simétrica.
El flux és estacionari, reversible en el temps i presenta simetria especular res-
pecte al pla definit per I'eix del cilindre i la velocitat d’incidéncia (simetria
dalt/baix), i simetria especular respecte al pla perpendicular a I'anterior (si-
metria davant/darrere). Per a Re [ID aquesta Ultima simetria es trenca i es
formen un parell de vortexs de recirculacié estacionaris darrere del cilindre.
Aquests vortexs van creixent a mesura que augmenta Re i el sistema roman
estructuralment estable fins que s’arriba a valors de Re [4%. Aleshores té lloc
una bifurcacié de Hopf* i el sistema deixa de ser estacionari, al mateix temps
que perd la seva simetria dalt/baix. Per un punt del fluid, la solucié ha passat
de ser un punt fix a un cicle limit a I’espai de fases i la seva transformada
de Fourier mostra una sola frequéncia diferent de zero. Darrere el cilindre, es
genera una estela de vortexs que es van desprenent alternativament formant
el que es coneix com a cami de Von Karman (Von Karman vortex street). El
sistema es manté estructuralment estable per a Re creixent fins que s’arriba a
valors de I'ordre de Re [2DO0. Aleshores té lloc una altra bifurcacié de Hopf

4 Un parell de valors propis complexos del sistema linealitzat associat a (26) creuen I'eix ima-
ginari.
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corresponent a una inestabilitat tridimensional a I’estela del cilindre. L’espec-
tre de la solucié en un punt presenta dues frequéncies discretes i la dinamica
a l'espai de fases té lloc en un tor bidimensional (flux quasiperiodic). Per a
Re 260 es produeix una altra bifurcacio i, finalment, si seqguim augmentant
el nombre de Reynolds el flux esdevé caodtic, la qual cosa definim com a tur-
buléncia, havent passat per un total de tres o quatre bifurcacions. L’espectre
de la solucid en un punt passa de ser discret a continu i el tor de I'espai de
fases es «trenca» i passa a ser un atractor estrany. Les seccions de Poincaré
corresponents passen a tenir dimensié de Hausdor (D4 > 1.

Aquest comportament descrit per al cas d’un cilindre és completament
generalitzable. Si considerem un punt x [Qli estudiem el vector de velocitats
u(x,t) quant - oo per a Re creixent es distingeixen les fases seguents:

1. u(x,t) convergeix a u(x).

2. u(x,t) convergeix (amb t) a un estat periodic, caracteritzat per una trans-
formada de Fourier en t amb una Unica frequéncia d’amplitud no nulla.

3. Latransformada de Fourier en t de u(X, t) té I’espectre discret, amb més
d’'una frequiéncia (flux quasiperiodic).

4. La transformada de Fourier en t de u(x,t) té I'espectre continu i les
seccions de Poincaré tenen dimensi6 (de Haussdorf) > 1 (flux caotic).

La situacié que acabem de descriure correspon a un dels possibles escena-
ris o rutes de transicio al caos i a la turbuléncia. En concret correspon a la ruta
de Ruelle-Takens-Newhouse ([62, 55]; cf. [18, 16]). Tanmateix, sOon possibles
altres escenaris de transicio a la turbuléncia en qué el procés successiu de bi-
furcacions no involucra bifurcacions de Hopf, siné d’altres tipus. Destaquem
I’escenari de duplicacié de periode, o de Feigenbaum, associat a bifurcacions de
forca (pitchfork) (vegeu [19]; cf. [18, 16]), I'’escenari d’intermiténcia, associat a
bifurcacions de punts de sella (vegeu [58]; cf. [18, 16]) i I'’escenari d’inestabilitat
subcritica ([16]). Gran part de la dificultat de la teoria de bifurcacions rau en el
fet que els detalls del procés de transici6 a la turbuléncia varien notablement
d’un flux a I'altre i resulta molt complicat generalitzar resultats. De fet, la teo-
ria presenta un marc matematic que permet explicar de manera qualitativa la
transicio a la turbuléncia ([16]).

3.2 Fluxos turbulents: Navier-Stokes i teoria de Kolmogorov

Ens centrarem ara en els fluxos amb turbuléncia plenament desenvolupada,
és a dir, a la fase 4 de la ruta al caos descrita anteriorment. Sens dubte, la
teoria més coneguda i amb més éxit que descriu el comportament d’un flux
turbulent és la que Kolmogorov formula I'any 1941 ([42]; cf. [59]), a la qual ens
referirem de forma abreujada com a K41. Aquesta teoria es pot trobar descrita
en un gran nombre de referéncies bibliografiques (e. g., [59, 15, 21]) i aqui tan
sols n’introduirem els fonaments i els resultats més importants.



Inestabilitats numeériques i turbuléncia 105

Teoria de Kolmogorov (K41). El flux turbulent es considera format per re-
molins (vortexs) de diferents grandaries, tenint en compte que la regié ocupa-
da per un remoli gran en pot contenir també de menors. Els diferents remolins
es caracteritzen per una longitud I i una velocitat u. Per a un fluid amb nombre
de Reynolds Re := UgL/v, els remolins més grans del flux tenen una longitud
caracteristica I [I1 i una velocitat caracteristica u [CUy. Aqui i en el que
segueix, fem servir el simbol [pé&r indicar «de I'ordre de».

L’energia es transmet dels remolins grans als petits seguint un procés que
es coneix amb el nom de cascada d’energia, proposat per primera vegada per
Richardson ([60]; cf. [59]). Segons aquest procés, els remolins grans esdevenen
inestables i es trenquen, i transfereixen energia als remolins de menor magni-
tud. Per la seva banda, aquests també s’acaben tornant inestables, es desfan i
lliuren la seva energia a remolins més petits. S’estableix, doncs, una cascada
de transferencia d’energia cap a remolins d’escala cada cop menor, fins que
s’arriba a remolins amb un nombre de Reynolds Re(l) := ul/v prou petit per
ser estables, i tals que la viscositat sigui capa¢ de dissipar energia cinetica.
Aquest mecanisme de transferéncia i dissipacié d’energia cinética es manté
gracies a I'energia que les forces externes del fluid subministren a les escales
grans® de manera continua. La cascada d’energia es produeix sense pérdues,
d’on resulta que la mitjana temporal del ritme d’injecci6 d’energia al fluid ha
de ser igual a la mitjana temporal del ritme de dissipacié d’energia, €, a les
escales petites. De I'analisi dimensional es deriva que € II]?/L.

Podem concloure de la descripcié anterior que existeix un determinat in-
terval d’escales, S, tal que els remolins amb | [S1 no es veuen afectats ni
per I'anisotropia dels remolins més grans del flux, ni per la dissipaci6é de les
escales més petites. Aquest interval es coneix amb el nom de subrang inercial
i a efectes practics I'experimentaci6 indica que ve donat per SI [, Ig] =
[60Ak, L/6], on Ak és la denominada escala de Kolmogorov, o longitud de dissi-
pacié de Kolmogorov, que definirem en breu. Al subrang inercial, I’espectre de
la densitat d’energia, E(K, t), definit com la funcié d’energia cinética a I'espai
de Fourier

L L4

E(k, 1) = — Z1h(k, )]?
k,t) 2 =I(ZIU( D15,

només pot dependre de € i k, i. e., E(k, t) [£3kP. Fent servir I'analisi dimensi-
onal és immediat comprovar que a = 2/3 i b = —5/3, de manera que obtenim
el famds espectre de Kolmogorov per a la turbuléncia homogeénia i isotropa

E(k, t) CCke?3k53, (27)

essent Ck una constant adimensional i universal (i. e., valida per a qualsevol
flux turbulent). D’altra banda, la longitud de dissipacié de Kolmogorov Ag

5 De fet, la forca externa pot subministrar energia a totes les escales, pero per facilitar I'expli-
caci6é suposarem que el seu suport es limita a les escales grans del flux.
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correspon a aquella escala en qué es compleix Re (Ax) = 1 (la conveccié es tan
important com la dissipacid). A partir d’aquesta relacid i utilitzant (27) per
obtenir la velocitat, arribem a
—]
V3 4
Ak = Ck ? , (28)

que és de fet I'Gnica escala de longitud que es pot formar a partir de v i €. Es
compleix que cx = 21T (3CK/2)3/4. Fent servir novament I’analisi dimensional
podem relacionar Ax amb el nombre de Reynolds del fluid. Emprant (28) i
observant que € s’ha de comportar com L™U3 s’arriba a

Ak
L

Siguin kg i kpy els nombres d’ona associats a les longituds Ig; i Ipy, respec-
tivament, les quals defineixen el subrang inercial. En funcié de la descripcio
que acabem de fer, I’espectre de densitat d’energia en funcié del nombre d’ona
k ha de tenir tres zones rellevants:

[Re 4. (29)

1. Per a k < kgy, E(k, t) correspon a I’energia dels patrons de flux «<macros-
copics» (vortexs).
2. Per a kg < k < kpy, es compleix E(k,t) CKP/3.

3. Per a k > kpj, encara que Re sigui molt gran (v molt petita) els efec-
tes viscosos dissipen aquestes escales de flux (les quals més endavant
anomenarem no capturables).

L'any 1962, el mateix Kolmogorov va modificar la teoria K41 que acabem
d’esquematitzar per tal d’ajustar algunes diferéncies detectades entre les pre-
diccions i les mesures dels moments d’ordre elevat del camp de velocitats
del flux ([43, 56] cf. [59].). Aquestes discrepancies s’associen a estranyes i poc
probables concentracions intenses o «explosions» de vorticitat lluny del seu
valor mitja. El fenomen es coneix amb el nom d’intermiténcia interna (vegeu
la secci6 anterior) i considera la possibilitat que, durant aquestes explosions,
hi hagi longituds caracteristiques del flux menors que I’escala de Kolmogorov

([15]).

Relacio entre K41 i les equacions de Navier-Stokes. A part del fet que la
teoria K41 duu a prediccions experimentals notables, un dels aspectes més
sorprenents d’aquesta és que no fa Us de les equacions de Navier-Stokes. Kol-
mogorov construeix la seva teoria basant-se en raonaments heuristics sobre
la isotropia i similaritat del flux, i utilitzant I’'analisi dimensional com a eina
de treball. Si com hem assegurat en seccions precedents, acceptem que les
equacions de Navier-Stokes son valides per a descriure el comportament de
qualsevol flux, és evident que a partir d’aquestes s’haurien de poder repro-
duir els resultats de la teoria de Kolmogorov. Tanmateix, aquesta no és una
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tasca facil i només comencar ja toparem amb una dificultat, que es deu al
caracter local de I'existéncia de solucions classiques en tres dimensions (teo-
rema 2). Recordem que estem considerant qué passa en el cas de turbuléncia
desenvolupada (pas 4 dels esmentats a la subsecci6 3.1), i que, per tant, estem
considerant el comportament temporal a llarg termini.

Una primera aproximacio a I'objectiu de relacionar les teories de Kolmogo-
rov i de Navier-Stokes es pot obtenir a partir de la transformada espacial de

D)-@):

1 1

i kk —1

atﬁ(k,t)—é -5 Gk - KK D)
kK™K

+vk2G (k,t) = T (K), (30)

k-Ud(kt)=0,
N V— o ) .
oni= —1,1 és el tensor unitat i | — kk/k? el projector a camps vectorials

de divergéncia nulla. Podem observar que (30) ens illustra més clarament el
fet que el terme convectiu és el responsable de I'acoblament entre modes i,
per tant, de la transferéncia d’energia entre ells d’acord amb la imatge de la
cascada d’energia. Aquest terme no intervé en el balang global de I’energia (16).
Per la seva banda, aquest balang (desigualtat de Leray) ens suggereix definir
la mitjana temporal del ritme de dissipacié d’energia per unitat de massa,
e=¢'? com

1

t2 .

£ = (31)

\Y
L3

Sabem que I'energia cinética del flux és finita i, per tant, la desigualtat de
Leray ens garanteix que £ definit segons (31) també ho sera. D’altra banda,
observem que a (30) la preséncia de k? fa que el terme viscos vk2a (k, t) si-
gui major per a nombres d’ona elevats (longituds petites) d’acord també amb
la idea de Kolmogorov que la dissipaci6 es produeix a les escales petites del
flux. Tanmateix, per a recuperar de manera rigorosa els resultats de K41 no
n’hi ha prou amb aquesta visié global que intuim a partir de (30) i s’ha de
recorrer a nous enfocaments. Recentment, Foias, Manley, Rosa i Temam ([20];
vegeu també [21]) han demostrat de manera rigorosa i partint de les equaci-
ons de Navier-Stokes el funcionament de la cascada d’energia de Richardson-
Kolmogorov que hem descrit.

D’altra banda, un paper central a K41 el juga precisament la longitud de
dissipacio de Kolmogorov Ax. Aquesta escala s’ha intentat deduir a partir de la
recerca de la dimensi6 de I'atractor global o universal® de les equacions de
Navier-Stokes. La idea és la seguent: per un flux tridimensional d’escala carac-

6 Una possible definicié per a I'atractor global, A, és el conjunt de punts de I'espai de fases
als quals es pot arribar des d’una condici6 inicial en un temps arbitrariament gran del passat,
i. e, A = [psb nt>0 Bp (1), essent By (t) una bola de radi p de condicions inicials a I'espai de
fases.
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teristica L, necessitarem, d’acord amb K41 (vegeu (29)),
N :? @Eaﬁ 32)
K

graus de llibertat per tal de resoldre’l, ja que no hi ha vortexs actius per a
I < Ak i, per tant, podem pensar que el flux es podra representar, per exemple,
per les components de la transformada de Fourier de nombre d’ona des de 1/L
fins a 1/ escalats cada 1/L. D’altra banda, podem identificar el nombre de
graus de llibertat d’'un sistema, N, amb la dimensié del seu atractor global
([15]). Si (32) representa la dimensi6 de I'atractor del flux turbulent segons la
teoria de Kolmogorov, el que cal fer es trobar la dimensié de I'atractor global
de les equacions de Navier-Stokes i veure si s’en dedueix la mateixa escala
caracteristica, Ag.

El primer problema amb qué ens trobem es deu novament al caracter local
de les solucions classiques (teorema 2), fet que, com hem comentat anterior-
ment, no ens assegura l'existéencia d’'un atractor global. Per tant, les analisis
que s’han fet pressuposen l'existéncia d’aquest atractor. De moment no s’-
ha arribat a la fita (32), pero si a algunes que s’hi acosten. Els resultats més
precisos que s’han aconseguit fins al moment es deuen a Gibbon i Titi ([25]),
que han demostrat en esséncia que la dimensié de I'atractor es pot fitar per
(L/A)*® (de fet, a la seva fita no apareix la longitud Ak, perd si una que
s’hi pot relacionar). Es pot aconseguir el valor 3 per a I’exponent si assumim
més regularitat espacial i suposem [ 11 (0, T;L°(Q)) ([14]). La descripcié
del problema de fitar la dimensié de I'atractor es pot trobar, per exemple, a
[15, 25].

3.3 LES: Large Eddy Simulation

Fins ara hem fet un breu repas d’alguns aspectes de la teoria matematica de
les equacions de Navier-Stokes i de la seva relacié amb la teoria estandard de la
turbuléncia. Obviament, en general no és possible resoldre analiticament
aquestes equacions i, per tant, cal plantejar-se la possibilitat de resoldre-les
numericament. Aix0 ens permetria, d’'una banda, disposar d’'una eina addi-
cional molt atil per a ajudar a entendre tant els processos de transicié a la
turbuléencia com la intricada fisica que presenten els fluids amb turbuléncia
plenament desenvolupada. D’altra banda, la resolucié numérica de les equaci-
ons també ens permetria abordar tota una séerie de problemes d’enginyeria de
gran intereés.

La branca de les matematiques dedicada a la simulacié numeérica del com-
portament dinamic dels fluids es coneix amb el nom de fluidodinamica com-
putacional (CFD: Computational Fluid Dynamics). Per al cas de fluxos turbu-
lents existeixen basicament tres possibilitats d’actuacié en CFD (vegeu, e. g.,
[63, 59]). Aquestes sOn la utilitzacié dels anomenats models RANS (Reynolds
Averaged Navier-Stokes), la simulacié directa DNS (Direct Numerical Simula-
tion) i la simulacié de les grans escales del flux, dita de remolins grans, LES
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(Large Eddy Simulation). La simulacié RANS pot ser d’una gran utilitat a I’hora
de trobar quantitats mitjanes (e. g., el coeficient de sustentacio d’un cos) pero
té el problema de no capturar les fluctuacions temporals del flux, amb la qual
cosa deixa de ser d’utilitat en molts casos (e. g., els caracteristics de I'aeroa-
cUstica). La DNS es basa a resoldre directament les equacions de Navier-Stokes
(1)-(2) sense fer-hi cap tipus de modificacié o mitjana. Ara bé, hem vist que la

9
dimensio de I'atractor global és de I'ordre de Re4 (32), segons la teoria K41, de

Mmanera que necessitarem Re% graus de llibertat per a capturar tota la fenome-
nologia del flux. Si tenim en compte que la majoria de problemes industrials
d’interés tenen nombres de Reynolds de I'ordre de 10%-10°, la simulacié DNS
resulta ser una tasca inassequible per als ordinadors actuals. Finalment, la si-
mulacié LES es pot considerar una via intermedia entre les dues anteriors. La
idea és fer una descomposicio dels camps de velocitat i pressio en la forma
[u.p]l =[u.p]l+ [u5pT, on [U,p] representa les escales «grans» del flux,
i per tant computables, mentre que [u5'p™] correspon a les escales petites,
no resolubles. El punt clau de la LES consistira precisament a trobar un bon
model que representi I'efecte de les escales petites (no capturables) sobre les
grans.

Equacions de Navier-Stokes filtrades. La separaci6 entre escales grans i pe-
tites del flux s’ha realitzat tradicionalment mitjancant un procés de filtracio
([49]; cf. [59]). Sense entrar en detalls pel que fa a la forma particular de les
funcions de filtre passa-baix que es solen utilitzar (vegeu, e. g., [63, 59]), i
suposant que I'operador filtre (-) : v . Vv commuta amb els operadors dife-
rencials, podem filtrar les equacions de Navier-Stokes (1)-(2), amb condicions
de contorn (3) o (4) i condicid inicial (5), i obtenir el sistema d’equacions

Jtu+u- [UFvAu+ [pEF-L-R a Qx(0,T)
[ =0 a Qx(0,T) (33)
u =0 o u periodicaa T
u(x,0)=up(x) a Q.

A (33), el tensor R := u [ul— u ks coneix amb el nom de tensor de ten-
sions residuals, tensor de subescales o tensor d’escales de submalla (subgrid
scale tensor). Per tal que (33) sigui un sistema tancat d’equacions per a [u,p ],
és evident que cal expressar R en funcié de u solament, fet conegut com a
problema de clausura. Els diferents models per a R dénen lloc als diversos
models de LES. Un cop n’hem escollit un, el pas final de la LES consisteix a
discretitzar (33) i resoldre el sistema numeéricament.

Hom podria plantejar-se la possibilitat de trobar una clausura exacta per
les equacions (33) de manera que R es pogués expressar en funcié de u, sen-
se haver de realitzar cap tipus d’aproximacié. Aixo efectivament és possible
si considerem, e. g., el filtre de Helmholtz, que ens déna u a pﬁir de la solu-

ci6 de 'equacié de Helmholtz U — €2 [(20l= u. Per tant, U := 1 —e? 21 u,



110 Ramon Codina i Oriol Guasch

amb € >9 represer\ﬂr\tj'escala dﬁall [23, 24, 29]. Tenint en compte que
u Cul= U—<? 20 CU—<?C2dl i que aplicant el filtre a U [Idobtenim
U = U [0+ €2 (200, podem introduir aquestes relacions al tensor de
subescales i obtenir
= 1]
Rij = (Ui — g2 m) Gj —g2 |7_l_J§ —Uiﬁj

O;u; —?0; (20} — €%u; (204 + & (20} [20) — Ui U;

g o B
= 2 (2 Wju; —e?u; 2o — €2u; 20 + & (20} [20)
= 2e? [l [u;l+ & (2 (2. (34)

Aquesta expressio’ ens permet, efectivament, escriure R en funcié de U sense
haver de fer cap tipus d’aproximacié o hipotesi ad hoc. Ara bé, notem que
el filtre de Helmholtz el que fa és establir un isomorfisme entre els espais
L* (0, T;H(Q)) i L*(0,T;H(Q) n H2(Q)), i entre L2(0,T;V(Q)) i L2(0,T;
V(Q) n H3(Q)), de manera que I'inica cosa que realment hem aconseguit
amb la clausura exacta (34) és establir un isomorfisme entre les solucions
febles de (1)-(2) i les solucions febles de (33) ([29]). Per tant, el nombre de
graus de llibertat necessaris per a resoldre ambdds problemes és el mateix.
Aquest resultat es generalitzable a qualsevol clausura exacta de les equacions
(33) i ens ve a dir que fer LES en aquestes circumstancies es tan complicat com
fer directament DNS. Aix0 no deixa de ser un fet paradoxal, ja que a primer
cop d’ull, hom podria pensar que buscar una clausura com més precisa millor
€s un objectiu raonable a aconseguir. En canvi, sembla clar que fer LES només
té sentit si la clausura no és exacta i es perd part de la informacié de les
subescales en el procés.

Problemes de la LES. La LES presenta nombrosos problemes o questions que
manca resoldre. ElI tema clau segueix sent, sens dubte, trobar un bon model
pel tensor de subescales. Acabem de veure que fer-ho amb la intencié d’acon-
seguir una clausura exacta és paradoxal i que, per tant, aquesta no pot ser
una motivaci6 per a construir models de subescales. Val a dir que molts dels
models existents de LES estan basats en aproximacions i arguments heuris-
tics, tant fisics com numeérics, que funcionen més o menys bé segons el tipus
de problema a resoldre. Tanmateix, es dificil arribar a generalitzacions i, tot
i que és recomanable que les subescales compleixin algunes propietats, com
conservar la invariancia sota algunes transformacions que poseeixen les equa-
cions de Navier-Stokes originals, no és clar quines son les regles que un bon
model de LES hauria de complir (a part de I'obvietat d’haver de reproduir cor-
rectament els resultats experimentals). Una altra quiestié important no resolta

7 En primera aproximacio Rjj C2e? - ;1 que és I'aproximacio del model de Clark
et al. ([9]) per la suma de les tensions de Leonard més les tensions creuades en qué es pot
descompondre el tensor de subescales ([23]).
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de la LES és la relacié/interaccio entre els errors comesos a causa de la inexac-
titud del model de subescales i els errors deguts a la discretitzaci6 i al metode
numeric utilitzat. Tampoc és clara, per exemple, quina ha de ser la relacié
entre la grandaria del suport del filtre, €, i la grandaria de la discretitzaci6 a
I’espai, diguem-ne, h (diametre dels elements en una aproximacié d’elements
finits o distancia entre nodes en una aproximacié de diferéncies finites). En
definitiva, podem dir que la situacié actual és, per dir-ho d’alguna manera,
més aviat dispersa i no existeix una teoria matematica satisfactoria de la LES,
tot i que ja s’han fet alguns passos en aquesta direccio6 [47, 46, 48, 40].

Aproximacions admissibles. Recentment, Guermond, Oden i Prudhomme
([29]) han fet una analisi detallada de diversos models de LES amb la intenci6
d’aclarir una mica la situacié. De la seva analisi es deriven diverses conclusions
interessants. Per exemple, podem observar que els models que presenten uni-
citat de les solucions introduits a la seccio 2.4 es poden escriure en la forma
caracteristica de les equacions LES. En efecte, tenim:

Model de convolucié de Leray. Sense considerar les condicions inicials i de
contorn, el model de Leray (22) es pot reordenar en la forma (33):

1 1
Jtu+u - III:I-I-VAulji- pF Y [T — R,
Rie:=u [, [ul —u [ul

Aquest model té I'inconvenient de no ser invariant sota transformacions del
sistema de coordenades, pero es pot modificar per tal que aixi sigui ([29]). El
model resultant es coneix amb el nom de model alpha de Navier-Stokes (NS-a)

([28)).
Model d’hiperviscositat de Lions. En aquest cas tenim
Jtu+u - [LFvAu+ [pFFf - R,
Ry =2 (- D% tu.
Model de viscositat no lineal de LadyZenskaja i Kaniel. En aquest model
ens queda
Jotu+u - OFvAu+ [pFF - R 4, (35)
Ria = —e**'g| rulf rml

Val a dir que el model de LES més conegut, el model de Smagorinsky ([65]; cf.
[59]), correspon a la mateixaigructurqﬂue (35) prenentp =172, B(t) =T+, i
& =Sa(24),amb S:=1/2 L[u# [U1.Ens queda, per tant, Rgm := —&?|S]S.
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Podem concloure, per tant, que és possible tenir models de LES construits
segons el procés estandard de filtracié amb «I’apreciable» propietat matemati-
ca de dur a problemes ben posats (e. g., model de Leray). D’altra banda, filtrar
no és I'tnica manera d’aconseguir models de LES, com ho demostra el mo-
del de LadyzZenskaja i Kaniel. Fins i tot el célebre model de Smagorinsky es
pot obtenir sense cap necessitat de filtrar, contrariament al que se sol fer a
la literatura. A part dels casos anteriors, Guermond et al. ([29]) analitzen en
el seu estudi diversos models més, incloent-hi models de viscositat espectral,
models de viscositat de submalla, el metode variacional de multiescales, mo-
dels de similaritat, etc. Tot i que no és possible trobar un marc matematic
general on englobar tots aquests models, la seva conclusio principal és que un
model LES hauria de complir dos requisits basics: primerament, hauria de ser
capag de regularitzar les equacions de Navier-Stokes i donar lloc a un sistema
d’equacions diferencials ben posat. En segon terme, el model LES hauria de
seleccionar solucions fisicament rellevants, és a dir, admissibles en el sentit
especificat a la secci6 2.3 (vegeu la definicio 3).

Prenent com a base les consideracions anteriors, Guermond i Prudhomme
([31]) han proposat el concepte d’aproximacions admissibles de les equacions
de Navier-Stokes, com un primer pas vers a una definicé matematica de la LES.

7 Defiinjicio Dirgmyque unasuccessio [uy, py :ljamby >0iuy [TA(0, T;X(Q))
AL® 0,T;L2(Q) i py CDOY]0, T[,L2(Q)/R , és una aproximacio admissible
de les equacions de Navier-Stokes (1)-(5) si, i només si,

1. Existeixen dos espais vectoria_lris de dimensiﬁnita Xy (% CXQ)i My@) —1
L%(Q)/R tals que uy LCP [0,T];Xy(Q) ipy CLT 10, T[,My(Q) .

2. La successio {uy, py} (0 una subsuccessio d’aquesta) convergeix a una so-
lucio feble de (ds_—ﬁS), és a dir, uy - iconvergencia feble) a L2 (0, T; X(Q))
ipy - paDY]0, T[,L2(Q)/R .

3. Lasolucié feble [u, p] és admissible.

Notem que en aquesta definicid hi ha involucrats dos parametres: el para-
metre h, associat a la grandaria de I'escala més petita representable en X, (Q)
(la dimensio de X, (Q) sera de I'ordre de (L/h)3), i el parametre €, associat
a l'escala de tall (o al diametre del suport del filtre) del model d’equacions
utilitzat. Aquest parametre correspon a la grandaria dels remolins actius més
petits del flux. El parametre y de la definicié sera una combinacié de hi € a
determinar en cada cas, i s'’enténquey - Oquane - Oih - 0.

Guermond i Prudhomme proposen seguir la segiient estrategia de tres pas-
sos per tal de construir a la practica aproximacions admissibles:

1. Elaboracié d’un model pre-LES. Aquest pas consisteix a regularitzar les
equacions de Navier-Stokes per tal d’obtenir un problema ben posat i in-
trodueix el parametre €. Per a € - 0 el model pre-LES ha de convergir
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cap a una solucié admissible de les equacions de Navier-Stokes. Es a dir,
el model pre-LES equival al procés d’obtencié de les equacions filtrades
(33) de la LES estandard, perdo amb I’exigéncia que, un cop establerta la
clausura de les equacions, el problema resultant estigui ben posat de ma-
nera que la seva Unica soluci6 convergeixi a una solucio feble admissible
de les equacions de Navier-Stokes.

2. Discretitzaci6 del model pre-LES. Amb aquest pas introduim les funcions
d’aproximacio per a la velocitat i la pressio, els espais de dimensio finita
Xy (Q) i My (Q), i el parametre h.

3. Determinacio de la relacio entre € i h. La relacié entre € i h no pot ser
qualsevol, ja que en prendre els limits € -~ 0i h - 0 s’ha de convergir
cap a una soluci6 admissible de les equacions de Navier-Stokes.

Es pot comprovar que els models de Leray, (NS-a), Lions i LadyZenskaja-Kaniel
comporten aproximacions admissibles de les equacions de Navier-Stokes ([31]).
Ara bé, tot i que el concepte d’aproximacions admissibles constitueix un pri-
mer pas important per tal de construir una teoria matematica de la LES, enca-
ra queden pendents algunes de les qiestions no resoltes de la LES estandard,
com ara la relacié entre els errors del model pre-LES i els errors de la discre-
titzacié numeérica. En aquest sentit val la pena preguntar-se quin paper juga
la simulacié directa, DNS, en aquest context. Es a dir, donats X, (Q) CX(Q) i
My (Q) [L3(Q)/R, ens preguntem si [EIL[Q, T] I'aproximacié de Galerkin

] 1
(0tUn, V) +b (Up, up, V)+v (] m—ﬁh IIII:]= |, v LV TX1,(Q)
q, Ol =0 [CgIM,(Q) (36)
(Uh (X,0),Vv) = (uUg,v) IMTXI(Q)

és admissible. Guermond ([27]) ha demostrat que per al cas de condicions
periodiques, fent servir elements finits de baix ordre que satisfacin una propi-
etat de commutacio6 discreta i amb la condicio inf-sup adequada, la solucié de
(36) és efectivament una aproximacié admissible de les equacions de Navier-
Stokes. Aquest punt és important, ja que pot justificar el fet que tot sovint en
les simulacions computacionals (fent servir metodes de baix-ordre) s’obtenen
millors resultats sense emprar el model LES i deixant que la difusié numeérica
faci el paper estabilitzant de les equacions. Aquesta idea enllaca directament
amb el contingut de la propera seccio.

4 El problema per a les subescales numeériques: VMF
(Variational Multiscale Formulations)

En aquesta seccio ens plantegem el problema de les equacions de Navier-
Stokes des d’un punt de vista en principi diferent de I'adoptat fins ara: I'exclu-
sivament numéric. Comengarem aquesta secci6 descrivint de manera breu en
qué consisteix una aproximacié numerica basada en el métode dels elements
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finits des del punt de vista abstracte, sense descriure obviament com es cons-
trueixen els espais aproximants (la qual cosa es pot consultar, per exemple,
a [6, 8, 26, 32, 57, 61, 66], entre molts altres llibres). En aquesta descripcio
posarem eémfasi en les mancances d’estabilitat dels métodes «classics», en el
sentit que descriurem més endavant. L’'intent de resoldre aquestes mancances
ens dura a la introducci6 del concepte de subescala i la seva aproximacio nu-
meérica. El nostre objectiu és justament posar de manifest la relacié entre les
subescales pensades des d’aquest punt de vista i les que hom pretén «filtrar»
en els models LES.

4.1 Inestabilitats numeériques

Comencem plantejant I’'aproximacio6 del problema (1)-(2). Primer considerarem
I'aproximacio6 en el temps mitjancant un esquema simple de diferencies fini-
tes, i a continuacio introduirem la discretitzacié a I'espai.

Una de les possibles fonts d’inestabilitat numérica apareix quan les equa-
cions de Navier-Stokes s’escriuen en un sistema no inercial i les forces de
Coriolis s6n importants. Malgrat que no hem introduit aquest terme a (1)-(2)
pergqué no aportava res a la discussié de les seccions precedents, a partir d’ara
el tindrem el compte.

Aproximacio temporal. Considerem una particié de I'interval temporal [0, T]
en N subintervals de grandaria ot, per simplificar la notaci6, tots iguals. Fa-
rem servir el metode més simple d’integracié en el temps: I'’esquema d’Euler
enrere. Donada la solucié a t" = ndt, n = 0,1, 2,..., la soluci6 a t"*! es troba
resolent:

. & (-
5t u™t—u" +u™t. T + 20 xu™t?t

—VAUn+1+ |1ﬁr-l :fn+1’ (37)
a"*t=o, (38)

on 2w xu"*! és la forca de Coriolis causada per la rotacio del sistema de refe-
rencia, el qual se suposa que gira amb velocitat angular w (la forga centrifuga
i la de I'acceleracio del sistema de referencia les considerem incloses a f).

L’esquema d’integracié temporal (37)-(38) és de primer ordre en el pas de
temps i incondicionalment estable, és a dir, I'error en el temps (en una certa
norma esmentada més endavant) és d’ordre &t i la soluci6 esta fitada per les
dades independentment de quin sigui aquest pas de temps.

Forma variacional i discretitzacio espacial. Considerem en el que segueix
que les condicions de contorn son de Dirichlet i homogeénies, és a dir, (3),
encara que el que segueix és també aplicable a condicions periodiques. Per al
problema semidiscret (37)-(38) tindrem que u" =0adQ,n=1,2,....
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Si v és una funci6 de test vectorial que s’anul-la a 0Q, multiplicant per
aquesta funcio les equacions de Navier-Stokes (semidiscretes), integrant sobre
Q i «integrant per parts» el terme viscoés i el de gradient de pressio, s’obté la
forma feble (15), que per al problema semidiscret (37) es pot escriure de forma
explicita com:

1 (.| (.| 1
v — u™l—u" +u™t I + 20 x u™t dx
o 9t - -
+v DO Tldx—- p™lrwdx= v-Ff"lax. (39)
o 0 o

Multiplicant ara I’equacio de continuitat (38) per una altra funcié de test q i
integrant sobre Q queda
1

Qq u"*ldx =o0. (40)

En aquest cas semidiscret, les incognites ja no depenen del temps. Els espais
de funcions per a incognites i funcions de test és el mateix: [u™, p"], [v,q] [
X(Q) x L2(Q)/R.

Com és habitual en aquest context, denotarem els espais de treball per
V = X(Q) i Q = L2(Q)/R. Les aproximacions humeriques que considerarem
consisteixen a aproximar V per Vi, [V1i Q per Qn QL amb Vh i Qp de dimen-
sio finita. Entren dins d’aquest tipus d’aproximacions el métode dels elements
finits (conformes), els metodes espectrals i alguns métodes de volums finits.

Fem servir el subindex h per indicar les funcions pertanyents als espais
discrets Vi, i Qp, per tal de distingir-les de les dels espais V i Q. Aixi doncs,
el problema completament discret que queda és: per a n = 1,2,..., trobar
uptt OV i pp™t CQh tals que compleixin:

1 q |
Vh- — uptt—ul +up™t it + 20 < uptt dx
Q %% (- -
+v vl [Wtdx —  pi*tClhdx = vh - F7dx. (42)
(| Q Q Q
gnh Cu*tdx =0. (42)
Q

Estimadors numerics analegs als del problema continu. Vejam quina esta-
bilitat podem obtenir del problema discret plantejat.

Denotem per (1= [[la norma a L?(Q) introduida anteriorment. Su-
posem per simplificar que £ [ CP(0,T;L?(Q)). Prenent v = u™*1jq = p"*!
a (39) i fent servir que (2a,a — b) = [AI2} [BIZH [@l— b [ZPper a qualssevol
funcions a i b, tenim

. & —
o5t W 23 2w it —u" 2+ v oar 2]

=(F"umh < % 2w % 5 i p | (43)
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Si sumem aquestes desigualtats des de n =0 finsa N — 1 (N fix) obtenim

NFr—] NFr—] NFr—
WMV mf2w 2vetmT 'tk stmliccw stz
n=0 n=0 n=0

Fent servir la desigualtat de Gronwall discreta (vegeu, e. g., [35]) resulta:

NET NET
w23 2vstimu™ 2k 2w c  StEM ) (44)
n=0 n=0
que és la versio discreta de I'’estimador d’energia que per al problema continu
correspon a la desigualtat (16). A I'’equaci6 anterior i en tot el que segueix, C
€s una constant genérica.

Igual que per al problema continu, el membre de la dreta de (44) conté
normes de les dades que suposem fitades. Per tant, hem obtingut en particular
que [N =2 C. Ara bé, si en lloc de sumar les desigualtats (43) fins a N — 1 ho
haguéssim fet fins a un m arbitrari hauriem obtingut (UM [CZ C. Amb aixo i la
fitaci6 sobre el segon terme del membre de I'esquerra a (43) ens queda

N

| R |

max ml'C=C i v StuT'ZEC. (45)

n=12,.,N —
n=0

Per analogia amb el problema continu, de vegades es defineixen els espais
[P{X) de successions de funcions amb valo[_ﬁsdﬂﬁ un espai de Banach X com els
formats per successions {vn}ﬂ=0 tals que —ootDv} I;tl< coperalsp <o
i maxn=o,1,...N [} < oo en el cas p = oo. Per tant, els estimadors d’estabilitat
(45) es poden escriure com

{u"} CIT(LA(Q)) i v¥2{u"} CTIHG(Q)). (46)
Observem, per tant, que la successié de solucions en velocitat {u"} pertany
justament a la versi6 discreta de I'’espai de funcions on s’ha de trobar la solu-
ci6 del problema continu, L2(0,T;V(Q)) n L*(0, T;H(Q)). L'4nica diferéncia
és que per al problema continu es pot garantir que la velocitat és de diver-
géencia nulla i en el problema discret només ho sera en el sentit feble donat
per (40).
Malgrat que el teorema 1 garanteix que u CL3(0, T;V (Q))nL*(0, T;H(Q))
per al problema continu i aix0 és del tot suficient, en el cas discret els estima-
dors d’estabilitat (46) tenen diverses mancances:

= No tenim cap estimador per a la pressio.

e L’estimador {u"} CIP(L?(Q)) és important per la informacié sobre el
comportament I temps, pero és molt feble a I'espai.

« Lestimadorv ,_, &t [TIL™ 2k C és molt Gtil si v és gran. Tanmateix,
numericament és irrellevant si v és molt petita.

A continuacié discutim breument quines conseqiéncies tenen aquestes
mancances.
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La inestabilitat de la pressié. Comencem discutint el problema de la pressi6.
A nivell continu, ens hauriem de plantejar si els problemes (13) i (15) s6n
realment equivalents o, altrament dit, si de (13) es desprén I'existéncia d’'una
pressio que pertanyi a I'espai de funcions adequat. En aquest marc continu,
es pot veure facilment que aix0 és aixi si, i només si, es compleix la condicién
inf-sup
O
inf sup g Lrdx =C=>=0. 47)
qrA(Q),, [H3(Q)

Que aquesta condicio certament es compleix ho demostra LadyZenskaja ([45]).
El fet és que per al cas continu no és un resultat especialment rellevant. Més
endavant, Babuska ([1, 2]) demostra una condici6 inf-sup abstracta que prova
que era necessaria i suficient per tal que un problema variacional abstracte
estigués ben posat, tant a nivell continu com discret. Finalment, Brezzi ([5])
prova que per a les equacions de Navier-Stokes (de fet, per al problema de
Stokes, és a dir, sense terme convectiu ni evolucié temporal) la condici6 abs-
tracta de Babuska esdevé (47), és a dir, la condicié que LadyZenskaja ja havia
demostrat en el marc continu. A més, Brezzi demostra que si es compleix a ni-
vell discret I’'aproximacioé numérica al problema de Stokes convergeix de forma
optima.
Tanmateix, la versio discreta de (47), és a dir,

]
I, d
inf sup oh h aX

o —h= >c>o, (48)
ah Qb vy, oy [Qh CLIAZGIC ]

té una dificultat facil d’observar: no s’hereta del problema continu al discret,
malgrat que Vi, [CV1i Qn Q. Aixo és facil de veure notant que el suprem es
pren sobre un espai més petit que V. El problema, doncs, que es planteja des
del punt de vista numeéric és trobar combinacions d’espais Vh i Qn que com-
pleixin la condicio (48). Per les raons d’evoluci6 cap a la comprensi6 d’aquesta
condicio, sovint s’anomena condici6 LBB, per LadyZenskaja-BabuSka-Brezzi, o
simplement condicio BB.

La construccio d’espais discrets Vi i Qn que compleixin (48) no és gens facil
i ha generat una gran quantitat de treballs, en especial en el context del métode
dels elements finits (malgrat que aquesta condicié és obviament aplicable a
metodes numerics variacionals en general). A la referéncia [6] es pot trobar
una descripcio dels treballs més rellevants.

Qué implica {u"} CIT(L%(Q))? L'estimador d’estabilitat {u"} CIF(L2(Q))
involucra certament una norma molt fina en el temps, la millor des del punt de
vista numéric. Tanmateix, L2(Q) és una norma molt feble. Numéricament, que
una funcio6 sigui de quadrat integrable diu més aviat poc. Permet, en particu-
lar, que les solucions numeériques siguin completament oscillatories. Sovint, a
les aplicacions, interessen derivades de la velocitat (per a calcular vorticitat o
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tensions, per exemple) i sobre aquestes no tenim cap control si només sabem
que u" CL3(Q) per a tot n.

Problemes numerics associats a petites viscositats. Aixi com el problema
de la inestabilitat de la pressio és estrictament numeric i no té cap consequéen-
cia fisica, els problemes causats per viscositats petites sén molt rellevants
fisicament i matematica.

Des del punt de vista matematic, el limit v - 0 és un limit singular, en el
sentit que canvia el marc funcional on plantejar el problema (passem de les
equacions de Navier-Stokes a les dites equacions d’Euler en el cas v = 0). Fisi-
cament, les viscositats petites tenen dues implicacions. Per una banda, aparei-
xen capes limit, és a dir, regions de I’espai on una de les dimensions, diguem-
ne el gruix, tendeix a zero quan v - 0, i on la variacio total de la velocitat esta
fitada inferiorment per un valor positiu (aix0 passa també en les capes ano-
menades «de tallant», o shear layers, en anglés). Pero sens dubte I'efecte més
rellevant de viscositats petites és la major importancia del terme de convecci6
no lineal, el qual és responsable de la dinamica terriblement complexa de les
equacions de Navier-Stokes.

Pero ara el que ens interessa és plantejar-nos qué passa quan v és petita
des del punt de vista estrictament numeric. El primer que hem de fer és mesu-
rar qué vol dir «petit» en aquest context. Per aix0, observem que I'estimador
(46) déna directament control (estabilitat) sobre el terme viscds, pero no tenim
cap control sobre

= El terme convectiu si aquest domina el viscos,
= El terme de Coriolis si aguest domina el viscos.

Vejam com mesurar cada cas. Per fixar idees, suposem que el métode nu-
meéric és un metode d’elements finits o de volums finits (variacionals) i sigui
h una mesura de la discretitzaci6, per exemple, la distancia entre nodes. La
importancia relativa del terme de conveccio6 respecte del numeric la mesura el
nombre de Reynolds local, definit per

h
Renh = U—
V)

on ara U és una velocitat caracteristica del node que considerem. Per a va-
lors grans de Rep és justament que (46) no déna prou control del terme de
conveccié. Numericament, aixo es tradueix en les ben conegudes oscillacions
numeriques per convecciéo dominant, de les quals cap aproximacié numerica
se salva, llevat que es modifiqui la forma variacional discreta (41)-(42). Aquest
fet esta extensament explicat i documentat a la literatura numerica (vegeu,
e. g., [57, 61]). Se n’ha donat multiples interpretacions i alguns remeis. Més
endavant en veurem un.
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La importancia relativa del terme de Coriolis la mesura el nombre d’Ekman
local, definit per

\Y)

Ekp = ——,
h wh?

on w és la norma de la velocitat de rotacié del sistema de referéncia. Aquest
nombre és una mesura local del terme viscés dividit pel terme de Coriolis. Per
a valors de Ekp molt petits, (46) no déna prou control del terme de Coriolis
i, igual que en el cas de conveccié dominant, apareixen inestabilitats nume-
riques que es manifesten en aproximacions completament oscillatories [11].
Aquest problema és certament menys «popular» que I'anterior, perd apareix
en problemes d’oceanografia, meteorologia o en fluxos al voltant de maquines
rotatories, en els quals les forces de Coriolis poden ser rellevants.

4.2 Introduccio6 de les subescales a la formulacié numeérica

Les inestabilitats descrites fins ara tenen origens diferents (interpolacié velo-
citat-pressio, dominancia del terme convectiu o dominancia del terme de rota-
cio respecte del viscos). El que és més interessant, pero, és que totes es poden
resoldre mitjan¢ant els anomenats meétodes d’estabilitzacio i, en particular, el
meétode que a continuacid descriurem breument, anomenat la formulacié vari-
acional multiescala. En anglés s’anomena «variational multiscale formulation»
i es fan servir les sigles VMF, que usarem en el que segueix.

Considerem una aproximacié numeérica associada a uns subespais de di-
mensio finita Vi, V] Qn QL La idea fonamental és descompondre

V=V, ¥}] Q=0Qn[qQl
i prendre
u=un+uy p=pp+p" (49)

amb un [V, pn CQh, uP LS pY CQYEls espais Vi QHson en principi
qualssevol que completin Vy i Qn, respectivament, per a obtenir els espais del
problema continu, V i Q.

Es tracta ara de plantejar un problema per a up i pn tenint en compte
I'efecte de u™ p&que anomenarem subescales (de velocitat i de pressié). Na-
turalment, us p~ho es poden obtenir de forma exacta (la qual cosa implicaria
resoldre el problema continu), siné aproximada. Justament els diversos méto-
des numeérics que es poden plantejar (i en els quals no entrarem) es basen a
aproximar les subescales de diferents maneres.

Per simplificar, prendrem p™= 0 en el que segueix, de manera que I'objec-
tiu sera aproximar la subescala de velocitat exclusivament. En el pas de temps
n, siguin u" = u) +u™ i p" = p{). Anomenant &7F = (F"*1 — FN)/3t i
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integrant diversos termes per parts, el problema (37)-(38) ens porta a

(3fun, vh) + (3 utivh)

+ (U™ - ORI, vin) + (U DO vi) = (U Ut D)

+2(@>xuptt vp) — 2™ w x vp)

+v (Ot ozE) — vu™* 1t Avy)
— (P, k) = ™ v D (50)

per a qualssevol vy, [V} i gn [CQh. Aquestes son les equacions de Navier-
Stokes projectades a I'espai V. Per a cert tipus d’aproximacions, cal donar
sentit numeric a les derivades de segon ordre, malgrat que aixo no es rellevant
pel que segueix.

Per a determinar ut'cal projectar les equacions a I’espai V JEl resultat és:

Sru ™t I + 200 x UMM —vAUTTT = P vl (51)

rm = £ gt it - 200 < Ut + vAauPtt — pirt,
on vﬂ;}t és una funci6 a Vy, ortogonal a les subescales.

El problema per a u™és igual de complicat que el problema per a u. Tan-
mateix, només ens cal I'efecte de u™sobre up, no la solucié exacta. El pas
seglient és modelar uf'és a dir, proposar una solucié aproximada. Aquest
naturalment és el punt clau dels métodes VMF. Les possibilitats sén diverses,
des d’aproximar les subescales mitjancant interpolacions locals fins a donar
formules tancades per a les subescales. Per exemple, si substituim I'equacio
diferencial de les subescales (51) per I'’equaci6 algebraica

IjII 1l:lljh+l_ 1 o n+1 n+1
a+¥ u —au +r + Vot
amb
I:IV 1 ]
T.= clﬁ+czT+c3IIi|:I ,

existeixen valors de les constants ¢, ¢, i c3 per als quals la subescala exacta
i 'aproximada tenen aproximadament la mateixa norma L? a subdominis del
domini Q (que depenen del métode numeric) i, per tant, la mateixa energia
cinética ([12]).

Un cop es té una aproximacio per a les subescales, el problema queda tan-
cat portant-la a (50). En conclusié, la idea es pot resumir de la manera segiient:

= Plantejar la descomposici6 (49).

= Escriure les equacions per a les incognites uy, i py; en els espais discrets
i per a les subescales, (50) i (51) respectivament.
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= Aproximar les subescales, és a dir, resoldre (51) aproximadament.

* Incorporar aquesta aproximacio a I’equacio projectada a I'espai discret
Vh (i Qn, si és el cas), en el nostre cas (50).

El procediment conceptual queda aixi definit. La manera de triar les subes-
cales determinara si hem assolit I'objectiu que originalment ens plantejavem:
millorar I'estabilitat que proporcionen els estimadors (45). Diverses formula-
cions mostren que aixo efectivament és aixi: es poden resoldre numericament
problemes dominats per conveccid, dominats per rotacio i no cal satisfer la
condicio (48) sobre els espais interpolants de velocitat i pressio.

Observacions

Dins d’aquest marc, i amb moltes simplificacions addicionals, es poden
justificar alguns dels anomenats meétodes d’estabilitzacié que han anat
apareixent des dels anys setanta per a resoldre les diverses inestabili-
tats descrites anteriorment. De fet, aguesta fou la motivacié original de
les VMF proposades originalment a [37, 38], el format de les quals hem
seguit aqui.

= El punt clau és plantejar la descomposicié V = V,, [YI'A diferéncia de
les formulacions LES, ara Vp, esta ben definit i de V 5sabem que només en
volem I'efecte sobre V.

= Quan aproximem V Hel resultat sera un espai de dimensio finita. Per tant,
triar-lo és tant com triar una projeccié P : V - Vp, i no cal que sigui la
de V (la que li dona estructura d’espai de Hilbert).

= També és possible plantejar la descomposicié en part capturable i subes-
cales en el temps (com en el métode de Galerkin no lineal, [54, 39]).

e Laidea u = u + uflamb u la incognita d’'un problema i u I'escala «ma-
croscopica», és comuna a moltes teories (turbuléncia classica, homogene-
Ttzacio, acuUstica...) L'interés de fer-la servir en el context numeéric és que
permet arribar forca lluny.

« L’analisi matematica dels métodes d’estabilitzacié particulars per a les
equacions de Navier-Stokes esta lluny de ser completa (i menys encara
per a les VMF en abstracte). L’estabilitzacié de la pressio per al problema
estacionari es considera, per exemple, a [13, 4] i per al problema transi-
tori a [3]. L’estabilitzacié del problema dominat per convecci6 s’analitza
(amb éxit només parcial) a [68, 69] en el cas estacionari i a [33] en el cas
transitori.

5 VMF és LES?

A les dues seccions precedents hem tractat d’explicar les bases de dos en-
focaments per a estudiar les equacions de Navier-Stokes completament dife-
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rents. Conclourem aquest article amb alguns comentaris i observacions sobre
aquests dos enfocaments i els seus possibles nexes d’unié.

A la seccié 3 hem introduit els models dits LES. Malgrat que el seu objectiu
és I'aproximacio numerica, el seu plantejament és previ a aquesta aproximacio.
A partir de la descripci6 de la dinamica del problema original, els models LES
tenen per objectiu plantejar un problema amb el mateix comportament pero
nomeés per a les «macroescales», obtingudes després d’un cert filtratge de les
equacions i una aproximacio al tensor de subescales.

D’altra banda, a la seccié 4 hem introduit els models VMF, els quals es
plantegen directament com a formulacions numeériques. D’aquests, i de la seva
comparacié amb els models LES, podem fer els comentaris seguents:

« A les VMF no hi ha «filtratge», sind una expressié tancada de les subes-
cales. La manera d’obtenir aquesta expressio és justament el que carac-
teritza els diversos models VMF.

< No hi ha ambiguitat sobre qué és una subescala: voldriem que u, =
Ph(u) per a alguna projeccié Py, sobre I'espai discret, d’on u™= u—Pp(u).
No hi ha problema de tancament, més enlla del que implica proposar una
expressio per a Pp.

= Segons la definicié de Guermond i Prudhomme presentada a la seccio 3,
€ = h, és a dir, el terme «regularitzant» I'introdueix la mateixa aproxi-
macié numeérica. Altrament dit, a les VMF no hi ha cap model pre-LES,
sind que el terme regularitzant prové de tenir en compte I'efecte de les
subescales numeériques.

e Que un [Llpn [Pl [u, p] sigui una solucié admissible és un problema
obert. Dependra del model de subescales. La convergéncia a una solucié
feble del problema continu, aixo si, esta garantida emprant directament
la técnica de Hopf ([36]) i resultats d’estabilitat similars a (44).

« Les subescales han de satisfer alguns requisits fisics que s’expliquen de
la discussi6é presentada a la seccié 3. En particular, s’ha de complir la
llei dels —5/3 que prediu la teoria de Kolmogorov K41 (27). Aixi mateix,
la dimensid de I'atractor discret que en resulti ha de ser d’ordre Re9/4,
segons s’estableix a (32). Un altre requisit, que aqui no hem discutit,
és el comportament en capes limit i en capes de tallant, el gruix de les
quals s’obté d’analisis asimptotiques i resulta ser de la forma Re™2, per
a algun exponent a > 0. Tots aquests requisits s’haurien de verificar
numericament i demostrar analiticament.

D’aquestes observacions podem conjecturar que
* Possiblement, VMF és LES, amb les definicions que hem donat d’aquests

termes...
e ... Pero, tenint VMF, cal pensar en LES?
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« Altrament dit, la turbuléncia ha de ser un model fisic o numeéric? Molt

possiblement, I'enfocament completament numeéric de les VMF fa inne-
cessaria la referéncia als models LES. Aquesta idea, amb la qual estem
d’acord, sembla que comenga a fer forat, ni que sigui de forma implicita,
en molts treballs numérics.
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