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Introducció als polinomis de Rédei

Simeon Ball

Resum Aquest article descriu algunes aplicacions dels polinomis de Rédei a proble-
mes sorgits en l’àmbit de les geometries finites. Començarem amb una introducció
als polinomis per Rédei per poder resoldre un problema de la factorització dels grups
elementaris abelians. Llavors, continuarem amb les seves aplicacions, donades per
Blokhuis, a problemes de conjunts bloquejadors a plans finits. Finalment, considerarem
resultats de Brouwer-Schrijver i Alon-Tarsi en dimensions més grans.

Paraules clau: polinomis de Rédei, geometries finites.

Classificació MSC2000: 05.

1 Introducció

Els plans afí i projectiu reals són models geomètrics clàssics que tenen els seus
anàlegs en el context de les geometries finites, en les quals el nombre de punts
és finit. Tant des del punt de vista axiomàtic com des de la seva descripció
algebraica, aquests models finits es corresponen exactament amb les versions
clàssiques: simplement es tracta de substituir el cos R de les versions reals per
un cos finit. Recordem que hi ha un cos finit únic de q elements per a cada q
que és potència d’un nombre primer (i no n’hi ha cap si q no és una potència
d’un nombre primer). Aquí denotarem per Fq el cos finit de q elements amb
q = pr , r ≥ 1 i p primer.

Així, doncs, el pla afí sobre Fq, que denotarem per AG(2, q) (acrònim de
l’anglès affine geometry), té per conjunt de punts les parelles (x, y) de Fq × Fq,
i per conjunt de rectes les solucions d’equacions del tipus y = ax + b o x = a,
a, b ∈ Fq. D’aquesta manera cada dos punts determinen una única línia, i dues
línies o no es tallen o ho fan en un únic punt. El pla afí es pot estendre al pla
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Figura 1: El pla de Fano.

Figura 2: El pla afí i el pla projectiu sobre F3.

projectiu PG(2, q) afegint un punt per a cada família de línies paral.leles i la
línia formada per tots aquests punts. Des del punt de vista algebraic, els punts
de PG(2, q) es poden identificar amb els subespais de dimensió 1 de (Fq)3 i
les línies són els subespais de dimensió 2. D’aquesta manera, cada dos punts
determinen una única línia i cada dos línies es tallen exactament en un punt.
L’exemple més senzill (i força important) de pla projectiu finit és el pla de Fano,
PG(2, 2), dibuixat a la figura 1. A la figura 2 hi ha dibuixats el pla afí i el pla
projectiu sobre F3.

Observem al pla de Fano de la figura 1 que cada línia conté tres punts i
que cada punt és incident amb tres línies (una de les línies s’ha de dibuixar
arrodonida; és per això que en el context de les geometries finites es parla de
línies en lloc de rectes). Aquesta observació fa pensar en la mena de problemes
que poden considerar-se en el context de les geometries finites: a més dels
problemes geomètrics clàssics, en sorgeixen molts de nous relacionats amb
l’enumeració.
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Un cop establerts alguns dels elements sobre els quals formularem els
nostres problemes, podem introduir un teorema ben bonic del matemàtic
hongarès Lazslo Rédei (1900–1986) que és a l’origen del tema d’aquest article.
Dos punts (a1, a2) i (a′

1, a′
2) al pla afí finit AG(2, q) diem que determinen la

direcció
a2 − a′

2

a′
1 − a1

,

si a1 ≠ a′
1, o la direcció ∞ si a1 = a′

1. El teorema a què fèiem referència diu el
que segueix:

1 Teorema (Rédei, [17]) Sigui p un nombre primer senar i A un conjunt de
p punts del pla afí AG(2, p). Si A no és una línia, aleshores els punts de A
determinen com a mínim (p + 3)/2 direccions.

Per exemple, si cinc punts del pla afí AG(2, 5) determinen menys de quatre
direccions, aleshores només en determinen una: són tots sobre una mateixa
línia (i són tots els punts d’aquesta línia ja que totes tenen exactament cinc
punts).

L’objectiu d’aquest article és explicar el mètode de demostració que va
introduir Rédei per a aquest i altres resultats, un mètode basat en la construcció
de certs polinomis. Veurem com el mètode ha estat aplicat amb èxit a diversos
problemes, particularment en els de trobar fites inferiors per al cardinal del
nombre de punts d’un pla afí AG(2, p) que calen per trepitjar totes les línies del
pla, una de les aplicacions fonamentals dels polinomis de Rédei desenvolupada
per Aart Blokhuis.

Els polinomis de Rédei formen part del que s’anomena mètodes polinomials
en combinatòria. Hi ha molts exemples de les aplicacions de polinomis a la
matemàtica discreta: posem per cas el polinomi de Tutte per matroides [13],
el polinomi d’enumeració de pesos d’un codi [14], el polinomi de l’índex dels
cicles d’un grup de permutacions [9] o, més rellevant per a les aplicacions
que apareixen en aquest article, les aplicacions de l’anomenat combinatorial
Nullstellensatz d’Alon [1]. Tot i això, els polinomis més usats en l’estudi de
problemes sorgits en l’àmbit de les geometries finites van aparèixer per primera
vegada en el llibre de Rédei [17]. És per això que s’anomenen polinomis de Rédei.

En general, tant si fem servir els polinomis de Rédei com si no, la manera
d’aplicar els polinomis a un objecte geomètric és la següent: donat un subcon-
junt A de punts d’una geometria finita amb una certa propietat de regularitat,
escrivim un polinomi f que ens tradueix les propietats geomètriques de A a
propietats algèbriques de f . Procurem llavors obtenir més propietats de f que
ens donin més informació geomètrica sobre A.

2 El treball inicial de Rédei

Per veure com Rédei va arribar a l’enunciat del teorema 1, repassem primer un
dels problemes que l’ocupaven.
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Sigui G un grup abelià finit. Diem que els conjunts A, B ⊂ G formen una
factorització de G si cada element g ∈ G s’escriu de manera única com a
g = a + b amb a ∈ A i b ∈ B. No és difícil trobar exemples de factoritzacions
d’un grup abelià: prenem un subgrup propi A de G i prenem com a B un
transversal de A, és a dir, un element de cada classe lateral de G mòdul A.
L’objectiu de Rédei era el de classificar els grups abelians per als quals aquesta
és l’única mena de factoritzacions possible.

Un dels casos més simples és aquell en què el grup és G = (Z/pZ)2, el
producte de dos grups cíclics amb p elements, on p és primer i imparell.

Llevat de casos trivials, si G = A + B és una factorització de G, aleshores
tant A com B tenen p elements. Vegem com Rédei va formular el problema per
concloure que un dels dos conjunts ha de ser un subgrup (o la classe lateral
d’un subgrup).

Sigui ε ∈ C \ {1}, una arrel p-èsima de la unitat, εp = 1. Sigui {a, b} una
base de G. Escrivint l’operació de G en forma multiplicativa,

G = {aibj | 0 ≤ i, j ≤ p − 1} .

Per a cada z ∈ Zp = {0, 1, . . . , p − 1} definim

ωz(aibj) = εiz+j .

Es verifica que ωz(gh) = ωz(g)ωz(h). A més, per a cada h i cada z,

ωz(h)
∑

g∈G
ωz(g) =

∑
g∈G

ωz(gh) =
∑

g∈G
ωz(g) .

Per tant,
∑

g∈G ωz(g) = 0. Com que A i B formen una factorització de G,
obtenim

0 =
∑

g∈G
ωz(g) =

∑
a∈A

ωz(a)

∑
b∈B

ωz(b)

 .

Per tant, un dels subconjunts A o B, diguem A, té la propietat que per almenys
(p + 1)/2 elements z de Zp,

0 =
∑

a∈A
ωz(a) =

∑
a∈A

εa1z+a2 , (1)

on a = (a1, a2). Sigui S una seqüència de p arrels p-èsimes de la unitat amb la
propietat que

p−1∑
i=0

ciεi = 0,

on ci és el nombre de vegades que apareix εi en S. Aleshores ε és una arrel del
polinomi f (X)=

∑p−1
i=0 ciXi ∈ Z[X]. D’altra banda, sigui g(X)=(Xp −1)/(X −1);

pel criteri d’Eisenstein, el polinomi g(X + 1) és irreductible a R[X] i, per tant,
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g(X) també ho és. Sigui d = (f , g) el polinomi de R[X] que és el màxim comú
divisor de f i g en R[X]. Com que g és irreductible en R[X], el polinomi d és
o bé 1 o bé un múltiple del polinomi g. Però en C els polinomis f i g tenen
una arrel comuna i, per tant, d ≠ 1. Concloem que f és múltiple de g i, a més,
com que tenen el mateix grau i

∑p−1
i=0 ci = p, els dos polinomis coincideixen. En

particular ci = 1 per a cada i. Tot això significa que

{a1z + a2 | a ∈ A} = {0, 1, . . . , p − 1} ,

per almenys (p + 1)/2 elements z ∈ Zp. El teorema de Rédei que exposarem a
la secció següent demostra que un subconjunt A de Z2

p amb aquesta propietat
ha de ser una classe lateral.

3 Els polinomis de Rédei i el seu teorema

En lloc del grup Zp, Rédei fa servir el cos Fp, que té els mateixos elements i la
mateixa taula d’addició, però té, a més, l’operació de multiplicació mòdul p.

Recordem que, per a cada c ∈ Fp , es satisfà cp =c, i, per tant,
∏

c∈Fp (X−c) =
Xp − X. Denotarem per f ◦ el grau d’un polinomi f .

A la demostració del teorema següent de Rédei es pot apreciar la idea
central que és a la base de tot el desenvolupament posterior d’aquest mètode
polinomial.

2 Teorema Sigui A un subconjunt de F2
p amb p elements i sigui N el conjunt

dels elements z ∈ Fp amb la propietat que

{a1z + a2 | a ∈ A} = {0, 1, . . . , p − 1}.

Si |N| ≥ (p + 1)/2, aleshores A és una classe lateral.

Prova Sigui
r(X, Y ) =

∏
a∈A

(X + a1Y + a2) .

Per hipòtesi, els elements z ∈ N tenen la propietat

r(X, z) =
∏

a∈A
(X + a1z + a2) =

∏
c∈Fp

(X − c) = Xp − X .

Ara escrivim el polinomi r com a polinomi en X amb coeficients que són
polinomis en Y

r(X, Y ) =
|A|∑
j=0

σj(Y )X|A|−j . (2)

El grau del polinomi r(X, Y ) és |A| = p i, per tant, el grau del polinomi σj(Y )
és menor o igual que j.
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D’acord amb (2), si z ∈ N, aleshores σj(z) = 0 per a cada j = 1, 2, . . . , p − 2.
Com que un polinomi no nul no pot tenir més arrels que el seu grau

σ1 ≡ σ2 ≡ · · · ≡ σ|N|−1 ≡ 0 ,

llevat que |N| sigui p.
Suposem que hi ha un element z 6∈ N. Aleshores

r(X, z) =
∏

a∈A
(X + a1z + a2) = Xp +

p∑
j=N

σj(z)Xp−j = Xp + s(X) , (3)

per a algun polinomi s ≠ −X de grau menor o igual que p − N.
Tots els factors de r(X, z) són factors de Xp −X i els que tenen multiplicitat

més gran que 1 són factors de r ′ = dr/dX; per tant,

r(X, z) | (Xp − X)r ′ .

Les operacions en Fp són mòdul p i, per això, la derivada de r és r ′ =pXp−1 +
s′ = s′, la qual té grau com a màxim p − N − 1. La divisibilitat assegura

r(X, z) | (Xp − X − r(X, z))r ′ = −(X + s(X))s′ .

Si s′ ≠ 0, aleshores el grau de r , que és igual a p, és com a màxim 2s◦ − 1. Això
vol dir que p ≤ 2(p − N) − 1 o N ≤ (p − 1)/2, cosa que contradiu la nostra
hipòtesi.

Així, doncs, tenim s′ = 0 i s = c per algun c ∈ Fp. Substituint a (3),

r(X, z) =
∏

a∈A
(X + a1z + a2) = Xp + c = (X + c)p ,

i, per tant,

A = {(a1, c − a1z) | a1 ∈ Fp} = (0, c) + {x(1, −z) | x ∈ Fp}.

En altres paraules, A és una classe lateral del subgrup additiu de F2
p generat

per (1, −z). Notem que en aquest cas Fp \ N pot constar només d’un element.
Finalment tenim el cas que N = Fp. Prenem dos elements a = (a1, a2) i

a′ = (a′
1, a′

2) de A. No hi ha cap element de z ∈ Fp tal que a1z + a2 = a′
1z + a′

2,
la qual cosa implica que a1 = a′

1 = c per a algun c ∈ Fp. Aleshores A és la
classe lateral (c, 0) + {(0, x) | x ∈ Fp} i obtenim la mateixa conclusió. �

La demostració anterior, de gran bellesa i enginy, fa intervenir el polino-
mi r que és un producte de polinomis lineals amb coeficients en un cos finit.
Qualsevol polinomi d’aquest tipus s’anomena un polinomi de Rédei.

Hi ha d’altres maneres de descriure el teorema de Rédei. La propietat

{a1z + a2 | a ∈ A} = Fp
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implica que no hi ha cap parell d’elements a, a′ ∈ A amb la propietat a1z+a2 =
a′

1z + a′
2, o sigui

−z = a2 − a′
2

a1 − a′
1

.

En termes geomètrics, −z no apareix com a direcció entre dos punts qualssevol
(a1, a2), (a′

1, a′
2) de A. El teorema de Rédei, doncs, diu que, si un conjunt de

p punts del pla afí AG(2, p) determina com a màxim (p + 1)/2 direccions,
aleshores és una línia. Aquest és l’enunciat del teorema 1.

El teorema de Rédei ens presenta un seguit de preguntes. Primer, la fita
(p + 1)/2 és la millor possible? La resposta a aquesta pregunta és afirmativa.
Hi ha exemples de Megyesi on

A = {(x, 0), (0, −y) | x, y ∈ Fp xd = 1 yd ≠ 1}

que tenen d direccions no determinades, les arrels d-èsimes de la unitat. És
clar que, per a això, cal que Fp tingui arrels d-èsimes de la unitat, que és el que
passa quan d divideix p − 1. Si escollim d = (p − 1)/2, obtenim un exemple de
conjunt que determina (p + 3)/2 direccions (hi ha una direcció infinita) i que
no és una classe lateral, fet que prova que la fita dels teoremes 1 i 2 és justa.
Fixem-nos que, si escollim d = p − 1, el conjunt A és una línia.

La segona pregunta pot ser què passa quan tenim menys direccions no
determinades. Gács [10] va demostrar que, si |N| ≥ 2dp − 1/6e + 1, aleshores
A està contingut en la unió de dues línies, és a dir, en la unió de dues classes
laterals. Notem que, quan p ≡ 1 (mod 3), hi ha un exemple de Megyesi amb
|N| = (p −1)/3, que gairebé arriba a la fita de Gács. Hi ha un teorema de Szőnyi
[19] que diu que, si A està contingut en la unió de dues línies i no determina
com a mínim tres direccions, aleshores A és una generalització d’un exemple
de Megyesi.

La tercera pregunta que ens podem plantejar és què passa quan substituïm
el cos Fp per Fq, el cos amb q elements on q és una potència d’un primer. Els
resultats principals de [4] i [6] diuen que, si |N| ≥ (q + 1)/2, aleshores A és
una classe lateral d’un subespai de dimensió r sobre Fpe , on q = per .

Una altra pregunta pot ser què passa quan A té més de p elements. Procu-
rarem donar una resposta a aquesta pregunta en la propera secció.

4 El teorema de Blokhuis

El teorema de Blokhuis [5] és una generalització del teorema de Rédei per a
conjunts de més de p elements. La prova segueix els mateixos passos que la
del teorema de Rédei fent servir el lema següent de caràcter tècnic. Recordem
que f ◦ és el grau d’un polinomi f .

3 Lema Sigui r(X) = t(X)Xp + s(X) tal que el màxim comú divisor de s i t és 1,
i els graus de s i t són com a màxim (p − 1)/2. Si r(X) és un polinomi de Rédei,
és a dir, un producte de polinomis lineals a Fp[X], aleshores o bé r = e(X + c)p

per a alguns elements c, e ∈ Fp, o bé r(X) = (Xp − X)t(X).
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Prova Els factors de r(X) són factors de Xp − X i, per tant, són factors de
t(Xp − X) − r = −(tX + s). Els factors amb multiplicitat més gran que un
de r(X) són factors de r ′ = dr/dX = Xpt′ − s′ i, per tant, són factors de
t′r − r ′t = t′s − s′t. Com que r(X) és un producte de polinomis lineals,

r(X) | − (Xt + s)(t′s − s′t) .

A mà dreta de la divisibilitat el polinomi té grau com a màxim (p + 1)/2 +
s◦ + t◦ − 1 ≤ p − 1 + t◦. A mà esquerra de la divisibilitat el polinomi r té grau
p + t. Per tant, (Xt + s)(ts′ − t′s) = 0.

Si s = −Xt, aleshores r = (Xq − X)t.
Si s′t = t′s, aleshores t divideix t′ (perquè (s, t) = 1) i, consegüentment,

t′ = 0 i s′ = 0. Per tant, t = e i s = ec per a alguns elements c, e ∈ Fp. �

4 Teorema Sigui A un subconjunt de F2
p amb p +k elements i sigui N el conjunt

dels elements z ∈ Fp amb la propietat que

{a1z + a2 | (a1, a2) ∈ A} ⊇ Fp .

Si |N| ≥ (p + 1)/2 + k, aleshores A conté una classe lateral.

Prova Sigui
r(X, Y ) =

∏
a∈A

(X + a1Y + a2) .

Per hipòtesi, si z ∈ N, aleshores

r(X, z) =
∏

a∈A
(X + a1z + a2) = (Xp − X)t(X) ,

per a algun polinomi t(X) de grau k. Com abans, escrivim el polinomi r com a
polinomi en X amb coeficients polinòmics en Y ,

r(X, Y ) =
|A|∑
j=0

σj(Y )X|A|−j .

El grau del polinomi r és |A| i, per tant, el polinomi σj(Y ) té grau menor o
igual que j.

Suposem que z ∈ N. Hem vist que σj(z) = 0 per a j = k + 1, k + 2, . . . , q − 2.
Com que un polinomi no nul no pot tenir més arrels que el seu grau,

σk+1 ≡ σk+2 ≡ · · · ≡ σ|N|−1 ≡ 0.

Ara, suposem que y 6∈ N. Aleshores,

r(X, y)=
∏

a∈A
(X + a1y + a2)=

k∑
j=0

σjXp+k−j +
p+k∑
j=N

σjXp+k−j =t(X)Xp + s(X) ,

per a alguns polinomis s i t, on s ≠ −Xt, s◦ ≤ p − (N − k) i t◦ ≤ k.
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Sigui d(X) el màxim comú divisor de s i t.
Per hipòtesi, |N| − k ≥ (p + 1)/2 i, com que |N| ≤ p, tenim k ≤ (p − 1)/2. A

més, s ≠ −Xt i, per tant, el lema 3 implica que r(X, z)/d = e(X + c)p.
Ara podem fer servir els mateixos raonaments de la prova del teorema de

Rédei per concloure que A conté una classe lateral. �

El teorema de Blokhuis és important per les seves aplicacions als conjunts
bloquejadors (en anglès, blocking sets) del pla projectiu PG(2, p). El pla projectiu
PG(2, p) consta dels punts

〈(x, y, z)〉 = {λ(x, y, z) | λ ∈ Fp},

on x, y, z ∈ Fp no són tots zero. És a dir, un punt és un subespai de dimensió
u de l’espai vectorial F3

p de dimensió tres sobre Fp. Les línies són donades per
equacions homogènies

aX + bY + cZ = 0 .

Fixem-nos que, si considerem només els punts de PG(2, p) amb z ≠ 0, recupe-
rem el pla afí AG(2, p).

Un conjunt bloquejador B d’un pla és un conjunt de punts amb la propietat
que cada línia és incident com a mínim, ambun punt de B. Com que al pla
projectiu dues línies qualssevol es tallen, el conjunt de punts format per una
línia és evidentment un conjunt bloquejador. Una conseqüència directa del
teorema de Blokhuis és que qualsevol conjunt bloquejador petit ha de contenir
un d’aquests bloquejadors trivials.

5 Corol.lari Sigui B un conjunt bloquejador del pla projectiu PG(2, q), on q és
una potència d’un primer. Si |B| < 3(q + 1)/2, aleshores B conté una línia del
pla.

Prova Podem suposar que B és un conjunt bloquejador minimal per inclusió.
Les línies definides per les equacions Y =mX +cZ en el pla PG(2, q) són inci-

dents amb el punt projectiu 〈(1, m, 0)〉. Sigui N el conjunt d’elements m ∈ Fq
tals que el punt 〈(1, m, 0)〉 no pertany a B. Totes les línies Y = mX + cZ,
m ∈ N, són incidents amb un punt a = 〈(a1, a2, 1)〉 ∈ B. Així, doncs, per a
cada c ∈ Fp hi ha a ∈ B tal que c = −a1m + a2, o sigui

{a1(−m) + a2 | a ∈ B} ⊇ Fp .

Podem suposar que el punt 〈(0, 1, 0)〉 ∈ B i, per tant, B té p + 1 − |N| punts
amb la tercera coordenada igual a zero. Sigui |B| = p + k + (p + 1 − |N|).
Aleshores |N| = 2p + 1 + k − |B| ≥ (p + 1)/2 + k, i el teorema 4 implica que B
conté una línia. �

L’exemple de Megyesi amb d = (p − 1)/2 es pot estendre a un exemple d’un
conjunt bloquejador de PG(2, p) que no conté cap línia i que té exactament
3(p + 1)/2 elements. Per tant, la fita en el corol.lari 5 és la millor possible.
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Si procurem substituir PG(2, p) per PG(2, q), on q és una potència d’un
primer, el problema de decidir sobre l’optimalitat de la fita esdevé molt més
complicat. Hi ha exemples de conjunt bloquejadors que tenen menys de (p +
1)/2 punts i no contenen cap línia. La construcció següent és de Lunardon
[15] i Polverino i Polito [16]. Sigui q = ph i sigui e un divisor de h. Les línies
de PG(2, q), que són els subespais de dimensió 2 de F3

q, són subespais de

dimensió 2h/e de F3h/e
pe . Sigui U un subespai de F3h/e

pe de dimensió h/e + 1.
Sigui B els punts de PG(2, q), que són subespais de dimensió h/e, que tenen
una intersecció no trivial amb U . Cada línia té una intersecció no trivial amb U
i per tant és incident amb un punt de B. A més,

|B| ≤ (pe)h/e+1 − 1
pe − 1

= q + q − 1
pe − 1

< 3(q + 1)/2 ,

tret que pe sigui 2.
Hi ha una conjectura que diu que tots els conjunts bloquejadors de PG(2, q)

de mida menys que 3(q + 1)/2 són coneguts i es poden construir de la manera
indicada en el paràgraf anterior. Szőnyi [18] va demostrar que, si B és un
conjunt bloquejador amb |B| < 3(q + 1)/2, aleshores el nombre de punts de
B incident amb cada línia és congruent amb 1 mòdul p. La conjectura, però,
continua oberta.

5 Conjunts bloquejadors a l’espai afí AG(n, q)

En aquesta secció obtindrem una fita inferior per a la mida d’un conjunt bloque-
jador del pla afí AG(2, p). De fet, obtindrem una fita més general. Substituïm
p per qualsevol potència d’un primer q i 2 per qualsevol dimensió n. La fita
inferior per a la mida d’un conjunt bloquejador d’AG(2, q) (o AG(n, q)) no
depén de si q és primer o no i, com veurem, és més gran que la fita en el cas
projectiu.

Primer de tot, hem de parlar una mica d’un ideal de l’anell de polinomis
Fq[X1, . . . , Xn].

Sigui
I = 〈(Xq

1 − X1), . . . , (Xq
n − Xn)〉 ,

l’ideal generat pels polinomis de la forma (Xq
i −Xi), 1 ≤ i ≤ n; és a dir, I consta

de tots els polinomis f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] que podem escriure com a

f =
n∑

i=0

(Xq
i − Xi)fi ,

per a alguns polinomis fi ∈ Fq[X1, . . . , Xn].
L’ideal I té la caracterització següent.

6 Lema Un polinomi f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] té la propietat que

f (x1, x2, . . . , xn) = 0

per a cada x ∈ Fn
q si i només si f ∈ I.
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Prova La implicació (⇐) és evident. La implicació (⇒) es pot provar per induc-
ció sobre el nombre de variables. Si n = 1, el polinomi f (X) = (Xq − X)f1 per
a algun polinomi f1 si i només si f (x) = 0 per a cada x ∈ Fq. Suposem n > 1.
Podem escriure

f =
n−1∑
i=0

(Xq
i − Xi)fi + h ,

on el grau de Xi en h és com a màxim q − 1 per a cada i = 1, 2, . . . , n − 1. Per
la hipòtesi d’inducció, f (X1, . . . , Xn−1, xn) ∈ I per a cada xn ∈ Fq i, per tant,
h(X1, . . . , Xn−1, xn) ∈ I, la qual cosa assegura que h(X1, . . . , Xn−1, xn) = 0. Així,
doncs, Xq

n − Xn divideix h. �

L’espai afí de dimensió n ≥ 3, AG(n, q), és una extensió del pla AG(2, q).
Els seus punts tenen n coordenades de Fq i els seus hiperplans són donats per
equacions de la forma

b1X1 + b2X2 + . . . + bnXn = δ,

on δ = 0, 1. Un conjunt bloquejador d’AG(n, q) és un conjunt B amb la propietat
que cada hiperplà passa per algun punt de B. El problema que es planteja és
trobar una fita mínima per a la mida d’un conjunt bloquejador. La prova del
teorema següent de Jamison [12] és de Brouwer i Schrijver [7].

7 Teorema Un conjunt bloquejador d’AG(n, q) té com a mínim n(q − 1) + 1
punts.

Prova Sigui B un conjunt bloquejador d’AG(n, q). Podem suposar, sense per-
dre la generalitat, que (0, 0, . . . , 0) ∈ B. Sigui r el polinomi de Rédei de grau |B|,
definit per

r(X) =
∏
b∈B

(b1X1 + . . . bnXn − 1) .

Per hipòtesi,
r(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

per a cada x ∈ Fn
q i x ≠ 0. Notem que r(0) ≠ 0. No obstant això, per a qualsevol

i ∈ {1, . . . , n}, el polinomi Xir(X) ∈ I. Escrivim

r(X) = h(X) +
n∑

j=1

(Xq
j − Xj)fj ,

on el grau de h en qualsevol de les variables Xj és com a màxim q−1. Aleshores,
Xir ∈ I implica Xih ∈ I i, per a les fites dels graus de h, el polinomi Xih ∈ 〈Xq

i −
Xi〉. Per tant, Xq

i −Xi divideix Xih així que Xq−1
i −1 divideix h. Consegüentment,

h és un múltiple del polinomi

n∏
i=1

(Xq−1
i − 1).
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Com que h(0) = r(0) ≠ 0, h és un polinomi diferent de zero. Per això, el grau
de h és com a mínim n(q − 1). D’altra banda, el grau de r , r ◦ = |A| − 1, és com
a mínim el grau de h.

La fita és la millor possible. El conjunt dels punts que tenen com a màxim
una coordenada diferent de zero té la propietat desitjada i la seva mida és
n(q − 1) + 1.

6 La conjectura de Jaeger

Sigui GL(n, q) el conjunt de les matrius n × n no singulars amb coeficients a
Fq, on, com sempre, q és una potència d’un nombre primer. François Jaeger va
proposar una conjectura simple i ben curiosa:

8 Conjectura (Jaeger) Per a cada matriu A de GL(n, q), hi ha un vector
v ∈ Fn

q amb la propietat que v i Av no tenen cap coordenada zero.

Jaeger va formular aquesta conjectura per al cas q = 5. En aquesta secció
veurem una demostració de la conjectura en el cas en què q no és primer. El
cas en què q és primer continua obert per a q ≥ 5. Les matrius(

1 0
1 1

)
i

(
1 1
1 −1

)
són contraexemples de la conjectura per als casos q = 2 i q = 3 respectivament.

En el cas q = 2 l’únic vector amb cap coordenada zero és (1, 1) i(
1 0
1 1

)(
1
1

)
=
(

1
0

)
,

i, per tant, o bé v o bé Av té una coordenada zero.
En el cas q = 3 sigui (x, y) un vector que no té cap coordenada zero, xy ≠ 0.

Com que F3 té només dos elements no zeros, o bé x = y o bé x = −y . Així,
doncs, (

1 1
1 −1

)(
x
y

)
=
(

x + y
x − y

)
,

i, per tant, o bé v o bé Av té una coordenada zero.
Per demostrar la conjectura de Jaeger en el cas en què q no és primer,

adaptem la demostració feta per Alon i Tarsi [2]. Fa servir un altre ideal

I∗ = 〈(Xq−1
1 − 1), . . . , (Xq−1

n − 1)〉 ,

que té la caracterització següent, que es demostra de manera anàloga al lema 6.

9 Lema Un polinomi f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] té la propietat

f (x1, x2, . . . , xn) = 0

per a cada x ∈ (Fq \ {0})n si i només si f ∈ I∗.
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El teorema següent no és enunciat en els termes de la conjectura de Jaeger,
però veurem després com aquesta se’n dedueix.

10 Teorema Sigui q no primer. Per a qualsevol parella de bases B i C de l’espai
vectorial Fn

q , existeix un hiperplà que no conté cap vector de B ∪ C .

Prova Suposem el contrari: que cada hiperplà conté un vector de B ∪C . Podem
suposar que una de les bases, diguem C , és la base canònica. Sigui

r(X) =
n∏

j=1

(bj1X1 + · · · + bjnXn) ,

on bj ∈ B i bjk és la k-èsima coordenada de bj . Els hiperplans que no són
incidents amb cap punt de C tenen equacions

x1X1 + · · · + xnXn = 0 ,

on x ∈ (Fq \ {0})n. Si cada hiperplà no incident amb cap punt de C és incident
amb un punt de B, aleshores hi ha un bj ∈ B tal que

bj1x1 + · · · + bjnxn = 0 ,

i, per tant, r(x) = 0, per a cada x ∈ (Fq \ {0})n.
Si aplicam el lema anterior, hi ha polinomis fk tals que

r(X) =
n−1∑
k=1

(Xq−1
k − 1)fk .

Com que B és una base, la matriu (bjk) té una inversa (xki), és a dir,
∑n

k=1 bjkxki =
δji. Substituïm Xk =

∑n
i=1 xkiYi per deduir

Y1Y2 . . . Yn =
n−1∑
k=1


 n∑

i=1

xkiYi

q−1

− 1

fk .

A mà esquerra hi ha un terme Y1Y2 . . . Yn de grau n i, per tant, un dels termes(∑n
i=1 xkiYi

)q−1
ha de donar-nos un terme Yi1 . . . Yiq−1 amb coeficient diferent

de zero. No obstant això, tots aquests termes tenen com a coeficient un múltiple
de (q − 1)!, que és zero si q no és primer.

11 Corol.lari Sigui q no primer. Per a cada matriu A ∈ GL(n, q), hi ha un
vector v ∈ Fn

q amb la propietat que v i Av no tenen cap coordenada zero.

Prova Per al teorema existeix un hiperplà donat per una equació

v1X1 + · · · + vnXn = 0 ,

que no té cap incidència amb un vector de la base canònica. Per tant, vi ≠ 0
per a cada i = 1, . . . , n. A més, no té cap incidència amb un vector de la base
formada per les files de A = (ajk). Això vol dir que, per a cada j = 1, . . . , n,

aj1v1 + . . . ajnvn ≠ 0 .
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7 Consideracions finals

Si el tema interessa al lector, recomano l’article [20] per trobar més detalls
sobre els conjunts bloquejadors en PG(2, q) i més referències a articles que
fan servir polinomis de Rédei. Els articles [3, 8] tenen més detalls sobre els
conjunts bloquejadors d’AG(n, q).

8 Agraïments

A Oriol Serra per la seva ajuda. Al Ministeri de Ciència i Tecnologia pel seu
suport mitjançant el Programa Ramón y Cajal.
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