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Introducciod als polinomis de Rédei

Simeon Ball

Resum Agquest article descriu algunes aplicacions dels polinomis de Rédei a proble-
mes sorgits en I'ambit de les geometries finites. Comencarem amb una introduccié
als polinomis per Rédei per poder resoldre un problema de la factoritzacio dels grups
elementaris abelians. Llavors, continuarem amb les seves aplicacions, donades per
Blokhuis, a problemes de conjunts bloguejadors a plans finits. Finalment, considerarem
resultats de Brouwer-Schrijver i Alon-Tarsi en dimensions més grans.
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1 Introduccio

Els plans afi i projectiu reals s6n models geometrics classics que tenen els seus
analegs en el context de les geometries finites, en les quals el nombre de punts
és finit. Tant des del punt de vista axiomatic com des de la seva descripci6
algebraica, aquests models finits es corresponen exactament amb les versions
classiques: simplement es tracta de substituir el cos R de les versions reals per
un cos finit. Recordem que hi ha un cos finit Unic de g elements per a cada q
que és poténcia d’'un nombre primer (i no n’hi ha cap si g no és una poténcia
d’un nombre primer). Aqui denotarem per Fq el cos finit de g elements amb
g=p",r=1ipprimer.

Aixi, doncs, el pla afi sobre Fq, que denotarem per AG(2,q) (acronim de
I'angles a [nelgeometry), té per conjunt de punts les parelles (X,y) de Fq % Fq,
i per conjunt de rectes les solucions d’equacions del tipusy =ax +b o x = a,
a,b [EJ. D’aquesta manera cada dos punts determinen una Unica linia, i dues
linies 0 no es tallen o ho fan en un Unic punt. El pla afi es pot estendre al pla
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Figura 1: El pla de Fano.

Figura 2: El pla afi i el pla projectiu sobre F3.

projectiu PG(2, q) afegint un punt per a cada familia de linies paralleles i la
linia formada per tots aquests punts. Des del punt de vista algebraic, els punts
de PG(2,q) es poden identificar amb els subespais de dimensi6 1 de (Fq)3 i
les linies soén els subespais de dimensio 2. D’aquesta manera, cada dos punts
determinen una Unica linia i cada dos linies es tallen exactament en un punt.
L’exemple més senzill (i forca important) de pla projectiu finit és el pla de Fano,
PG(2,2), dibuixat a la figura 1. A la figura 2 hi ha dibuixats el pla afi i el pla
projectiu sobre F3.

Observem al pla de Fano de la figura 1 que cada linia conté tres punts i
que cada punt és incident amb tres linies (una de les linies s’ha de dibuixar
arrodonida; és per aix0 que en el context de les geometries finites es parla de
linies en lloc de rectes). Aquesta observacio fa pensar en la mena de problemes
que poden considerar-se en el context de les geometries finites: a més dels
problemes geomeétrics classics, en sorgeixen molts de nous relacionats amb
I’'enumeracio.
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Un cop establerts alguns dels elements sobre els quals formularem els
nostres problemes, podem introduir un teorema ben bonic del matematic
hongares Lazslo Rédei (1900-1986) que és a I'origen del tema d’aquest article.
Dos punts (a1, az) i (&) a}) al pla afi finit AG(2,q) diem que determinen la
direcci6

ap —as’
ar—a;’

si a; # al] o la direccié o si a; = al! El teorema a qué féiem referéncia diu el
que segueix:

1 Teorema (Rédei, [17]) Sigui p un nombre primer senar i A un conjunt de
p punts del pla afi AG(2,p). Si A no és una linia, aleshores els punts de A
determinen com a minim (p + 3)/2 direccions.

Per exemple, si cinc punts del pla afi AG(2,5) determinen menys de quatre
direccions, aleshores només en determinen una: sén tots sobre una mateixa
linia (i son tots els punts d’aquesta linia ja que totes tenen exactament cinc
punts).

L'objectiu d’aquest article és explicar el métode de demostracié que va
introduir Rédei per a aquest i altres resultats, un métode basat en la construcci6
de certs polinomis. Veurem com el métode ha estat aplicat amb éxit a diversos
problemes, particularment en els de trobar fites inferiors per al cardinal del
nombre de punts d’un pla afi AG(2, p) que calen per trepitjar totes les linies del
pla, una de les aplicacions fonamentals dels polinomis de Rédei desenvolupada
per Aart Blokhuis.

Els polinomis de Rédei formen part del que s’anomena métodes polinomials
en combinatoria. Hi ha molts exemples de les aplicacions de polinomis a la
matematica discreta: posem per cas el polinomi de Tutte per matroides [13],
el polinomi d’enumeracié de pesos d’un codi [14], el polinomi de I'index dels
cicles d’un grup de permutacions [9] o, més rellevant per a les aplicacions
que apareixen en aquest article, les aplicacions de I'anomenat combinatorial
Nullstellensatz d’Alon [1]. Tot i aix0, els polinomis més usats en I'estudi de
problemes sorgits en I'ambit de les geometries finites van aparéixer per primera
vegada en el llibre de Rédei [17]. Es per aixd que s’anomenen polinomis de Rédei.

En general, tant si fem servir els polinomis de Rédei com si no, la manera
d’aplicar els polinomis a un objecte geomeétric és la segient: donat un subcon-
junt A de punts d’una geometria finita amb una certa propietat de regularitat,
escrivim un polinomi f que ens tradueix les propietats geomeétriques de A a
propietats algébriques de f. Procurem llavors obtenir més propietats de ¥ que
ens donin més informacié geometrica sobre A.

2 El treball inicial de Rédei

Per veure com Rédei va arribar a I’enunciat del teorema 1, repassem primer un
dels problemes que I'ocupaven.
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Sigui G un grup abelia finit. Diem que els conjunts A,B [GIformen una
factoritzacié de G si cada element g [d s’escriu de manera Unica com a
g =a+bamb a [CAli b [BlNo és dificil trobar exemples de factoritzacions
d’'un grup abelia: prenem un subgrup propi A de G i prenem com a B un
transversal de A, és a dir, un element de cada classe lateral de G modul A.
L’objectiu de Rédei era el de classificar els grups abelians per als quals aquesta
és I’tnica mena de factoritzacions possible.

Un dels casos més simples és aquell en qué el grup és G = (Z/pZ)?, el
producte de dos grups ciclics amb p elements, on p és primer i imparell.

Llevat de casos trivials, si G = A + B és una factoritzacié de G, aleshores
tant A com B tenen p elements. Vegem com Rédei va formular el problema per
concloure que un dels dos conjunts ha de ser un subgrup (o la classe lateral
d’un subgrup).

Sigui CT_CI\ {1}, una arrel p-ésima de la unitat, [P1= 1. Sigui {a,b} una
base de G. Escrivint I'operacié de G en forma multiplicativa,

G={a'bl |0<i, j=sp—-1}.
Peracadaz [CZ} ={0,1,...,p — 1} definim
w,(a'bl) = 07+,
Es verifica que w;(gh) = w;(g)wz(h). A més, per a cada h i cada z,

1 1 1
wz(h)  wz(9)= w(gh)=  ©(9).
g [G]1 g [G] g [G]

—1
Per tant, 4zfz(g) = 0. Com que A i B formen una factoritzaci6 de G,

obtenim 1 111 (-
1 L1 [—
0= w(9) = w,(a) T w,(b) -
g [G]1 al[Al b [B1

Per tant, un dels subconjunts A o B, diguem A, té la propietat que per almenys
(p +1)/2 elements z de Z,,
1 1
0=  w ()= [EFr3, 1)
al[Al alAl

on a = (ai, az). Sigui S una seqiéncia de p arrels p-esimes de la unitat amb la
propietat que

i

Ci |_'__1: 0,

i=0
on c;j és el nombr%vegades que apareix ["&n S. Aleshores [&s una arrel del
polinomi F(X)= _, ciX! [ZJX]. D’altra banda, sigui g(X)=(XP—1)/(X —1);
pel criteri d’Eisenstein, el polinomi g(X + 1) és irreductible a R[X] i, per tant,
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g(X) també ho és. Sigui d = (F, g) el polinomi de R[X] que és el maxim comu
divisor de ¥ i g en R[X]. Com que g és irreductible en R[X], el polinomi d és
0 bé 1 o bé un multiple del polinomi g. Pero en C els polinomis T i g tenen
una arrel comuna i, per tant, d Concloem que T és multiple de g i, a més,
com que tenen el mateix graui ;_, cij = p, els dos polinomis coincideixen. En
particular c; = 1 per a cada i. Tot aix0 significa que

{aiz+ax|a CAy={0,1,...,p— 1},

per almenys (p + 1)/2 elements z [Z}. El teorema de Rédei que exposarem a
la seccio segiient demostra que un subconjunt A de Z,% amb aquesta propietat
ha de ser una classe lateral.

3 Els polinomis de Rédei i el seu teorema

En lloc del grup Zp, Rédei fa servir el cos Fp, que té els mateixos elements i la
mateixa taula d’addicio, pero té, a més, I'operaci6 de multiplica@édul p.
Recordem que, per acadac [EJ, essatisfacP=c, i, pertant, . e (X—c) =
XP —X. Denotarem per £° el grau d’un polinomi f.
A la demostracié del teorema segient de Rédei es pot apreciar la idea
central que és a la base de tot el desenvolupament posterior d’aquest metode
polinomial.

2 Teorema Sigui A un subconjunt de FE, amb p elements i sigui N el conjunt
dels elements z [CE} amb la propietat que

{asz+ax|a CAy={0,1,...,p —1}.

Si [N| = (p +1)/2, aleshores A és una classe lateral.

Prova Sigui '

r(X,Y)= X+a1Y +ay).
aral

Per hipotesi, els elements z [Nltenen la propietat

1 1
r(X,z)= X+ajz+ap) = (X—c)=XP-X.
alAl c [Egl

Ara escrivim el polinomi r com a polinomi en X amb coeficients que s6n
polinomis en Y
IF— .
rx,Y)= oj(Y)xA, )
j=0

El grau del polinomi r (X, Y) és |A| = p i, per tant, el grau del polinomi g;j(Y)
és menor o igual que j.
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D’acord amb (2), si z [Nl aleshores 0j(z) =0 peracadaj =1,2,...,p—2.
Com que un polinomi no nul no pot tenir més arrels que el seu grau

O1=02=:--=0N-1 =0,

llevat que |N| sigui p.
Suposem que hi ha un element z ICN1 Aleshores

1 — .
r(X,z)= X+aiz+ap)=XP+ Oj(z2)XP =XP +s(X), (3)
alAl j=N

per a algun polinomi s # —X de grau menor o igual que p — N.
Tots els factors de r (X, z) sén factors de XP —X i els que tenen multiplicitat
més gran que 1 sén factors de r “= dr/dX; per tant,

r(x,z) | (xP —x)rt

Les operacions en Fp, son modul p i, per aixo, la derivada de r és rtEpXP~1 +
st=sHla qual té grau com a maxim p — N — 1. La divisibilitat assegura

r(X,z) | (XP =X —r(X,z))r*= —(X +s(X))s"

Si s™+ 0, aleshores el grau de r, que és igual a p, és com a maxim 2s° — 1. Aixo
voldirquep=2(p—N)—10N =< (p—1)/2, cosa que contradiu la nostra
hipotesi.

Aixi, doncs, tenim s™=01is =c peralgun c [CEJ3. Substituint a (3),

r(X,z) = X+ajz+ay)=XP+c=(X+c)P,
aral

i, per tant,

A={(ar,c —a12) |ax [F}} = (0,c) +{x(1,—2) | x [F3}.

En altres paraules, A és una classe lateral del subgrup additiu de F% generat
per (1,—2z). Notem que en aquest cas Fp \ N pot constar només d’un element.
Finalment tenim el cas que N = F,,. Prenem dos elements a = (ag,ay) i
at= (al]a}) de A. No hi ha cap element de z [FJ tal que a;z+a, = alz +a})
la qual cosa implica que a; = aj’= ¢ per a algun c [CE}. Aleshores A és la
classe lateral (c,0) + {(0,x) | x CE3} i obtenim la mateixa conclusio. —1

La demostracio anterior, de gran bellesa i enginy, fa intervenir el polino-
mi r que és un producte de polinomis lineals amb coeficients en un cos finit.
Qualsevol polinomi d’aquest tipus s’anomena un polinomi de Rédei.

Hi ha d’altres maneres de descriure el teorema de Rédei. La propietat

{asz+ax |a CAF=Fp
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implica que no hi ha cap parell d’elements a, a” CAlamb la propietat a;z+a, =
alz + a5 o sigui
a, —a.’
—z=——F,
a; —aj
En termes geometrics, —z no apareix com a direccié entre dos punts qualssevol
(a1, az), (aEI a5 de A. El teorema de Rédei, doncs, diu que, si un conjunt de
p punts del pla afi AG(2, p) determina com a maxim (p + 1)/2 direccions,
aleshores és una linia. Aquest és I'enunciat del teorema 1.

El teorema de Rédei ens presenta un seguit de preguntes. Primer, la fita
(p + 1)/2 és la millor possible? La resposta a aquesta pregunta és afirmativa.
Hi ha exemples de Megyesi on

A={(x,0),(0,—-y) | x,y [F3 x9=1y9#1}

que tenen d direccions no determinades, les arrels d-ésimes de la unitat. Es
clar que, per a aixo, cal que Fp tingui arrels d-ésimes de la unitat, que és el que
passa quan d divideix p — 1. Si escollim d = (p — 1)/2, obtenim un exemple de
conjunt que determina (p + 3)/2 direccions (hi ha una direccio6 infinita) i que
no és una classe lateral, fet que prova que la fita dels teoremes 1 i 2 és justa.
Fixem-nos que, si escollim d = p — 1, el conjunt A és una linia.

La segona pregunta pot ser qué passa quan tenim menys direccions no
determinades. Gacs [10] va demostrar que, si [N| = 2[pl— 1/6 [ 1, aleshores
A esta contingut en la uni6 de dues linies, és a dir, en la unié de dues classes
laterals. Notem que, quan p = 1 (mod 3), hi ha un exemple de Megyesi amb
IN| = (p—1)/3, que gairebé arriba a la fita de Gacs. Hi ha un teorema de Szonyi
[19] que diu que, si A esta contingut en la unié de dues linies i no determina
com a minim tres direccions, aleshores A és una generalitzacié d’'un exemple
de Megyesi.

La tercera pregunta que ens podem plantejar és qué passa quan substituim
el cos Fp per Fq, el cos amb g elements on g és una potencia d’un primer. Els
resultats principals de [4] i [6] diuen que, si |[N| = (q + 1)/2, aleshores A és
una classe lateral d’un subespai de dimensié r sobre Fpe, on g = p°".

Una altra pregunta pot ser qué passa quan A té més de p elements. Procu-
rarem donar una resposta a aquesta pregunta en la propera seccio.

4 El teorema de Blokhuis

El teorema de Blokhuis [5] és una generalitzacié del teorema de Rédei per a
conjunts de més de p elements. La prova segueix els mateixos passos que la
del teorema de Rédei fent servir el lema segient de caracter tecnic. Recordem
que F° és el grau d’'un polinomi f.

3 Lema Sigui r (X) = t(X)XP +s(X) tal que el maxim comu divisor de s i t és 1,
i els graus de s i t sén com a maxim (p — 1)/2. Si r (X) és un polinomi de Rédei,
és a dir, un producte de polinomis lineals a Fp[X], aleshores o bé r = e(X +c)P
per a alguns elements c,e [E3, 0 bé r (X) = (XP — X)t(X).
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Prova Els factors de r (X) sén factors de XP — X i, per tant, sén factors de
t(XP — X) —r = —(tX +s). Els factors amb multiplicitat més gran que un
de r(X) son factors de r = dr/dX = XPt"- sHi, per tant, son factors de
t% —r¥ = t'd — s™. Com que r (X) és un producte de polinomis lineals,

r(xX) | — (Xt+s)(t'd—st).

A ma dreta de la divisibilitat el polinomi té grau com a maxim (p + 1)/2 +
s°+t°—1=p-—1+1t°. Amaesquerra de la divisibilitat el polinomi r té grau
p + t. Per tant, (Xt +s)(ts™-t'9) = 0.

Si s = —Xt, aleshores r = (X9 — X)t.

Si s = t4, aleshores t divideix t(perqueé (s,t) = 1) i, consegiientment,
tt=0isM=0. Per tant, t = e i s = ec per a alguns elements c,e CE}. 1

4 Teorema Sigui A un subconjunt de F% amb p +k elements i sigui N el conjunt
dels elements z [CE} amb la propietat que

{a1z+ax | (a1, a2) CAF [CEF}.
Si IN| = (p + 1)/2 + k, aleshores A conté una classe lateral.

Prova Sigui  —
r(x,Y)= X+a1Y +ap).
alAl
Per hipotesi, si z [CNI aleshores

1
r(x,z)= (X+aiz+ap)=(XP-X)t(X),
alAl

per a algun polinomi t(X) de grau k. Com abans, escrivim el polinomi r com a
polinomi en X amb coeficients polindmicsen Y,

L - .

rx,Y)= oj(Y)xA1,

Jj=0
El grau del polinomi r és |A] i, per tant, el polinomi g;(Y) té grau menor o
igual que j.

Suposem que z [Nl Hem vist que gj(z) =Operaj=k+1,k+2,...,q—2.

Com que un polinomi no nul no pot tenir més arrels que el seu grau,

Ok+1 = Ok+2 = -+ =0|N-1 =0.

Ara, suposem que y II'Nl Aleshores,

1 | S— L .
r(X,y)= X+ayy+ay)= oij’*k—J + OJ-X’:‘J"‘_J =t(X)XP +s(X),
aral j=0 j=N

per a alguns polinomissit,ons #—Xt,s°sp—-(N—Kk)it° <k.
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Sigui d(X) el maxim comu divisor de s i t.

Per hipotesi, IN|—k = (p+1)/2i,comque [N|<p,tenimk < (p—1)/2. A
més, s # —Xt i, per tant, el lema 3 implica que r (X, z)/d = e(X +c)P.

Ara podem fer servir els mateixos raonaments de la prova del teorema de
Rédei per concloure que A conté una classe lateral. 1

El teorema de Blokhuis és important per les seves aplicacions als conjunts
bloguejadors (en anglés, blocking sets) del pla projectiu PG(2, p). El pla projectiu
PG(2, p) consta dels punts

Xy, z2)(F{AX,y.2) | A CE}

on X,y,z [E} no sbn tots zero. Es a dir, un punt és un subespai de dimensio6
u de I'espai vectorial Fg de dimensi6 tres sobre Fp. Les linies son donades per
equacions homogeénies

axX+bY +cZ=0.

Fixem-nos que, si considerem només els punts de PG(2, p) amb z # 0O, recupe-
rem el pla afi AG(2, p).

Un conjunt bloquejador B d’un pla és un conjunt de punts amb la propietat
que cada linia és incident com a minim, ambun punt de B. Com que al pla
projectiu dues linies qualssevol es tallen, el conjunt de punts format per una
linia és evidentment un conjunt bloquejador. Una conseqiéncia directa del
teorema de Blokhuis és que qualsevol conjunt bloquejador petit ha de contenir
un d’aquests bloquejadors trivials.

5 Corollari Sigui B un conjunt bloquejador del pla projectiu PG(2,q), on q és
una potencia d’un primer. Si |B] < 3(q + 1)/2, aleshores B conté una linia del
pla.

Prova Podem suposar que B és un conjunt bloguejador minimal per inclusié.

Les linies definides per les equacions Y =mX+cZ en el pla PG(2, ) s6n inci-
dents amb el punt projectiu (1, m,0) CBigui N el conjunt d’elements m [KJ
tals que el punt (A, m,0)[ho pertany a B. Totes les linies Y = mX + cZ,
m [N, sén incidents amb un punt a = (&1, a»,1) T Bl Aixi, doncs, per a
cada c [CEJ} hi haa [Bltal que ¢ = —a;m + ay, o sigui

{ai(-m)+az |a B} CEK}.

Podem suposar que el punt [{D, 1, 0) CT Bli, per tant, B té p + 1 — |[N| punts

amb la tercera coordenada igual a zero. Sigui |[B] = p+k+ (p +1— |[N}]).
Aleshores [IN| =2p+1+k—|B|=(p +1)/2+k, i el teorema 4 implica que B
conté una linia. —1

L’exemple de Megyesi amb d = (p —1)/2 es pot estendre a un exemple d’un
conjunt bloquejador de PG(2, p) que no conté cap linia i que té exactament
3(p + 1)/2 elements. Per tant, la fita en el corollari 5 és la millor possible.
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Si procurem substituir PG(2, p) per PG(2,q), on g és una poténcia d’'un
primer, el problema de decidir sobre I'optimalitat de la fita esdevé molt més
complicat. Hi ha exemples de conjunt bloquejadors que tenen menys de (p +
1)/2 punts i no contenen cap linia. La construccid seglient és de Lunardon
[15] i Polverino i Polito [16]. Sigui g = p" i sigui e un divisor de h. Les linies
de PG(2,Qq), que sbn els subespais de dimensio 2 de Fg, sOn subespais de

dimensi6 2h/e de Fggle. Sigui U un subespai de FgQ/e de dimensi6 h/e + 1.

Sigui B els punts de PG(2, ), que sén subespais de dimensié h/e, que tenen
una interseccié no trivial amb U. Cada linia té una intersecci6 no trivial amb U
i per tant és incident amb un punt de B. A més,

eh/e+1_1 -1
(p)e_ :q+qe_
P 1 P 1

IB| < <3(q+1)/2,
tret que p¢ sigui 2.

Hi ha una conjectura que diu que tots els conjunts bloquejadors de PG(2, q)
de mida menys que 3(q + 1)/2 s6n coneguts i es poden construir de la manera
indicada en el paragraf anterior. Szényi [18] va demostrar que, si B és un
conjunt bloquejador amb |B| < 3(q + 1)/2, aleshores el nombre de punts de
B incident amb cada linia és congruent amb 1 modul p. La conjectura, pero,
continua oberta.

5 Conjunts bloquejadors a I'espai afi AG(n, q)

En aquesta secci6 obtindrem una fita inferior per a la mida d’un conjunt bloque-
jador del pla afi AG(2, p). De fet, obtindrem una fita més general. Substituim
p per qualsevol poténcia d’'un primer q i 2 per qualsevol dimensié n. La fita
inferior per a la mida d’un conjunt bloquejador d’AG(2,q) (o AG(n,q)) no
depén de si q és primer o0 no i, com veurem, és més gran que la fita en el cas
projectiu.

Primer de tot, hem de parlar una mica d’un ideal de I'anell de polinomis
FqlX1, ..., Xnl.

Sigui

| = X7 — X1), ..., (XA — Xn) ]

I'ideal generat pels polinomis de la forma (X;q —Xj),1<i=n;ésadir, | consta
de tots els polinomis £ [EJd[X4,...,Xn] que podem escriure com a

f= X —X)fi,
i=0

per a alguns polinomis f; CEJ[Xy,...,Xn].
L’ideal | té la caracteritzaci6 seglent.

6 Lema Un polinomi ¥ [CEJ[Xq,...,Xn] té la propietat que
f(X1,X2,...,Xn) =0

per a cada X [E] siinoméssif L]
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Prova La implicacio ( &3 evident. La implicacio ( [ e3 pot provar per induc-
ci6 sobre el nombre de variables. Si n = 1, el polinomi £(X) = (X9 — X)f; per
a algun polinomi F1 si i només si ¥(x) = 0 per a cada x [EJ. Suposem n > 1.

Podem escriure
nt; !
f= (Xi —Xi)fi +h,

i=0
onelgraude Xjenh éscomamaximgq—1peracadai=1,2,...,n—1. Per
la hipotesi d’induccio, F(Xg,...,Xn-1,Xn) [Iler a cada x, [F} i, per tant,
h(Xq,...,Xn-1,%n) [Llla qual cosa assegura que h(Xy, ..., Xn-1,%Xn) = 0. Aixi,
doncs, X; — Xn, divideix h. 1

L’espai afi de dimensié n = 3, AG(n, q), és una extensi6 del pla AG(2,q).
Els seus punts tenen n coordenades de Fq i els seus hiperplans s6n donats per
equacions de la forma

bi1X1 +boXo+ ... +bp X, =9,

on d =0, 1. Un conjunt bloquejador d’AG(Nn, q) és un conjunt B amb la propietat
que cada hiperpla passa per algun punt de B. El problema que es planteja és
trobar una fita minima per a la mida d’un conjunt bloquejador. La prova del
teorema segiient de Jamison [12] és de Brouwer i Schrijver [7].

7 Teorema Un conjunt bloquejador d’AG(n,q) té com a minimn(g—1) +1
punts.

Prova Sigui B un conjunt bloquejador d’AG(n, q). Podem suposar, sense per-
dre la generalitat, que (0,0, ...,0) [BISigui r el polinomi de Rédei de grau |B|,

definit per —
r(x)= (biXgs+...bnXn—1).
b E1
Per hipotesi,
r(xi,X2,...,Xn) =0,

per acada x [EJ ix # 0. Notem que r (0) # 0. No obstant aix0, per a qualsevol
i [{34,...,n}, el polinomi Xjr (X) [CIJEscrivim

r(X) =h(x)+ <X,-a - Xpfi,
i=1
on el grau de h en qualsevol de les variables X; és com a maxim q—1. Aleshores,
Xjr [CLimplica Xjh I3, per a les fites dels graus de h, el polinomi X;h E[XI?—
X;i [Per tant, X —X; divideix X;h aixi que X/ * —1 divideix h. Consegiientment,
h és un multiple del polinomi
I1:ql—1
5 T —1).

i=1
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Com que h(0) = r(0) # 0, h és un polinomi diferent de zero. Per aix0, el grau
de h és com a minim n(q —1). D’altra banda, el graude r, r° = |A| — 1, és com
a minim el grau de h.

La fita és la millor possible. El conjunt dels punts que tenen com a maxim
una coordenada diferent de zero té la propietat desitjada i la seva mida és
n(q—1) +1.

6 La conjectura de Jaeger

Sigui GL(n, q) el conjunt de les matrius n < N no singulars amb coeficients a
Fq, 0N, com sempre, g és una potencia d’'un nombre primer. Frangois Jaeger va
proposar una conjectura simple i ben curiosa:

8 Conjectura (Jaeger) Per a cada matriu A de GL(n,q), hi ha un vector
v [CE] amb la propietat que v i Av no tenen cap coordenada zero.

Jaeger va formular aquesta conjectura per al cas q = 5. En aquesta secci6
veurem una demostracié de la conjectura en el cas en qué g no és primer. El
cas en que q és primer continua obert per a g = 5. Les matrius

4 3 [ —
10 _ 1 1
1 1 : 1 -1

s6n contraexemples de la conjectura per als casos g = 2 i q = 3 respectivament.
En el cas q = 2 I’'Ginic vector amb cap coordenada zero és (1,1) i

1 LI 11 1
1 0 1 1

11 1 o -

i, per tant, o bé v o bé Av té una coordenada zero.
En el cas g = 3 sigui (X, y) un vector que no té cap coordenada zero, Xy # 0.

Com que F3 té només dos elements no zeros, 0 bé X =y o0 bé x = —y. Aixi,
doncs, 1 (o o O e N 1

1 1 X X +Yy

1 -1 y = o x-y

i, per tant, o bé v o bé Av té una coordenada zero.
Per demostrar la conjectura de Jaeger en el cas en qué g no és primer,
adaptem la demostracio6 feta per Alon i Tarsi [2]. Fa servir un altre ideal

12 -, A -0
que té la caracteritzaci6 segiient, que es demostra de manera analoga al lema 6.
9 Lema Un polinomi £ [CEJ[Xy,...,Xn] té la propietat
f(X1,X2,...,Xn) =0

per a cada X [(Hq \{O})" siinoméssi f Lt
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El teorema segiient no és enunciat en els termes de la conjectura de Jaeger,
pero veurem després com aquesta se’'n dedueix.

10 Teorema Sigui g no primer. Per a qualsevol parella de bases B i C de I'espai
vectorial Fg, existeix un hiperpla que no conté cap vector de B [C]

Prova Suposem el contrari: que cada hiperpla conté un vector de B [CI1Podem
suposar que una de les bases, diguem C, és la base canonica. Sigui

—
r(X)= (bj1X1+---+bjnXn),
i=1
on by [BIi bjk és la k-ésima coordenada de bj. Els hiperplans que no son
incidents amb cap punt de C tenen equacions
X X1+ - - +XpnXn =0,

on x [C(Hq \{0})". Si cada hiperpla no incident amb cap punt de C és incident
amb un punt de B, aleshores hi ha un by [Bltal que

bjix1+---+bjnxn =0,

i, per tant, r (x) =0, per a cada x [(Hq \ {O})".
Si aplicam el lema anterior, hi ha polinomis fk tals que

n
r(X) = (xka‘l —1)F.
k=1
om que B és una basqﬁnatrlu (bjk) té unainversa (Xkj), esadir, - bjXxi
dji. Substituim Xy = j=; XkiY; per deduir
. L @ 1
Y1Y2...Yn = %gkalil—la.

k=1 i=1

3 squeﬂ hi ha un terme Y1Y2...Y, de grau n i, per tant, un dels termes
1

i=1 XkiYi ha de donar-nos un terme Yj, ...Yi,_, amb coeficient diferent
de zero. No obstant aix0, tots aquests termes tenen com a coeficient un mdaltiple
de (g — 1)!, que és zero si g no és primer.

11 Corollari Sigui g no primer. Per a cada matriu A [GL(n,q), hi ha un
vector v [CEJ amb la propietat que v i Av no tenen cap coordenada zero.

Prova Per al teorema existeix un hiperpla donat per una equacié

ViXy+ - +VvpXa =0,
que no té cap incidéncia amb un vector de la base canonica. Per tant, vi 0
peracadai=1,...,n. Amés, no té cap incidéncia amb un vector de la base
formada per les files de A = (ajk). Aixo vol dir que, peracada j =1,...,n,

aj1V1 +...ajnVn #0.
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7 Consideracions finals

Si el tema interessa al lector, recomano I'article [20] per trobar més detalls
sobre els conjunts bloquejadors en PG(2,q) i més referéncies a articles que
fan servir polinomis de Rédei. Els articles [3, 8] tenen més detalls sobre els
conjunts bloquejadors d’AG(n, Q).

8 Agraiments

A Oriol Serra per la seva ajuda. Al Ministeri de Ciéencia i Tecnologia pel seu
suport mitjancant el Programa Ramoén y Cajal.
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