El triangle de Pascal-Tartaglia
1 les seves importants derivacions

J. M. Matabosch i1 Castell

1 Per que triangle de Pascal-Tartaglia?

TARTAGLIA (1500(?)-1557) va escriure €l “Tractat general sobre el nombre i la
mesura” que es publica en part després de la seva mort (entre 1556 i 1560). En
aquesta obra del matematic italia, apareixia una “taula” que, com veurem des-
prés, és antecedent immediat del “Triangle de Pascal” que es dona a conéixer
cent anys després (1665). Comprovarem que PASCAL (1623-1662) es limita a
disposar els nombres que Tartaglia presentava en la seva taula rectangular, en
forma triangular.

Per moltes altres raons que no esmentarem aqui, és més just que del “Triangle
Aritmetic” com el bateja Pascal, se’n digui “Iriangle de Pascal-Tartaglia” resu-
mit: T.P-T.

2 Els xinesos i ’escaquer

Avui sabem que els matematics xinesos dels primers 500 anys d. C., havien fet
grans avangos (havien calculat = amb 6 decimals exactes i coneixien el Teorema
de Pitagores).

TXU-XHI-KEI va donar a conéixer els coeficients de les succesives poténcies
del binomi (a + b)" segons la figura segiient.

(a+0)° = 1

(e + b)) = 1 1

(a+b)3 = 1 3 3 1
a+b)t = 1 4 6 4 1

(

(a+bP® = 1 5 10 10 5 1

Fig. 2.1

La Fig. 2.1 disposada en un escaquer (amb eis quadrats tots “blancs”) déna
la Fig. 2.2.
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Fig. 2.2

3 Tetractys pitagorica. Llull. Fibonacci

Els pitagorics coneixien una disposicid triangular feta amb pedretes o altres
elements, que en deien Tetractys Pitagorica, veure Fig. 3.1.

0 = 0 4+ 1 = 1

0 0 = 1 4+ 2 = 3

0 0 0 = 3 4+ 3 = 6

0 0 0 0}j= 6 + 4 = 10

Fig. 3.1

Els grecs coneixien apart d’aquests nombres dits triangulars, també els qua-
drats, rectangulars 1 d’altres dits poligonals. Veure els tres primers triangulars
en la Fig. 3.2 i els quatre primers quadrats en la Fig. 3.3.

0
0 00
0 00 000
1 3 6
Fig. 3.2
0000
000 0000
00 000 0000
0 00 000 0000
0+1=1 | 143=4 | 4+5=9 9+7=16
Fig. 3.3

Aquestes disposicions numériques també eren conegudes per Ramon Llull
(1232 (7)-1315).

FIBONACCI (Leonard de PISA) (1175-1250) en el “Liber Abaci” (Pisa,
1202) introduf el sistema posicional decimal actual (d’origen indo-arabic). En
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la mateixa obra hi ha un problema de parelles de conills que partint d’una pri-
mera parella 1 segons una “regla” de desenvolupament biologic de la “conillada”,
proporciona una taula com la de la Fig. 3.4:

Parelles de conills
que hi hauran
Comenga 1
Fi ler mes 2
Fi 2on mes 3
Fi 3er mes 5
Fi 4rt mes 8
Fi 5¢ mes 13
Fi 6 mes 21
Fig. 3.4

A Ramon Llull se’l considera un dels primers tractadistes coneguts del que
actualment se’n diu algorismica o “computabilitat”. La importancia de Llull,
la posa en evidéncia LEIBNIZ (1646-1716), també filosof i matematic, indicant
la gran aportacié de ’obra lul-liana “Ars Magna”.

Els “Nombres de Fibonacci” o “Succesié de Fibonacci” com és coneguda la
taula de Fig. 3.4, és una succesid recurrent i com a tal calculable mitjangant un
algorisme. La “regla” aritmética és: “El primer nombre, Fij, de Fibonacci és
donat: és 1. Els altres sén la suma dels dos anteriors”. Per tant: el segon, Fy,
sera: 0+1=1. El tercer, F3, sera: 14+1=2. El quart Fy = 142=3; etc. Veure
Fig. 9.1.

4 Tartaglia

Abans hem dit que Tartaglia, nascut 400 anys després de fer-se el “Liber Abaci”
va presentar una “taula”: Veure la Fig. 4.1.

@ () () (@ (o
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70
1 6 21 56 126
1 7 28 84 210
Fig. 4.1
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La “regla” de formacié d’aquesta taula és:

“El primer element de la 1% columna (a) és donat: és 1. Els altres ele-
ments sén la suma de dos elements: ’element del costat esquerra més ’element
superior” .

5 Triangle de Pascal-Tartaglia (T. P-T)

L’any 1665, es publica el llibre “Tractat sobre el Triangle Aritmétic” de Pascal,
mort tres anys abans. El “Triangle Aritmétic” es veu en la Fig. 5.1.

(a)

Fig. 5.1

Es pot observar que les columnes (a), (b), (¢), (d) i (e) de la Fig. 5.1, sén les
mateixes columnes inclinades 45° de la Fig. 4.1. De fet el “Triangle Aritmetic”
és la “Taula de Tartaglia” inclinada 45°.

La regla d’obtencié dels diferents elements del triangle de la Fig. 5.1, s’ano-
menen “llei de Pascal”. Veure Fig. 5.2.
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A B
041= 140= : :
1 1 p
041= 141= 140= A+B=C
1 2 1
0+1= 142= 241= 140=
1 3 3 1
041= 1+3= 343= 341= 140=
1 4 6 4 1
0+1= 144= 446= 6+44= 441= 140=
1 5 10 10 5 1
Fig. 5.2

Per millor emprar aquest Triangle, es desplacen cap a I’esquerra totes les files
horitzontals fins a deixar els primers elements (els “uns”) encolumnats: veure

la Fig. 5.3.

1
0+1= 14+0=
1 1
O+1= 14+1= 140=
1 2 1
0+1= 14+2= 24+1= 140=
1 3 3 1
0+1= 143= 343= 3+1= 140=
1 4 6 4 1
041= 14+4= 446= 644= 441= 14+0=
1 ) 10 10 5 1

Fig. 5.3

Observem que la Fig. 5.3, és la “taula de Tartaglia”, amb les columnes (a),
(b), (¢), (d), (e), ... comengant un espai per sota de l'inici de la columna del
costat esquerra. (Veure la Fig. 4.1).

6 Notacié moderna (:), deguda a Euler (1707-1783)

En aquesta notacid n, és la “ene” de nombre 1 v és la “ve” de vegada. Aquestes
b
sén les lletres que farem servir a partir d’ara.

59



Disposarem els elements del T. P-T en uns eixos cartesians (com es fan servir
per senyalar les posicions de les peces en els taulers d’escacs): n, ordenades i v
abscises (n i v positius sempre). Per exemple () vol dir: ’element del T. P-T
que es troba en la fila 4 i en la columna 3: és el 4. Veure la Fig. 6.1.

Noti’s que per definicié tenim:

(D=m @=x ()=(.".)

Segons la notacié d’Euler, com hem dit en la Fig. 5.3, la “llei de Pascal”

sera: +1
n n n
(v)+ (v+1) = <v+1)'

SNYlo 1|23 |4|5|6|7|8|9]10]11}12]2"]|=
0 |1 20 11
1111 2t | 2
2111 2 22| 4
3(1(3[3]1 23| 8
4|1 (4|64 2¢ [ 16
5015 (10[10]5 1 25 | 32
6 |16 15620156 |1 26 | 64
7117 l21(35(3 21|71 27 1128
8| 1|8 |28|56|70|56|28| 8|1 28 256
9| 1|9 |36|84]126/126/84(36] 9 | 1 29 1512
10| 1 |10 |45 [120]210]252|210(120| 45|10 | 1 210 11024
11| 1 | 11|55 (165|330|462|462|330(165| 55 | 11 | 1 211 19048
12 1 | 12|66 |220(495|792(924|792|495(220] 66 | 12 | 1 |22 4096]

Fig. 6.1
Si volem donar significat a (:) per a v > n la llei de Pascal ens obliga a que

valgui 0. Aixi ho suposarem d’ara en avant.
Observant la Fig. 6.2, veiem que emprant la notacié d’Euler es compleix, per

0)-6) G)-0F G)-6)s

exemple:
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0 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
0] 1
1] 1| >E
1
9| 1 1x 2= Ix 2=
2 1
3l 1 Ix2= 2x 2= 1x2=
3 3 1
4 1 lx{: 3)(%: 3)(%: 1)(%:
4 6 4 1
51 1 Ix§= 4xE= 6x 3= 4x &= Ixg=
5 10 10 5 1
6l 1 Ix &= 5x §= 10x ¢= 10x$= 5x &= Ix&=
6 15 20 15 6 1
Fig. 6.2

De fet tenim la seguent llei:
(1) n+1 _(n)n+l
v+1/) 7 \v/v41°
Ho demostrarem ara per induccid sobre n.
Per a n = 0, és clar. Suposem-ho cert fins 0,1, ...,n. Provem-ho per a n+1:

Per la llei de Pascal
n+1 n n
(v+1) = (v) + (v+1)'

per la hipotesi d’induccid sera

® (i) =(roh) s

Tenim que:

i trobem:

n+1Y) n-—1 E_}_ n—-1\n—v n
v+1/) \v—=1/ v v—1 v v+1°



Operant:

n+1\ [(n-1 n(n+1)_(n)n+1

v+1/)  \v—=1] v(v+1)  \v/v+1’
com voliem demostrar.
Es dedueix també:

(n) n! d
= —, rou coneguda.
v) T m—v)l’ P €

7 Binomi de Newton (1643-1727)

Es demostra que: “els (7') sén els coeficients del binomi (a + b)™”

Al principi ja hem dit que els xinesos coneixien aquest fet.

Per simplificar, prescindirem de la part “literal” dels polinomis resultants de
les poténcies (a + b)™. Per exemple:

(a+b)? = a® + 2ab +b%, tractarem només dels nombres: 1, 2, 1.

Veiem la Fig. 7.1, els coeficients de (a + b)% i (a + b)3

[+ [+ 2]+ [1]

x [1] + [1] x [+l
[0+ [ [+ 2]+ [
[1]+ [1] (1] + [2]+ [1]
[1]+ 2]+ [1] [1]+ (8] + 3]+ [1]
(a+ b)? (a+ by
Fig. 7.1
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Veiem ara la Fig. 7.2 amb els comentaris al costat.

Basant-nos en la Fig. 6.1 posarem dins

de quadrats els tres nombres de la ll’nia}

n=2
Sota repetirem la mateixa linia de dalt,

pero decalada 1 espal cap a la dreta

(indicant-ho amb 3 fletxes inclinades).

N 140= 241= 142= 0+1=
La suma ordenada sera

Fig. 7.2

Observant la Fig. 5.3 es comprova que els 4 nombres de la 3ra. linia de la
Fig. 7.2 sén els 4 nombres del T. P-T, per n = 3.

Aixi succesivament, quedaria demostrat I’enunciat inicial.

Pel que fa a la part “literal” del polinomi resultant, es poden disposar les
lletres, com ja feien els xinesos en un escaquer, tal com la Fig. 2.2, perd amb
lletres.

8 Suma d’elements de la fila horitzontal, d’una columna i
d’una fila inclinada 135°

la. La suma dels elements de la fila horitzontal (:) és 2". Aixo es demostra
aplicant el que hem dit en ’apartat 7, al binomi (1 4 1)™.

2a. La suma d’elements d’una columna, comengant per dalt, és:

o =) ()

Aix0 es veu aplicant la llei de Pascal:

O+ (,0)=()wo=(21).

Sumant (”'UH), a ambdds cantons de la igualtat:

G+ ()= G- - G

I és clar que procedint de la mateixa manera, en general es demostra (1).

n+1
v4+1/"°
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3ra. Lasuma d’elements d’una fila inclinada 135° comengant per (g) es dedueix
de la férmula anterior 1 de la simetria entre la columna i la fila inclinada.

Es:

i:(n+w) _ (n+v+1>

w - v )
w=0

9 Nombres de Fibonacci en el triangle P-T.

Es demostra que la suma dels elements de la fila inclinada de 45° sén els Nombres

de Fibonacci, Fy,:
v=[27] n—1-—v
Rex (ML)

v=0

en la que n és qualsevol nombre sencer.
Veure la Fig. 9.1: les columnes de la “Taula de Tartaglia” decalades 2 qua-
dres; les sumes horitzontals sén els “Nombres de Fibonacci”.

Fo [E1(a) (b) () (d) (o)
Fi=1
Fo=]1]1
Fs={2|1 1
Fy=131|1 2
Fs=|5]1 3 1
Fs=18|1 4 3
Fo=(13l1 5 6 1
Fg=|21{1 6 10 4
Fo=|34|1 7 15 10 1
Fig. 9.1

10 Sumes de les sucessives poténcies: Y " _, mf, sent ¢t > 0

Recordant el que hem dit en Papartat 8, férmula (1), podem posar:

" /m (n + 1) .

E = (observi’s que m = 1,2,3,...,n).
gt ( v ) v+1
Aplicant-ho per a v = 1, sera:

i n+1 1! n? n
Som= (")) = qotem= g

m=1
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Perav=2

E::a:l (r;) = (2111) = (";,H) , ésadir
nd—n

3 b

Pom=1(m? —m) = 2! (";1) = %(n +Dn(n—1)=

3_
Z:anl m2 "3" +Z?n:1m’

Il

n 2_n® 4 n® n
YoM =+

Fent el mateix també trobariem:

5
n 4_n . n_n
Lmz1 ™ =5+ 54 5 =55,
6 5 4 2
noos_n om0 Sn7 nt
e R R TR TR

I en general, esta clar que procedint de la mateixa manera, obtenim:

n . nt+1
W ,;ﬂm = a1 P

en la que P(n) és un polinomi de grau inferior a (¢ + 1).
A partir del que portem dit fins ara, es poden treure algunes conclusions:
La suma dels senars succesius sera:
n

n n 9
Z(?m—l):%?m—él:?(n ;n)—nznz.

m=1

La suma dels parells succesius sera:
n n 2
n°+n n+1
2m = 2 = = .
Soam=2Y m=a("F) =2 (")
m=1 m=1
Nombres “rectangulars”, “triangulars” i “quadrats”:

Amb la férmula anterior, es troben els nombres, 2, 6, 12, 20, ... (n? + n),

que sén els nombres “rectangulars”.
Els nombres “rectangular” partits per 2 sén els nombres “triangulars”:

(1)
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Els nombres “quadrats” es troben com a suma dos a dos dels triangulars, o
sigui dels nombres de la columna (%) del T. P-T. Veiem-ho en la Fig. 10.1.

(3)

0

1 1+10=

3 3+41=

6 6+93=

10 10{66=

15 15«%0=
Fig. 10.1

11 Importants derivacions del triangle Pascal-Tartaglia

11.1 Demostracié de la fé6rmula, en notacié moderna:

a n
/ x"d:c:a +1

n+1"

FERMAT (1601-1665) nascut a Beaumont de Lomagne, a una trentena de
quilometres al Nord de Toulouse, es pot considerar el matematic que en la seva
cpoca més bé coneixia el T. P-T i el que més “suc” en va treure. Pascal el va
definir com “el primer home del mén” i li escrigué en una ocasié: “Busqueu en
d’altres parts qui us segueixi en les vostres invencions numeriques; pel que a mi
fa us confesso que séc molt lluny d’aixd: no séc capag més que d’admirar-les”.

Fermat, abans del 1636 ja coneixia la igualtat que hem indicat al comenca-
ment d’aquest apartat.

Per situar-nos més bé en el moment en que Fermat va fer aquesta trascen-
dental descoberta, recordem tres fets:

ler. Fermat habia emprat les coordenades en els seus estudis geomeétrics, abans
que DESCARTES (1596-1650). Se’ls considera els inventors de la Geome-

tria Analitica.

2on. Des ’ARQUIMEDES (287(?)-212, a. C.), passant per GALILEU (1564-
1642), CAVALIERI (1598-1647) i d’altres [entre els quals I’astronom KE-
PLER (1571-1630)] es preconitzava el calcul de les longituds, superficies
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i volums a base de dividir-les i sumar tots els valors trobats. Com més

petites les divisions, més exacte el resultat.

3er. Arquimedes havia calculat la superficie entre una recta i un arc de parabola

construint un triangle de superficie equivalent.

En la Fig. 11.1, tenim la grafica d’una parabola d’equacié y = z°.
dividit la base de longitud 1 en 10 espais iguals a 0’1.

b
4
Yo
o's
3
o'ex}
Je
o491
%
0'3¢ 1
Yo
0254
s
0169
’ 4
o'
o'o4 E
obf s {
N5 J2 on o4 o5 o6 oF ofF M
Fig. 11.1
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Els rectangles tenen les superficies seglients:

Primer rectangle (d’esquerra a dreta): y1 x0,1=0,01x0,1=0,001 .
Segon rectangle y2x0,1=0,04x0,1=0,004 .
Tercer rectangle ys x0,1=0,09%x0,1=0,009 .
Deseé rectangle y10x0,1=1x0,1=0,1.

La suma dels deu rectangles és la superficie Sy:
S4=10,1(0,014+0,044+ 0,09+ ...+ 1) = 0,385.

Ara bé, pel que hem vist en Papartat 10, tenim que la suma dels deu valors:
Y1,¥2,Y3 - - - Y10, €s:

10
102 102 10
2 2 — =) = =
E (0,1m)* = 0,1 E 001( 3 5 + 6) 0,01 x 385 =3,85.

m=1 m=1

Per tant S; sera:
S¢=0,1x3,85=0,385.
Si en la Fig. 11.1 enlloc de 10 divisions en féssim 100 tindriem més precisié
en el calcul (no farem cap figura amb les 100 divisions). Tindrem, raonant igual
que abans:

100 100
100 1002 100
mE=1(0 ,01lm)* = 0,01 mg 1m =0, 0001( 3 + 5 + 5 ) 33,835.

Ila S,, sera:
S. = 0,01 x 33,835 = 0,33835.

Sense saber quin és el valor de la superficie buscada, sabem, i es confirma
facilment el mateix per una funcié y = f(z), que com més divisions fem més
ens acostarem al valor correcte.

Suposarem ara que enlloc de divisions de 0,11 0,01 de la base, les farem d’un

valor igual a f, sent:

(¢: quantitat total de divisions fetes) .

-

q::

La superficie S, sera:

3 2
5= fxrg;l(fm)z*f"’zm =r(S+5+1),

m=1
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1 sera: . ) ) Lo g
Si=Plemt—=+—=|=c+=+=.
¢ f(3f3+2f2+6f) 3T+ %
Hem dit al comengament d’aquest apartat que cal fer el maxim petites les
subdivisions; el més petit és f=0.

Tindrem doncs: 1

5 .
Si enlloc de trobar la superficie determinada per la parabola i ’eix de les =
(Fig. 11.1) entre 2 = 0 i z = 1, trobem la superficie entre ¢ = 0 i z = z, sera:

S¢ =

T
q= ?:
i la superficie Sz, sera:
23
Sp2 = 7
Recordant I’apartat 10 férmula (1) tindrem:
141
Syt = Z )
t+1

sent S;: la superficie compresa entre y = z' i ’eix de les z, entre z = 0 i z = z.

A Leibniz es deu el simbol actual d’integral que és una “essa” estilitzada.
Per tant en notacié moderna S;+ sera el que hem escrit al principi d’aquest
apartat.

11.2 Teorema de Fermat (“Petit Teorema”)

(1) a’? =a (mod p).

Si mirem en la Fig. 6.1, columna de la dreta, veurem els resultats de 2P per
ap=3,5,7111, que compleixen les respectives congruéncies, indicades per (1):

23 = 8 8 = 2 mod3,
2 = 32 32 = 2 mod5,
27 = 128 128 = 2 mdd 5,
2il = 2048 2048 = 2 mod 3.

Anem ara a deduir la segiient congruéncia:
(a+b)P =a" + " (modp).

Desenvolupant com hem dit en 'apartat 7:

. k . k k
(a+b)P = (%)a” b + (pl )apk_1b1+...+ (gk>a0bpk,

(a+by" =a®" +pka? 1+ .. 44"
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Veiem que tots els sumands excepte el primer i el darrer, sén divisibles per p:
Fent k = 1, tindrem:

(a+b)f =aP + " (mod p).
Fent ¢ =0,1,2,...n 1 b=1, tenim:
(n+1f =n"+17 (modp)=n+1 (modp).

I queda demostrada per induccid, la (1).
Facilment es dedueix:

(2) @ '=1 (mddp), (sent (a,p)=1).

Aquesta darrera férmula és d’is molt freqiient i d’ella es dedueix la férmula,
més general, del:
Teorema d’Euler:

a*™ =1 (mod m), (sent (a,m) = 1)
en la que m és.un nombre compost:
m=p{ -p5?...pa~ (p1,P2...pn : nOmbres primers).

i la “funcié d’Euler” ¢(m), denota el nombre de sencers 1 < K < m primers
amb m. Es ben conegut que w(m) val:
01—1

p(m) =p M pr — 1) p5* Hp2 — 1)... o3 (P — 1)

Segons hem dit a (2): a»~! =1 (mod p), vol dir:
a?~! = ¢p+ 1, que elevat a p, és:

a?®= = (cp+1)P.
Aplicat el desenvolupament del binomi a aquesta férmula,
(g) PP + (11)) Aty 4 (i) =1 (mdd p?).
I en general: _
@@=V =1 (mod p*).
Pel que hem dit abans:

a?™ =1 (mdd pf*) ipertant a?(™ —1=0 (mddpf?),
a®™ =1 (modd pS?) ipertant a®(™ —1=0 (moddp3?),

a?™ =1 (mod pg») ipertant a®™ —1=0 (modpg~).
També sera:
a?™ —1=0  [mod(p{* - p3*...p5")], i

a?(™) = 1 (mdd m), com es volia demostrar.
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