El lloc II-5 d’ Apol-loni:

un altre exemple de la influéncia de la Synogagé de
Pappos en les matematiques del segle xvi

Eduard Recasens

Introduccio

La geometria grega assoleix un dels seus cims en la figura d’Apol-loni, que visqué
entre la segona meitat del segle m1 a. de C. i la primera meitat del segle segiient. Ma-
lauradament, de tota la seva obra, només han sobreviscut els set primers llibres dels
vuit que formaven les Coniques i una versi6 arab de La Seccié segons una rao. Tota
la informacio que es té de la resta de I’obra geometrica d’ Apol-loni prové essencial-
ment dels comentaris i epitoms que Pappos d’Alexandria escrivi{ sis-cents anys des-
prés d’Apol-loni i que, juntament amb altres proposicions dels classics, reuni a la
seva obra intitulada Zvvaryayn (Synagogé).

Aquesta obra de Pappos constava de vuit llibres dels quals el primer, la primera
part del segon i unes pagines finals de 1'ditim s’han perdut. El seté, pero, s’ha conser-
vat integre i aquest llibre havia de tenir un paper essencial en la historia de la ma-
tematica.

El sete llibre de la Synagogé parla d’allo que tractaven els llibres que formaven
part d’una col-leccié anomenada pels grecs «avaivouevos» (lloc analitzat) traduida
Domini de I’ analisi als llibres d’historia.

Els grecs anomenaven métode de ’analisi el procediment per trobar demostra-
cions de teoremes o construccions en el cas de problemes: suposat cert allé que es
pretenia demostrar, s’inferien conseqiiéncies fins a arribar a quelcom ja establert i
d’aqui, si era possible la inversié del procés, s’obtenia la demostraci6 o sintesi del
teorema, sent aquesta tltima part 'inica que apareixia en els textos. A vegades el
procés de I’analisi posava en evidéncia la necessitat de certes condicions supletories
per poder realitzar la sintesi, eren els anomenats diorismes, i si el procés d’analisi
conduia a una contradiccié quedava provada la falsedat de I’enunciat del teorema (re-
ductio ad absurdum).!

Als llibres que formaven el Domini de I’ analisi hom hi trobava resultats que faci-
litaven el procés de reducci6 analitica. En particular, els llocs geomeétrics informaven
del lloc on es trobava un punt obligat a complir certes condicions; si el lloc era una li-
nia recta o bé una circumferéncia es deia que es tractava d’un lloc pla, ja que aquestes
linies podies ser construides sense necessitat d’haver de recdrrer a les tres dimen-
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sions; si el lloc era una el-lipse, una hipérbola o bé una parabola es parlava d’un lloc
solid, ja que per als grecs les coniques provenien de tallar un con per un pla, i aixo re-
queria tres dimensions; per als altres tipus de corbes que podien sortir es parlava de
Itocs linears.?

El Domini de I’ analisi estava format pels llibres segiients:

d’Euclides: Dades (1 llibre)
Llocs de superficie (2 llibres, perduts)
Porismes (3 llibres, perduts)

d’Apol-loni: La Seccié segons una raé (2 llibres)
La Seccid segons una area (2 llibres, perduts)
La Seccié determinada (2 llibres, perduts)
Tangéncies (2 llibres, perduts)
Neusis (2 llibres, perduts)
Liocs plans (2 llibres, perduts)
Les Coniques (8 llibres, Iiltim és perdut)

d’Aristeo el Vell:  Llocs solids (5 llibres, perduts)
d’Eratostenes: Les Mitjanes (2 llibres, perduts)

Al segle xv1 i dins el corrent humanistic de 1’ Europa renaixentista, F. Commandi-
no tradui per primera vegada al llati la Synagogé de Pappos amb el titol Pappi Ale-
xandrini Mathematicae Collectiones (Pisa, 1588). La Col-leccié Matematica de
Commandino donava a congixer als matematics de I’incipient segle Xxvi una part im-
portant de la geometria superior dels grecs que s’havia perdut a través del larg
mil-leni que separa I’edat moderna del mén antic. Vieta s’adona del paral-lelisme que
hi havia entre el procés algebraic de reduccié d’equacions i el metode de I’analisi dels
grecs: ambdos tractaven per igual dades i incognites fins a arribar a quelcom ja co-
negut. D’aqui Uinterés de Vieta per la geometria dels classics.? Sorgf llavors un nou
tipus d’activitat matematica consistent a recuperar la geometria superior dels grecs
—en especial les obres d’Apol-loni— per mitja de reconstruccions conjecturals.
S’anomenaren restitucions. Vieta inicia aquest procés restaurador amb Apollonius
Gallus (Paris, 1600) sobre el tema de les Tangéncies. Seguiren M. Ghetaldi amb Apo-
lonius redivivus (1607) on es treballa les Neusis i W. Snell amb Apollonius Batavus
(1608) que tractava dels llibres de Seccions.

L’any 1628 Fermat inicia la restitucié de Llocs plans que acaba ’any 1636 (o pot-
ser una mica abans) per0d que no €s publicaria fin a ’any 1679 amb el recull dels seus
treballs a Varia Opera Mathematica. Fermat no publica res en vida, no ho volia, perd
si que comunicava els resultats de les seves recerques als seus amics matematics.

Els treballs de restitucio de les obres perdudes dels grecs —ja sigui fent una resti-
tucié completa o bé només fent atencié a problemes concrets— continuaria durant els
segles xvi, xvil i xix. El treball sobre Porismes de Chasles (1860) és un dels dltims.
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La Synagogé no tan sols va aportar més informacidé de tot allo que els grecs ha-
vien assolit en el camp de la geometria superior siné que també va ser punt de partida
de rellevants recerques: alguns dels enunciats que Pappos havia donat sense demos-
traci6 al llibre 7 de la Synagogé desatiaven els millors matematics del segle xv.

El més conegut €s I’anomenat problema de les tres o quatre rectes de Pappos
—es troba a I'epitom de Pappos a les Coniques— per la seva incidéncia en La géo-
métrie de Descartes.*

També fou famds I’anomenat problema d’Apol-loni enunciat per Pappos al co-
mengament de I’epitom a Tangéncies® i també el segiient problema tret de 1’epitom a
Neusis.

Donat un rombe ABCD, s’ha d’intercalar un segment donat m entre el costat DC i
la prolongaci6 del costat BC de manera que la recta que passa per m passi també pel
vertex A del rombe.

Aquest problema el tracten Ghetaldi, Huygens i I’espanyol Hugo de Omerique.

La llista de problemes sorgits de la Syrnagogé, i en especial del llibre 7, que foren
motiu de recerca per als matematics posteriors a la traduccid llatina de Commandino,
és ben llarga i el seu estudi €s de gran interés per a tot aquell que s’interessa en 1’ ori-
geni el desenvolupament de la geometria i de les matematiques en general.®

En aquest article s’estudia un lloc geometric que Pappos simplement enuncia i
que desperta I’interés de matematics com Fermat i Huygens, i també el de 1’espanyol
J. Zaragoza. Es tracta del lloc geometric que es troba enunciat en cinquena posicié a
I’epitom del llibre 11 de Liocs plans d’ Apol-loni; I’ anomenaré lloc I1-5.

L’enunciat del lloc I1-5

Segons la versio llatina de Commandino, que és aquella que llegiren els matematics
del segle xvi, el lloc I1-5 diu el segiient:

«Si a quotcumaque datis punctis ad punctum unum inflectantur recte linec et
sint species, quee ab omnibus fiunt data spatio equales punctum continget posti-
tione datam circumferentiam.»

Una traduccié més o menys literal és com segueix:

«Si des de punts donats en nombre qualsevol tracem linies rectes cap a un al-
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tre punt i les especies sobre aquestes, totes plegades, igualen una area donada,
aquest punt es troba en una circumferéncia donada en posici6.»

Aquest lloc 1I-5 fou treballat per diferents matematics dels segles xvn i xvi: Fer-
mat, Schooten, Huygens, Zaragoza, Simson, Stewart, etc. pero les dues solucions
més belles i interessants es deuen a Fermat i Zaragoza.

La frase que fa especialment fosc 1’enunciat del lloc II-5 és:

«et sint species, quae ab omnibus fiunt data spatio equales>.

La comprensio d’aquesta frase depén d’una construccié geométrica que no és ex-
plicita a I’enunciat de Pappos. Es la segiient:

Suposem donats un cert nombre de punts (si @ quotcumque datis punctis), en pre-
nem tres A, B, C per exemplificar-ho. Sigui S un punt arbitrari i tracem els segments
rectilinis AS, BS i CS (ad punctum unum inflectantur rectee linee). Siguin també do-
nats tres poligons arbitraris & (AS), B(BS) i y(CS) com indica la figura adjunta.

RATTN

S

Llavors, per a cada punt X, & (AX) és el poligon semblant al & (AS) amb els cos-
tats AX i AS homdlegs i aix0 mateix per a 8 (BX) i y(CX).

Mitjangant aquesta construccié a cada un dels punts donats, en variar el punt X, li
queda associada una classe de poligons semblants que és alld que Pappos vol signifi-
car amb el terme specie. Denotaré les especies amb lletres gregues.

LLavors, donat un poligon ¢ arbitrari,” si considerem aquells punts X tals que

a(AX)+B(BX) +y(CX)=q
(quce ab omnibus fiunt data spatio equales)
alldo que diu Apol-loni és que aquests punts X es troben en una circumferencia que

queda determinada per les dades (punctum continget positione datam circumferen-
tiam).®
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Fermatiel lloc II-5

Fermat comenga la restituci6 de /locs plans el 1628 i el 1630 ja I’hauria finalitzada si
no hagués estat pel lloc 11-5 la demostracié del qual no acabava de trobar. Aix0 ho sa-
bem perqué ho diu el mateix Fermat:

El 26 d’abril de 1636 escriu a Mersenne:

«...et vous dirai cependant que j’ai rétabli enti¢rement le Traité d’ Apol-lonius:
De locis planis. 1l y a six ans que je donnai a M. Prades, que peut-&tre vous con-
noissez, la seule copic que j’en avois, écrire de ma main. Il est vrai que la ques-
tion la plus difficile et la plus belle, que je n’avois pas encores trouvée, y man-
quoit. Maintenant le Traité est de tous accompli...»

i quina era aquesta qiiestio lamés dificil i més bella?

El 22 de setembre de 1636 escriu una carta a Roberval en que fa referéncia a un
nou metode que ha trobat:

«J’avois omis le principal usage de ma méthode qui est pour I’invention des
lieux plans et solides; elle m’a servi particuli¢rement A trouver ce lieu que j avois
auparavant trovué si difficile: Si a quotcumque datis punctis... etc....»

Per aquesta carta a Roberval sabem que el lloc més dificil i bell era el lloc 11-5
pero ens assabentem de quelcom més interessant: Fermat havia utilitzat el seu nou
metode d’analisi per trobar-ne una demostracio.

Fermat explicara el seu nou meétode en un petit treball (17 pagines) que intitula
Ad locos planos et solidos Isagoge (Introduccio als llocs plans i solids) el qual deuria
estar enllestit en algun moment de I’any 1636 o potser un xic abans.

El métode a qué fa referéncia Fermat es basa en la utilitzacié de 1’algebra per
portar a cap la reduccié analitica dels grecs més 1'afegitod essencial que Fermat sap
atribuir una significacio geométrica a les equacions amb dues indeterminades, aixi ho
explica Fermat en el segon paragraf de la seva fntroduccio als llocs plans i solids:

«Toutes les fois que dans une équation finale on trouve deux quantités incon-
nues, on a un lieu, 'extremité de I'une d’elles décrivant une ligne droite ou cour-
be...»
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A1 E son les lletres amb que Fermat indica les nostres x, y. O és I'origen dels seg-
ments A i & €s un angle {ix amb el qual s aixequen els segments £. Fermat aconsella
que o sigui recte. L’extrem del segment £, en variar A, descriu la corba que correspon
al lloc geometric.

Amb aquesta tecnica Fermat estableix les segiients correspondéncies equacié-
corba (notacié actual)

ax =by recta
xy=b hiperbola
X2 +xy=ay? parell de rectes
x*=ay parabola
bt —x2=y? circumferéncia
b -x? = ay? el-lipse
b +x2 = ay? hiperbola

i demostra que tota equacié amb dues indeterminades que no sigui de grau més gran
que dos es pot reduir a una d’aquestes formes, de manera que en aix0 consistira la re-
duccié analitica que constitucix el seu nou métode: es planteja el lloc geomeétric en
termes algebraics i I’equacié que en resulti es redueix a una d’aquestes formes cand-
niques.

L’exemple que proposa per il-lustrar-ho és precisament una variant ad hoc del
lloc I1I-5 d’Apol-loni. Proposa que, donats dos punts N 1 M, es trobi el lloc geometric
dels punts / tals que si hom considera els segments rectilinis /V, /M, la ra6 de la suma
des seus quadrats IN? + IM? al triangle /NM sigui una ra¢ donada.

Diu Fermat, posem NM = b, anomenem e la recta Z/ perpendicular des de [ a la
recta NM i alarectaNZ

v

i
N/z

M

242 + b2 - 2ba +2e
be

2
segons les regles de 1" art, és una ra¢ donada’ i sense cap més ex-

plicacié afageix:

«La construccié es fard com segueix: Aixequeu en Z, punt mitja de NM, la per-
pendicular ZV tal que %ZMV sigui igual a la ra¢ donada. Dibuixeu el semicercle VOZ i
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sigui ZO = ZM. Considereu la circumferéncia de centre V i radi VO. Llavors, si des

d’un punt R d’aquesta circumferencia es traga RN i RM es compleix que 1araé RANZ R‘;I};W

és igual a lara¢ donada.»
Amb la nostra notacio actual, si posem;—n per a indicar la raé donada, escriuriem:

e+ +(b-x)*_m
]b n

50Y

(x5
Y
X
N Y4 M
-« b B

d’on resulta I’equacio ( x —12’ ¥+ (y J’S% )= (% )2 - (—g )2, aix0 explica que Fermat

mani prendre ZV de manera que £2¥ = —'Z 10§ dibuixi el semicercle VOZ per construir

el radi. M

Pel que fa al lloc 1I-5, tot i que Fermat diu a Roberval (carta del 22/9/36) que ha
aplicat un nou meétode per trober-ne una demostracié, en la restitucié només apareix
la sintesi constructiva segiient:

Parteix de la proposicié 122 del llibre 7 de la Synagogé que diu el segiient:

Si en un triangle ABD tracem la recta DC que va del vértex D fins al punt
mitja del costat oposat AB, es té la relacié

DA% + DB2=2CA? +2CD?.
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Després d’aquest resultat de Pappos és immediat que, si des del punt C com a cen-
tre es descriu una circumferéncia de radi CD, per a qualsevol punt R d’aquesta cir-
cumferéncia la suma dels quadrats RA? + RB? és sempre la mateixa. I si €s donen dos
punts A, B i una area Z i es demana per aquells punts X tals que XA2 + XB2=Z, per la
proposici6 122 de Pappos s haura de complir que 2CA2 + 2CX2 = Z i, per tant, si Z >
CA? + CB?, els punts X es troben en una circumferéncia de centre el punt C i radi el
costat del quadrat d’area la meitat del quadrat equivalent a I’area Z — 2CA2.

Aixi doncs, la proposicié 122 de Pappos resol el lloc I1-5 en el cas més senzill.de
dos punts i dos quadrats com a espécies associades. Per tant, alld que Fermat fa a con-
tinuacic és estendre la férmula DA? + DB? = 2CA? + 2CD? al cas de més de dos punts
alineats i per aix0, donats quatre punts A, B, C, E en linia recta, defineix un punt D
mitjancant la igualtat

= %(AB+AC+AE)

1 utilitzant la férmula del quadrat d’un binomi obté que per a qualsevol altre punt N
de larecta determinada pels punts donats es compleix la igualtat

NA? + NB? + NC? + NE? =DA% + DB? + DC? + DE? + 4 DN?

igualtat que generalitza la DA% + DB? = 2 CA? + 2 CD? de la proposici6 122 de Pap-

pos.
Llavors, utilitzant el teorema de Pitdgores demostra que, donada una area Z, el

lloc geometric dels punts X d’un pla que passa per la recta determinada pels punts do-
nats A, B, C, E i que compleixen la igualtat

XA?+XB2 + XC2+XE2 =7

és una circumferéncia de centre el punt D i radi el costat d’un quadrat d’area la quarta
part de I’excés de Z sobre la suma minima DA? + DB? + DC? + DE? (primera propo-
sicif).
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La pregunta és: d’on ha tret Fermat la definicié del punt D? Fermat no ens
ho diu perd, despres de veure’n la sintesi que fa, és facil deduir-ne I’analisi alge-
braica que =1 devia conduir cap a la definicié del punt D: Fermat vol una f6rmu-
la com la DA% + DB? = 2CA? + 2CD? de Pappos per a més de dos punts alineats,
la giiestio €s, perd, quan hi ha més de dos punts, qui fa el paper del punt mitja C
de AiB?

Fermat suposaria que ja t€ un punt D com el de la figura anterior que compleix la
igualtat

NA? +NB?+NC? + NE? = DA® + DB? + DC? + DE? + 4DN*
icalcularia la suma del primer membre fent-hi jugar el punt D,

NA? + NB?2 + NC? + NE? =

(AD — DN + (BD —DNY? + (CD + DNy + (ED + DNy =
DA%+ DB? + DC? + DE? + ADN? + 2CD - DN +

2ED -DN-2DA -DN ~2DB . DN

de manera que es feia necessaria la igualtat
DA+ DB=DC + DE.
Prenent ara el punt A com a origen de segments es té
AD +(AD - AB)=(AC-AD) + (AE - AD)
d’on resulta la condici6 AD = - (AB + AC + AE) que defineix el punt D.

Procedint al revés s’obté la sintesi que Fermat déna en aquesta part de la restitu-
cio del lloc I1-5.

La restitucid de Fermat continua amb la segiient observacié important:

El mateix resultat de la primera proposicio serveix per resoldre el cas en que
donats, per excmple, tres punts A, B, £ es demani de trobar una circumferéncia tal
que per a qualsevol punt M de la mateixa la suma 24AM? + BM? + EM? sigui igual a
una area donada. En aquest cas el punt A s’ha de comptar dues vegades i llavors el
punt D és tal quc AD = % (AB + AE) i de manera similar per a qualsevol altra multi-
plicitat.

L observacié de Fermat és essencial pel que fa a la proposicié que segueix (i que
ja és I'iltima que demostra):

Suposa donats quatre punts alineats A, B, C, £ i un cinqué punt ¢ que no pertany
a la recta per ells determinada.
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Es tracta de construir una circumferéncia tal que per a qualsevol punt / d’aquesta,
la suma AP + BI* + CI? + EI* + QI? sigui igual a una irea donada.

Fermat dona les segiients regles de construccié i després demostra que sén vali-
des (una vegada més la pregunta és: com ho ha trobat?);

«Baixeu sobre la recta AE la perpendicular QR i1 preneu AD = % (AR +AB +
AC + AE). Aixequeu laperpendicular DO i baixeu sobre ella la perpendicular
Q0. Preneu DN = RF = % QR i sigui I area donada igual a la suma AD? + RD? +
BD?+ CD?+ ED? + 7. Sigui M un punt tal que Z = 4DN? + ON? + SNM? (4 s6n
els punts donats sobre larecta AE i 5 el nombre total de punts). Jo dic que la cir-
cumferéncia de centre N i radi NM satista la qiiestio.»

La demostracio és com segueix:

Sigui 7 un punt arbitrari de la circumferéncia que acabem de descriure, comptant
D com a punt quadruple i tenint en compte que DN = % DO, per la primera proposicio
esté

4DP + O = 4DN* + NO? + SNM? (= Z per construccic)
o0 bé, projectant / ortognonalment sobre D0 i utilitzant Pitagores,
4DX? + X0 +5XIP=Z7

1 també

4DX? + X0+ 5XI* + AD? + RD*+ BD* + CD* + ED* =
Z+AD?+RD?+BD?>+CD? + ED~.

El segon membre d’aquesta igualtat €s, per construccid, 1’area donada i el primer es
pot escriure



4IY? +V(Q? + 5DY? + AD? + RD? + BD? + CD? + ED?
el qual, utilitzant la primera proposicid, €s igual a
4IY? + VQ? + AY? + RY? + BY?> + CY? + EY?
i utilitzant la relacid pitagorica,
IA? + IBX + IC? + JE% + IQ2.

Procedint al revés es descobreix la possible analisi de Fermat a aquesta segona
proposicié. Ara bé, cal adonar-se del fet que Fermat ha introduit un origen de seg-
ments per a la construccio del punt D tal que DA + DB = DC + DE (primera proposi-
ci6), que en aquesta segona proposicid descompon els segments donats i els seg-
ments incdgnites a través de les dues rectes ortogonals AE i DO i que, tot i 1a presen-
tacid classica de la seva restitucid del lloc 1I-5,! aquesta té un caricter palesament
algebraic. Amb tot, falta I’esgla6 que li permeté d’enunciar el principi basic del seu
métode.

«Sempre que en una equacié final apareixen dues quantitats incognites
es té un lloc geométric en descriure I’extrem d’una d’elles una linia recta o
corba.»

Aquest esglad, perd, no se sap pas amb certesa on es troba. No deu ser errat de
pensar que Fermat devia tenir molt present la symptome imtjangant la qual Apol-loni
descrivi les coniques.'?

Fermat ja no déna cap altra demostracid, per9, i aix0 €s significatiu, acaba donant

larecepta segiient:

«Pel cas en que els punts donats A, B, C, D, E, F estiguin situats arbitraria-
ment en un pla, preneu una recta SR que els deixi tots d’un mateix costat
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abalxeu llavors, les perpendiculars AG, BH, CI, DK, EM, FN, preneu GL =
-6- (GH + GI + GK + GM + GN) i aixequeu la perpendicular LO = = (AG + BH +
CIl + DK + EM + FN).

Si P és tal que AO? + BO? + CO* + DO? + EQ* + FO? + 60P? = area donada, lla-
vors la circumferéncia de centre O iradi OP satisfa la qiiestié; la demostraci6 no
ha de ser dificil per a qui coneix el que s*ha dit anteriorment» (Nec difficilis est
inventio ei qui superiores noverit).

Zaragozaiel lloc II-5

L’encontre de Zaragoza amb el Hoc I1I-5 donara resultats ben diferents dels de Fermat.

Josep Zaragoza, professor de matematiques al Colegio Imperial de Madrid en la
deécada que va del 1670 al 1680 (Zaragoza mor I’any 1679), és un gedmetra en la linia
tradicional d’Euclides i seguint aquest canon escriu els seus treballs. De les seves
obres n’hi ha una que sobresurt en escreix de les altres ja que conté resultats, metodes
1 conceptes que sén nous i d’una certa rellevancia. Es tracta d’una obra, dividida en
tres parts, intitulada Geometria Magna in Minimis (Toledo, 1674).13

En aquesta obra Zaragoza introdueix el concepte de centre minim. El centre mi-
nim €s un punt que, de manera univoca, s’associa a una série de punts i espécies do-
nats, i les seves propietats son les del centre de gravetat d’un sistema discret de pesos.
Ens trobem davant d’una teoria interna a la geometria que permet servir-se de propie-
tats baricéntriques sense postulats de tipus fisic. Una conseqii¢ncia d’aquesta teoria i
en relacié amb el calcul de certes raones entre segments determinats en una figura en
ser tallada per rectes concurrents és la introduccié d’una metodologia que és un clar
precedent del calcul baricéntric.!4

En particular descobreix la relacié avui coneguda com a teorema de Ceva quatre
anys abans que Ceva la publiqués al De lineis rectis se invicem secantibus: statica
COnStructio.

La Geometria Magna in Minimis t€ un petit proleg i en aquest proleg Josep Zara-
goza ens diu que la idea del centre minim li vingué suggerida pel lloc II-5 d’ Apol-loni.
La definici6 del centre minim es troba al comengament del capitol II de la primera part:

«Centrum Minimum, dicitur punctum, ex quo prodeunt rectz ad quolibet
data puncta, utcumgque disposita, supra quas figur® constitute, licet interse dissi-
miles, datis tamen similes, minimam omnium similiuom summam eficiunt.»

Utilitzant la notaci6 introduida al paragraf 2:

Donats n punts-espécies 4, ¢, ... , A, &, es diu que el punt M és el seu centre
minim si 1 solament si per a qualsevol altre punt X es verifica la desigualtat

0y(MAy) + - + 0(MA,) < 00(XA,) + - +0(XA,)
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Per a qualsevol série de punts-espécies, Zaragoza déna un métode per construir
el seu centre minim i aquest métode es fonamenta en les propietats d’alineacid i acu-
mulacié de qué gaudeix aquest punt i que diuen ¢l segiient:

Si M és el centre minim dels punts-espécie A; ..., Aj &, Ajr1 Gs1,e., Ay O, S €l
centre minim de A; ¢....., A; o;i T el centre minim de Aj,y Gy 1...., Ay O, llavors

a) els tres punts M, S, T estan alineats
b) M és també el centre minim dels dos punts S i T havent associat les espécies
o ... o al punt Si havent associat les especies Oyy,..., 0, al punt 7.

Aquestes dues propietats d’alineacié i acumulacié (que sén caracteristiques del
calcul baricéntric) es demostren utilitzant la férmula basica de la Geometria Magna
in Minimis que diu aixi:

Donats n punts-espécie A; &.,..., A, &,, per a qualsevol punt X es compleix la

igualtat

al(XAl) + ...+ a,,(XA,,) =
[ (MA)) + ... + a,(MA)] + [og(MX) + ... + 0,,(MX)]

on M és el centre minim de A; @,..., A, 0.5

Per trobar el centre minim M de n punts-espécie A, oy, Ay 0y,..., A, O, Zaragoza
déna el segiient metode recurrent:

Primerament es busca el centre minim M; de A, a; i A; &, en segon lloc es busca
el centre minim M, de M| o a, i A5 o, després el centre minim M3 de M, 0 0 051
A4 0y 1 aixi successivament fins a esgotar els punts-espécies donats. Liltim centre
minim M,_; que s’ha trobat és el centre minim M.

Az 0p

My o4 op Mp oy 0 0t A3 O3

Ms=M

Ay oy

Aq 0y

La construccié es redueix, doncs, a saber trobar el centre minim de dos punts
amb una o més espécies associades a cadascun d’ells. Per a poligons en general aix0
déna lloc a una construccié geomeétrica que no és pas dificil perd que tampoc €s im-
mediata.
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Ara bé, per utilitzar la teoria del centre minim es prova que és suficient con-
siderar rectangles com a espeécies i aixo simplifica notablement I'is d’aquesta

teoria.
Per a un rectangle ABCD, si es prolonga la base AB un tros BE i es considera ¢l

rectangle de base AE semblant al donat, s’obté la descomposicié AEGI = ABCD +
{BEFC + DCHI} + CFGH.

| H G
D c F
A 5 E

A la suma dels rectangles BEFC, DCHI se I’anomena el complement del rectan-
gle ABCD relatiu a I’'increment BE.

Llavors, definici6:

Dos rectangles son equicomplementats si i solament si a increments iguals co-
rresponen iguals complements. '®

Es immediat veure que el rectangle BEFC és igual al rectangle DCHI; per tant, el
complement només depén d’un d’ells, per exemple €l BEFC, i d’aqui el segiient sen-
zill criteri d’equicomplementacié:

Dos rectangles sén equicomplementats si i solament si tenen la mateixa altura.

D C E

A M B X

Llavors, €l teorema basic sobre el qual es recolza tota la part constructiva de la te-

oria del centre minim €s ¢l segiient:
Si dos rectangles AMCD, MBEC com els de la figdra anterior s6n equicomple-
mentats, per a tot punt X de larecta AB es compleix laigualtat -

o (XA) + B(XB) = [ (MA) + B(MB)] + [ ¢ (MX) + B (MX)]
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on o €s I’espécie un representant de 1a qual és el rectangle AMCD i B és I’espécie un
representant de 1a qual és el rectangle MBEC i reciprocament. Aixi doncs, M és el
centre minim dels punts-especie Act, Bf.

Un exemple d’aplicaci6 d’aquesta teoria és el segiient:

Considerem el triangle ABC i les tres rectes concurrents AG, BE i CF.

Cy

aA F Bp

Associem al vértex C I'especie dels quadrats ¥ i al vertex A I’espécia o un repre-
sentant de la qual és el rectangle de base AE i altura EC. Amb aquesta assignacié
d’especies E esdevé el centre minim de A¢, Cy. Associem ara al veértex B I’espécie
un representant de 1a qual €s el rectangle de base BH i altura GC. D’aquesta manera el
punt G esdevé el centre minim de B, Cy.

Per la propietat d’alineacio del centre minim i a causa de la seva unicitat, el cen-
tre minim dels punts-especie Aa, BB, Cy és el punt O, interseccié de les rectes BE i
AG.

Aplicant altra vegada la propietat d’alineacid, el punt F sera el centre minim de
Aai BS; per tant, hi ha un rectangle de ’espécie «de base AF i altura / que és equi-
complementat amb un rectangle de ’especie 8 de base FB i altura A, i per la sem-
blanga dels rectangles d’una mateixa especie es podra escriure que

CE _ h . €6 _ A

EA ~ AF GB ~ FB
d’on dbviament s’obté la relacié entre segments que déna el teorema de Ceva.l”

A la Geometria Magna in Minimis es troben molts altres resultats de la teoria de
transversals obtinguts per aquest procediment del centre minim, si bé no tots aquells
que de si déna la teoria per ell construida; la limitaci6 prové del fet que Zaragoza no-
més utilitza alld que li permet la geometria classica: regla, compas i proporcions en-
tre magnituds geometriques.'®

Pel que fa al lloc I1-5, 1a férmula basica que ha demostrat amb tot rigor li permet
resoldre el lloc II-5 amb tota generalitat per a punts no necessariament coplanaris i

espécies.
Aixi, donat un poligon ¢, la igualtat geométrica que defineix ¢l lloc I1-5

(XA + -+ (XA =¢
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equival a la igualtat
[on(MA) + - + Q(MAL)] + [0y (MX) + - + 0(MX)] = q

de la qual ja es dedueix que el lloc en giiesti6 té solucié si i solament si I’area donada
q¢és major que la suma minima o (MA;) + - + o,(MA,). En aquest sopdsit el lloc ge-
ometric és una esfera de centre, el centre minim M (que ja sabem construir) i de radi
el segment MX que s’ha d’aillar de I’anterior igualtat. Per aix0 iltim Zaragoza déna
el metode segiient:

Sigui c? el quadrat d’ area equivalent al poligon g donat.
Sigui m? el quadrat d’ area equivalent a la suma minima.
Sigui /2 el quadrat d’rea equivalent a la diferéncia c? — m?.
Llavors queda la igualtat

o (MX) + - + 0, (MX) = 12

Sobre un segment arbitrari b es construeixen poligons o (b)...., &, (b) i per la sem-
blanga entre si dels poligons d’una mateixa espécie es t€ que

aMX) o)  onMX) _ ou(b)
MXx? b? MX? b*
i, per tant,
oG(MX) + -+ 0, (MX) MX?
b+t ab) B

Si 52 és el quadrat equivalent a la suma o, (b) + -+ + 0,(b), el radi MX es resoldra mit-
jangant la quarta proporcional

Huygens i el lloc I1-5

Una interessant aplicacié del lloc 1I-5 d’ Apol-loni (versié per quadrats) es troba a un
dels llibres més notables de la mecanica del segle xvi: es tracta de L' Horologium Os-
cillatorium de C. Huygens que es publica I'any 1673. A la proposicié 12 de la pars
quarta d’aquest llibre, Huygens utilitza la geometria coordenada, practicament com
ho fariem avui dia, per demostrar que:
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«Donats en un pla punts en nombre qualsevol, si des del seu centre de grave-
tat!® es descriu una circumfergncia i des d’un punt d’aquesta es tiren segments
rectilinis als punts donats, la suma dels quadrats d’aquests secgments €s constant,
qualsevol que sigui el punt de la circumfer&ncia descrita.»%

I ala segiient proposicié 13 enuncia que:

Quan una figura plana o una linia que es troba en un pla se suspén des de di-
versos punts d’aquest pla igualment distants del centre de gravetat d’aquesta fi-
gura, aquesta figura o linia és isocrona a ella mateixa en oscil-lacié lateral.

Per tal de demostrar-ho, considera un triangle ABC que representa una figura pla-
na suspesa d’un punt £ (punt de suspensid). D és el centre de gravetat d’aquest
triangle.

Divideix el triangle en » parts iguals suficientment petites?! i des de llurs centres
de gravetat traga segments rectilinis a I’eix d’oscil-lacié que és perpendicular per E al
pla que conté el triangle ABC. El resultat enunciat, I’obté a partir de la férmula

Sd
n-DE ~

[ que ha demostrat a la prop. 6 de L’ Horologium Oscillatorium on

I és 1a longitud del péndol simple isdcron al péndol compost ABC suspes del punt E,
d; és la distancia del centre de gravetat d’un tros i—¢sim de ABC al punt de suspensio E,

n és el nombre de trossos i—¢sims,
DE és 1a distancia del centre de gravetat del triangle ABC al punt de suspensio E.
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Si el mateix triangle és suspes pel punt C situat en una circumferéncia centrada
en el centre de gravetat D i de radi DE, llavors

p
e =j  perlaproposici6 6 de L’ Horologium Oscillatorium on
n-
J és la longitut del pendol simple isdcron al pendol compost ABC suspes del punt C,
€;€s la distancia del centre de gravetat d’un tros i—&sim de ABC al punt de suspensi6 C,
DC és la distancia del centre de gravetat de ABC al punt de suspensio C.

Per I’anterior prop. 12 (el lloc II-5 d’ Apol-loni) es té:

2 #=2¢

icomDC + DE,resultaj=/.
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Notes

1. Perauna més completa informaci6 sobre 1'analisi i 1a sfntesi dels grecs podeu consultar T. L. He-
ath 1981, Ver Eecke 1933, M. Mahoney 1973, J. Pla 1990.

2. Sobre el concepte de lloc geometric segons els grecs podeu consular A. Jones 1986.

3. Vegeu Mahoney 1973, Boyer 1988.

4. Si sén donades tres (o quatre) rectes , s, ¢ (v) i des d’un punt P es tracen rectes que tallen les dona-

. PA-PB PA-PB
d t tius A, B, C (D les donats i la raé bé ————) és, també, do-
es en punts respectius (D) segons uns angles donats i 1a ra 70 (o PC-PD) s, tam o

nada, el punt P s’ha de trobar en un lloc solid (és a dir, una de les tres coniques). Vegeu J. Pla 1989.

5. Donats tres objectes (punts, rectes o circumferéncies) es demana de tragar una circumferéncia
tangent a tres dels objectes donats. Dels deu casos possibles, aquell en que els tres objectes donats s6n cir-
cumferéncies s’anomena problema d’ Apol-loni.

Aquest problema el tracten matematics com Vieta, A. Romano, Descartes, Newton, L'Hopital, T.
Simpson, R. Simson, Euler i molts d’altres. Vegeu Ver Eecke 1933.

- 6. Undels primers llibres en aquesta lfnia és el de M. Chasles 1837.

7. Posant un punt sobre una lietra indicaré que es tracta d’una area, aixd és fonamental sota un punt
de vista histdric ja que les igualtats geometriques han de ser homogenies. Descartes sera el primer que
trencara amb la necessitat de mantenir aquesta homogeneitat. Vegeu J. Pla 1988.

AAX) és

8. Podeu observar que donat un punt A i una espécie @, en variar el punt X, el quocient v

constant. Anomenant amb la mateixa lletra a aquest coeficient numeric, donats n punts-espécies
Ay ay,..., A, 0, ’equacié geometrica que descriu el lloc II-5 d’Apol-loni

oG(XA) + ...+ a(XA) =¢
esdevé |'equacié algebraica
o XAt +.. + @, XAl=gq.

9. Al’obrade Fermat apareix aixf escrit:

«Recta NM zquetur B, et recta Z/, ad angulos rectos, dicatur E terminus, NZ dicatur A, ergo ex artis
praceptis Ag bis + Bq— B in A bis + Eq bis ad rectangulum B in E habebit rationem datam.»

10. Fermat s’oblida del%de ’area del triangle i aixd fa que surti un 4 en comptes del 8.

11. Vegeu el facsimil que correspon a aquesta demostracié (en la versié de Tannery) de la restitucio
del lloc II-5 de Fermat.

12. Podeu veure un estudi conjectural sobre el paper que podien haver jugat el lloc II-5 d’Apol-loni,
les coniques d’Apol-loni i el problema de les tres o quatre rectes de Pappos en la invencié de la geometria
analftica per Fermat durant els anys 1635-1636 a Mahoney (1973) cap. IIL.

13. Sobre la biografia de J. Zaragoza i el seu context historic podeu veure Cotarelo (1935), Dou
(1988) i Navarro Brotons (1985).

14. Em refereixo al calcul que es troba en el De lineis rectis se invicem secantibus: statica construc-
tiode J. Ceva (Mila, 1678) i al Der barycentrische Calcul de M. Mobius (Leipzig, 1827).

15. Interpretant les espécies a través del coeficient numéric introduit a la nota 8, la férmula basica

enunciada esdevé
Oy XA} + - + @ - XA2 = (0 - MAL + -+ + 0, - MAZ) + (o - MX? 4+ + @, - MX?)

que en el cas particular de ser ol = -+ = on 0 bé nombres enters positius €s la relaci6 quadratica que Fer-

mat utilitza en la sevarestitucio del lloc II-5. i
16. Aqui per igualtat s’entén, com és habitual a la geomeltria classica, igualtat d’arees. I 1’equicom-

plementaci6 s’entén sempre respecte de la base.
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17. Es interessant de fer notar que Ceva fa el mateix raonament que Zaragoza, perd Ceva utilitza pe-
sos en comptes d’espécies i es fonamenta en 1’estatica.

18. Si voleu més detalls sobre la Geometria Magna in Minimis de Josep Zaragoza podeu consultar
E. Recasens (1991).

19. Huygens pensa els punts com esferes igualment pesants i molt petites; és en aquest sentit que
parla de centre de gravetat de punts.

20. Huygens havia aprés 1'ds de la geometria coordenada del seu mestre F. Schooten qui li posava
com a exercicis perque els resolgués segons el nou metode de Descartes, precisament, els llocs plans
d’Apol-loni i d’altres trets del llibre 7 de la Synagogé.

F. Schooten publica 1’any 1656 una restitucié de Llocs plans segons aquesta nova metodologia de

Descartes.
21. «iIntelligatur figura ABC divisa in particulas minimas equales...»
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