Aritmetica: a les portes de la terra promesa

Enric Nart

Introduccio!

De les diverses giiestions que concerneixen I’aritmetica em centraré en aquesta
xerrada en la resolucié d’equacions diofantines. Una equacié diofantina és simple-
ment un sistema d’equacions polindmiques:

FiXy, . X)) =0

Fp(X1, . Xn)=0

El terme diofantina emfasitza que ens interessem per les solucions enteres de
I’equacié. Resoldre I’equacié equival, doncs, a trobar totes les n-ples (xy, -, x,) de
nombres enters que satisfacin simultaniament totes les equacions. El més usual és
que els polinomis F,(X;,..., X,,) tinguin també coeficients enters.

Aquesta qiiestio t€ una interpretacié geometrica clara. Per exemple, una equacid
en dues variables com:

1) P=X-4X+1,

podem pensar-la com una corba en el pla XY, i resoldre la corresponent equacio dio-
fantina equival a trobar totes les interseccions de la corba amb la xarxa de punts de
coordenades enteres.

Tot i que discutirem el cas general, per fixar les idees convé tenir sempre present
I’equacié determinada per un sol polinomi en dues variables: X, ¥) =0. Es el cas no-
trivial més senzill i il-lustra prou bé les dificultats inherents a la resolucié d’equa-
cions diofantines.

Cal admetre també com a genuinament diofanti el problema de determinar les
solucions racionals d’un sistema d’equacions polindomiques. En efecte, les solucions
racionals d’una equacié estan (gairebé) en correspondéncia bijectiva amb les solu-
cions enteres de I’equacio obtinguda homogeneitzant tots els polinomis involucrats.
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Per exemple, les solucions racionals d’(1) es corresponen amb les solucions ente-
res de:

@ Y?Z=X-4X7?+ 7.

A tota solucié entera (x, y, z) d’aquesta darrera equacid li podem associar una solucié
racional (g, ;Y) d’(1). La correspondéncia és bijectiva si identifiquem les solucions
homotetiques de (2) ((mx, my, mz) ~ (x, y, z) si m enter) i si excloem les solucions
ambZ=0.

El punt de vista geomeétric

En la primera part de la conferéncia vull fer una breu revisio historica del desenvolu-
pament que varen experimentar les giiestions diofantines a partir del 1890.

En aquest periode I’aritmetica es troba en un moment de gran esplendor. Després
dels treballs iniciatics de Fermat al segle xvi, els primers després de I’ Aritmética de
Diofant d’ Alexandria (segle m), a qui deuen el seu nom les equacions diofantines, han
seguit contribucions importants d’Euler, Legendre, Lagrange i Gauss. Al prinicpi del
segle xix Gauss va publicar les Disquisitiones Aritmeticae i a mitjan segie s ha viscut
el boom de la teoria de la divisibilitat per a nombres algebraics, amb les célebres con-
tribucions de Kummer, Dirichlet, Dedekind i Kronocker, que han comportat la intro-
duccié d’importants conceptes d’algebra i analisi com les séries de Dirichlet o els
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conceptes de modul 1 d’ideal. Doncs bé, el 1890 I’ aritmetica viu encara una nova re-
volucié transcendental: Hilbert i Hurwitz apliquen a les qliestions diofantines tecni-
ques de geometria algebraica.

Una equacié com (1) defineix una corba C del pla. Estudiar la geomerria de la
corba és estudiar les propietats del punts de la corba, o dels sistemes de punts de la
corba, invariants per transformacions biracionals. Si la corba esta definida sobre Q
(notaci6: C|q), t€ sentit estudiar el que Hilbert i Hurwitz anomenen I’aritmética de la
corba [Hi-Hu]; és a dir, les propietats dels punts racionals de la corba, o dels sistemes
de punts racionals, invariants per transformacions biracionals definides per equa-
cions amb coeficients racionals.

Un punt racional de la corba és una soluci6 (x, y) de I’equacié amb x, y € Q. Si
denotem per C(Q) el conjunt de punts racionals de la corba, és clar que el conjunt
C(Q) és invariant per transformacions biracionals racionals i, per tant, el problema
diofanti de la determinacié de C(Q) cau dintre d’aquesta aritmética de la corba de
Hilbert i Hurwitz. Per invariant vull dir simplement que si tenim una transformacio
biracional entre dues corbes:

Co>C, (xy)—> (“““Z((;,’ ﬁ ’ :g ;)) )

i els polinomis involucrats tenen tots coeficients racionals, aleshores la transformacié
enviaC(Q) aC'(Q).

Una primera conseqiiéncia important d’aquest nou punt de vista és que els pro-
blemes diofantins (X, ¥) = O han de ser classificats segons el génere de la corba co-
mresponent i no segons el grau de (X, Y) com es feia fins aleshores. El génere d’una
corba és un nombre natural g > 0. Es un invariant biracional que mesura la complexi-
tat de la geometria de la corba. Les corbes de génere zero sén les biracionalment
equivalents a la recta projectiva P, Per tant, la resoluci6 del problema diofanti per a
aquestes corbes es redueix a explicar un isomorfisme biracional (racional) amb P!, el
qual ja proporciona una parametritzaci6 del conjunt de punts racionals. Per exemple,
la corba Y2 = X3, tot i ser una cubica, és de genere zero i I’equivaléncia biracional:

Pl C, t—>(35),

ens proporciona (per a valor finits de 7) una parametritzaci6 de C(Q).

Evidentment, el nou punt de vista suggereix també treballar preferentment amb
varietats projectives, que tindran invariants geometrics globals interessants. Aix{ per
exemple, I’estudi d’(1) requerira treballar amb I’equaci6 (2), que representa una cor-
ba del pla projectiu. Noteu que el concepte de punt de I’espai projectiu en coordena-
des homogenies ja comporta la identificacié de solucions homotétiques que ens inte-
ressava i permet també no haver de distinguir més entre solucions racionals i solu-
cions enteres (de I’equaci6 (2)). Noteu també que aquest punt de vista permet tractar
¢l problema de trobar les solucions racionals d’(1), perd no pas les seves solucions

enteres!
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Com passa sempre amb les veritables revolucions, aix0 fou només el principi.
El principi d’una ¢poca de canvis revolucionaris en aritmetica, i també de canvis
revolucionaris en geometria algebraica. La historia d’aquests canvis té dos prota-
gonistes indiscutibles: André Weil i Alexander Grothendieck. Al meu parer, dos
dels més grans matematics de tots els temps, per la influéncia tan profunda que
exerceixen les seves idees en camps molt diversos de la matematica. No puc fer cap
repas minimament digne de les seves contribucions en elpoc temps que tinc. Em
vull limitar a il-lustrar amb algun exemple concret la forta influéncia que s’han
exercit mituament I’aritmética i la geometria algebraica. Per fer-ho he decidit cen-
trar-me en la figura d’André Weil a qui, en certa manera, esta dedicada aquesta
conferéncia.

André Weil

André Weil neix a Paris el 1906. Estudia a I’Escola Normal Superior i ja en la seva
época d’estudiant queda fortament impressionat amb la lectura de dos autors: Rie-
mann i Fermat. Somnia 1a possibilitat d’aplicar la poténcia extraordinaria de les idees
de Riemann a les qiiestions diofantines i aquesta obsessié no 1’abandona en tota la
seva vida cientifica posterior.

El 1928 llegeix la seva tesi doctoral: L’ aritmétique sur les courbes algébriques
[We, p. 11]. Es una obra cabdal en la historia de la geometria algebraica aritmetica,
on introdueix técniques que avui en dia considerem basiques, com la t&cnica de les
altures o l1a de les distribucions. L’ objectiu principal de la tesi és provar el que conei-
Xem avui com a:

TEOREMA DE MORDELL-WEIL. Si C|q és una corba projectiva no-singular de gé-
nere g2 1 i C(Q) # 0, aleshores J(Q) és un grup commutatiu finit-generat.

JC és una variant de dimensi6 g anomenada la varietat jacobiana de C. Eslava-
rietat dels sistemes de g punts de 1a corba, en el llenguatge classic. Hi ha una addicidé
natural entre els punts complexos de la jacobiana que fa que tinguin una estructura de
grup commutatiu. Si la corba C esta definida sobre Q, I’addicié de punts racionals de
J¢ torna a proporcionar punts racionals, de manera que J(Q) és un subgrup. L’afir-
maci6é interessant del teorema de Mordell-Weil és, per tant, la finita-generacio
d’aquest subgrup. ’

Resolt per Hilbert i Hurwitz el problema diofanti de la determinaci6 dels punts
racionals de corbes de génere zero, el cas de génere 1 fou estudiat per Poincaré. Les
corbes de geénere 1 tenen una addici6 natural de punts (coincideix la corba amb la ja-
cobiana) i, en un treball de 1901 [Po], Poincaré introdueix el concepte de rang de la
corba com el nombre minim de punts racionals necessari per generar tots els altres
punts racionals mitjangant addicié. En el mateix treball Poincaré s’adona que Iestudi
de corbes de génere superior exigeix treballar amb els sistemes de g punts. E1 1922
Mordell prova que el rang d’una corba de génere 1 és sempre finit, i Weil generaliza
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aquest resultat a génere qualsevol (i per a corbes definides sobre un cos de nombres
arbitrari).
La intencié inicial de Weil era la de provar en la seva test la:

ConsiTURA DEE MORDELL (1922). C) g 1€ genere 2 2 = C(Q) és finit.

Com que la corba viu dins la seva jacobiana, C /. Weil pensa que quan la di-
mensio de J- és estrictament més gran que 1. només un nombre finit dels punts del
grup finitament-generat J(Q) podien «caure» a C. No obstant aixo. la idea fou insu-
ficient i no pogué derivar la finitud de C(Q) de la finita-generacié de J(Q). Hada-
mard, com a supervisor de la tesi, Ii aconselld «que no publiqués un treball a mitges».
perd Weil no 1i va fer cas 1 va donar la seva tesi per acabada preveient la profunditat
del problema: «We face here a series of important and difficult problems whose solu-
tion will perhaps require the efforts of more than one generation.» [We, p. 126]. Avui
podem jutjar quc obra cncertadament, perque la conjectura de Mordell no ha pogut
ser provada fins al 1983 per G. Faltings [Fal], utilitzant técniques ben allunyades de
"abast de Weil en aquella epoca.

Aquest resultat de Weil és un aveng important, perd no constitueix de cap manera
la revolucié anunciada. Mentre ens movem amb cossos de caracteristica zero no ca-
len modificacions cssencials de les tecniques classiques per adaptar-les als proble-
mes aritmétics. No passa el mateix, perd, quan volem treballar amb varietats defini-
des sobre un cos de caracteristica positiva. La qiiestio és: volem treballar en caracte-
ristica positiva? La resposta: 1 tant que volem!

Es un principi ben classic que es pot obtenir informacié interessant sobre una
equacio diofantina estudiant les diferents equacions obtingudes reduint modul els di-
ferents nombres primers. I reduint modul un primer passem a obtenir equacions defi-
nides sobre un cos finit. Qué vol dir en aquest cas «estudiar» 1’equacié? Essencial-
ment: comptar el nombre de solucions. Aixo ens porta, doncs, de manera natural, a
considerar també aquest problema com a genuinament diofanti. Remarco que no €s
pas un problema colateral 0 «en sintonia» amb el nostre planteig inicial, siné ben al
contrari: les dades del nombre de solucions d’una equacié modul els diferents primers
es poden recollir en un objecte global, la L-seric de I'equacid: és una funcié de varia-
ble complexa que conté informacio precisa sobre les solucions enteres de I’equacid.

yeometria sobre cossos finits: les conjectures de Weil
La funcio zeta d’una varictat definida sobre un cos finit és 1"objecte més adequat per
tractar lcs giiestions que facin referéncia al «<nombre de punts» de la varietat. Conside-

rem per simplicitat el cas d’una corba projectiva i no singular C definida sobre el cos F,
de p elements. La funcié zeta de C és la segiient série formal en una indeterminada ¢:

1
Z(C.t) = exp(Y HC(F pr ) € Z][t]).
1
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Aquesta definicio s’entén millor si sabem que Z(C. 1) admet una expressié com a pro-
ducte infinit:

, 1
zic =] T a

reC

on v recorre els «punts tancats» de C. En aquesta expressio endevinem una similitud
amb la funcié zcta de Ricmann. Si substituim els punts tancats v de C pels nombres
primers ¢ (que son cls punts tancats de Spec(Z)). considerem que el grau €s sempre 1
i canviem ¢ per ¢ ¥, on considerem s ara com una variable complexa. obtenim el pro-
ducte infinit d’Euler. que convergeix a la funcid zeta de Riemann a laregid Re(s) > 1:

H___L_ = Z;ll: =((s), Re(s)>1.
1

1_ —38
p q

Aquesta analogia és només formal. La funci6 zeta Z(C, ¢) és un objecte infinitament
més senzill i transparent que {(s). Una aplicacié elemental del teorema de Riemann-
Roch permet provocar que Z(C, ¢) €s una funci6 racional:

(1—at) ... (1 —agyt)
(1-8)(1 = pt)

b

Z(C,t) =

on gés el genere de C'i els o; s6n nombres complexos.

Aquesta funcié zcta fou introduida per Artin a la seva tesi. En analogia amb la
funcié zeta de Riemann, Artin formula també una hipotesi de Riemann. La hipdtesi
de Riemann classica preveu que els zeros no trivials de {(s) han de tenir for¢osament
Re(s) :%. Si pensem que P'analogia formal amb Z(C, t) s’ha obtingut fent t = p~. la
hipotesi de Riemann es tradueix en: |5 |=p ' o equivalentmenten : loy| =p12,

Larelacio #C(Fpr) — 1 — p" =2, ¥ ens fa veure com la hipotesi de Riemann té una

consegiiéncia immediata sobrg el nombre de punts:

HC(Fpn) = 1= p"| < 29p™%.

Dé6na una férmula asimptOtica universal, amb una estimacié precisa del terme

d’error.
Weil va tenir una idea genial per provar la hipdtesi de Riemann per a corbes. El

nombre #C(F,) coincideix amb el nombre de punts fixos del morfisme de Frobenius:

C — C. (zy,xpn) > (2h b)),

I si pensem aquest morfisme com una correspondencia de C en si mateixa, el nombre
de punts fixos ha de coincidir amb el nombre d'interseccié de la correspondéncia
amb la diagonal. Amb aquesta filosofia, Weil va dissenyar un procediment per obte-
nir la hipdtesi de Riecmann com una conseqiiéncia de la desigualtat de Castelnuovo.
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admetent que fos possible desenvolupar una teoria de les correspondéncies per varie-
tats sobre cossos finits amb propietats analogues a la teoria classica. Aquesta genial
intuicié fou concebuda a la presd de Rouen. on s™hi va estar quatre mesos 'any 1940
«per discrepancies amb les autoritats militars». L'any segiient s”instal-1a a Princeton.
Hermann Weyl. aleshores chairman de 1'1AS, en assabentar-se de les circumstancies
en les quals Weil havia desenvolupat les seves idees, li oferi la seva influéncia perqué
el portessin a la preso per tal que pogués finalitzar el seu treball amb les mateixes
condicions, que li havicn resultat tan productives.

Els anys segiients, a Princeton, Weil es dedica amb intensitat a la teoria d’inter-
seccid per varictats en caracteristica positiva. Fou aquesta una tasca extremament de-
licada que el portd a reconsiderar tots els meétodes classics. En paraules del mateix
Weil extretes de les seves Obres completes:

«A rewriting of the whole theory (of correspondences of Severi) is a necessary
preliminary to the applications we have in view.»

«... Je commengais a apercevoir qu’ une notable partie de la géometrie italienne
reposait exclusivement sur la théorie des intersections.»

«Je voyais bien que, pour s’ assurer de la validité des methodes italiennes en ca-
racteristique p, toutes les foundations seraient a reprendre.»

Aquesta refundacio de 1a geometria algebraica culmina el 1946 amb I’ aparicié de
les seves famoses Foundations of Algebraic Geometry [We2]. Weil hi redefineix els
principis més basics de la geometria algebraica per tal de poder fer geometria sobre
un cos arbitrari. Desenvolupa la teoria de la interseccid fins a un punt que li permet
provar la hipdtesi de Riemann per a corbes definides sobre un cos finit. També tro-
bem a les Foundations la primera definicid de varietat abstracta, imitant la definicié
intrinseca de la varietat diferenciable. Aixd li permet construir, també per primera ve-
gada, la jacobiana d’una corba definida sobre un cos arbitrari; és obtinguda com una
varietat abstracta i desconeix si es pot submergir en un espai projectiu, qiiestié que
fou provada afirmativament per Chow 1’any 1950.?

El 1949 Weil publica un altre article fonamental: «<Number of solutions of equa-
tions in finite ficlds» [We, p. 399]. En ¢ll prova que la funcié zeta de les varietats de-
finides per equacions de la forma:

a X"+ +a X =b,

tenia propictats analogues a la de la funcio zeta de les corbes. i formula les seves cele-

bres conjectures. Si ¢ és una potenciade p i Vg €s una varietat projectiva no singular
. <. . q

de dimensio n. Weil preveu:

CONJECTURES DE WEIL
W1. La funcié zeta, Z(V, 1) és racional:

Py(t) ... Panq(t)
Po(t)- ...  Pyu(t)

by
Pty = [J(1 - "),

=1

Z(V,t) =
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W2. Z(V, t) satisfa I equacic funcional:

Z(V, —) = £¢"™ 21N Z(V, 1),

qnt

on x és la caracteristica d Euler-Poincaré de V (nombre d interseccio de la diagonal
VX Vamb ella mateixa).

W3. Hipotesi de Riemann: 1o = p'?.,

Wd. Els nombres b,, anomenats els «<nombres de Betti» de V, han de satisfer la re-
lacié usual: 7 = ¥, (—1)'b,. Si existeix una varietat projectiva i no-singular V defini-
da sobre un cos de nombres tal que V és isomorfa a la reduccié de Vo modul algun
ideal, aleshores els b, han de coincidir amb els nombres de Betti usuals de Vy, ® C.

Ens trobem davant d’una altra de les genials intuicions de Weil: si imaginem la
varietat definida per la reduccié modul un primer d’unes equacions amb coeficients
enters, la complicacid de la topologia de la varietat complexa que defineixen aques-
tes mateixes equacions té una influéncia ben precisa en el nombre de solucions mo-
dul p.

Geometria sobre anells

Aquestes conjectures, juntament amb la conjectura de Mordell, guien I'activitat de
recerca en aritmetica durant els 40 anys segiients. Per a la seva resolucié fou necessa-
ri que la geometria algebraica patis una altra revolucié fonamental: una nova refun-
dacio, duta a terme per A. Grothendieck a la fi dels anys 50 inspirat en idees de J. P.
Serre.

L’objectiu essencial del nou punt de vista introduit per Grothendieck era fer geo-
metria sobre un anell i no necessariament sobre un cos [GroDi][Gro]. Aix0 com-
porta, altra vegada, una revisioé completa dels principis més basics. Les varietats alge-
braiques cedeixen el rol «d’objecte basic d'estudi» als esquemes. En certa manera, el
treball de Grothendieck dona vida a la idea de Kronecker de desenvolupar una branca
de la matematica que contingui la teoria de nombres 1 la geometria algebraica com a
casos especials.

La nova geometria s'imposa lentament gracies als €xits en el tractament de pro-
blemes on els métodes anteriors havien fracassat o mostrat la seva insuficiéncia.
Mencionem el tractament de I'esquema de Picard. de I'esquema de Hilbert 1. evident-
ment, la prova de les conjectures de Weil.

Grothendieck mateix prova totes les conjectures,’ excepte la hipotesi de Rie-
mann, utilitzant, en el marc dels esquemes, una de les seves invencions més notables:
la cohomologia étale. Sens dubte una de les joies més importants que ha aportat
I’aritmetica a la matematica. Amb I'esperit biblic del titol de la conferéncia es pot
ben dir que amb I"aparici6 de la cohomologia érale 1"aritmetica va cabar la seva tra-
vessia pel desert.



Grothendieck formuld també unes conjectures sobre cicles algebraics (sempre
teoria de la interseccid!) que implicarien la hipotesi de Riemann, perd aquestes con-
jetures s6n d'una profunditat extraordinaria i romanen sense provar, No obstant aix0,
I'any 1973 Picrre Deligne [De] culmina el programa de Grohtendieck provant la
hipotesi de Riemann, tot utilitzant. d'una manera especialment brillant i imaginativa,
tecinmiques de cohomologia étale.

D altra banda. ja he mencionat que la conjectura de Mordell fou provada per Fal-
tings ¢l 1983, utilitzant també¢ cls metodes de Grothendieck en tota la seva extensio.

Geometria d’Arakelov

Una nova geometria, cncara? per que?

D’entrada cal observar que només per a corbes tenim resultats plenament satis-
factoris. mentre que Ia nostra comprensio de les propietats aritméetiques de varietats
de dimensid superior ¢s molt més limitada.

Perd. fins 1 tot per a corbes! Els metodes geometrics només funcionen satisfacto-
riament per varictats completes (projectives). Aixi. ens poden proporcionar informa-
¢i6 sobre les solucions racionals (i enteres) de (2) i per tant sobre les solucions racio-
nals d'(1), perd no sobre les solucions enteres d’(1)! Per exemple, per provar que
I"'equacié (1) té exactament les 22 solucions:

(LY =(=2.1).(=1,2),(0, 1), (2. 1),(3.4). (4. 7). (10, 31)
(12.4 ) (20.89), (114, 1217), (1274, 45473),
calen metodes d aproximacio diofantina [Tza-deWe]. Amb aquestes técniques, C. L.
Siegel prova cl 1929 que tota corba afi de génere positiu t€ un nombre finit de solu-
cions enteres [Sie]. No és possible cap demostracid «geometrica» d’aquest resultat . . .
sino és en ¢l context de la geometria d’ Arakelov.

Per0. fins i tot per a corbes projectives! L'equacioé de Fermant:

X4 yn =20,

és una corba projectiva no-singular de géncre > 1 sin > 3. La prova de Faltings de la
conjectura de Mordell ens perment asscgurar que, per a cada n, la corba té només un
nombre finit de punts racionals. Perd aixd no resol encara I'enigma de Fermat, qui
afirma que només n"hi hatres: (X, Y, Z2) = (1.0, ). (0. 1, 1) i (1. -1, 0), sin és senar (i
només cls dos primers si n és parell).

Tenim. doncs. una qiicstié pendent: I'EFECTIVITAT. Un criteri per decidir si
una equacio té un nombre finit o infinit de solucions i. en el primer cas, un procedi-
ment per obtenir coles cfectives per la dimensié de les solucions. La geometria de
Grothendieck ¢s insuficient per obtenir aquesta mena de resultats, entre d’altres coses
perque no ¢&s capag de desenvolupar una teoria de la interseccié per a varietats defini-
des sobre Z.
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Idea germinal de la teoria d’Arakelov: Weil 1939

Des del punt de vista geomeétric, Z és un objecte analeg a una corba sobre un cos finit.
Ja hem observat traces d’aquest fenomen quan compardvem les respectives funcions
zeta.

Expliquem amb més dctall aquesta analogia. L'objecte geometric associat a
Panell Z ¢s I'esquema Spec(Z). Com a espai topologic, Spec (Z) és el conjunt
d’ideals primers de Z amb la topologia de Zariski: els tancats no-trivials sén els
conjunts finits de punts que no contenen ¢l punt corresponent a 1'ideal primer
«zero». Es pot representar com una série de punts sobre una linia, sent representat
el punt «zero» per la mateixa linia que uneix tots els punts. Aquesta imatge reflec-
teix el fet que el «zero» ¢és un punt genéric de Spec(Z). €s a dir, la seva ahereéncia
és tot I’cspai.

* \ 4 & &

2 3 5 7

Aixi és com Spec(Z) és imaginat com una corba pels aritmetics. Valesn per a
aquesta corba cls resultats classics que es tenen per a corbes definides sobre un cos?
No. No podem ni tan sols aspirar a aplicar-hi les técniques classiques ja que és una
corba no completa. Es una corba aff i. per tant, mancada d’invariants globals interes-
sants. Una idea molt antiga, formulada amb precisié per Weil el 1939 [We, p. 236]. és
la de completar-la afegint els primers de [ infinit.

De la mateixa manera com els punts del model projectiu no-singular d’una cor-
ba estan en correspondencia bijectiva amb les valoracions del cos de funcions, el
model «complet i no-singular» de Spec(Z) hauria de tenir els punts que correspo-
nen als valors abosults no-arquimedians de @Q, un per a cada nombre primer, i un
punt més, corresponent al valor absolut | | ordinari. Imaginant la corba completa
amb ’afegit formal d’aquest punt de I'infinit, Weil prova una versié feble del teo-
rema de Riemann-Roch per Spec(Z) (de fet, per a I'anell d’enters d’un cos de nom-
bres). El problema de Riemann-Roch consisteix a estudiar I'existéncia de funcions
amb zeros i pols prefixats. Sobre Spec(Z). estudia 'existencia de «funcions» x € Q
amb divisibilitat prefixada per un nombre finit de primers i amb condicions de di-
mensio per alxl.

El paper de Weil sobre ¢l significat d’aquestes idees ens mostra altre cop la seva
capacitat visionaria [We, p. 447]:

«.. if we apply this idea to an algebraic number field (also a onedimensional
problem), we obtain satisfactory formulations for global theorems, entirely analo-
gous (o the theorems on algebraic curves, provided we allow for «archimedean» va-
luations with somewhat weaker properties than those of algebraic geometry and that
the p-adic valuations on number fields, viz.. those for which the completed field is the
field of real or that of complex numbers. Thus it appears that algebraic geometry
over the complex number-field is, after all, a legitimate object o study, no less neces-
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sary or useful than geometry over p-adic fields, and so the door is open to toplog\
Sfunction-theory, differential geometry, and partial differential equations.»

Interseccio sobre superficies aritmetiques

Aquesta filosofia fou cstesa per Arakelov el 1974 [Ar] al cas de corbes definides
sobre Z. p. e. el que cls aritmetics anomenen superficies aritmétiques. Una corba com
(1) és en llenguatge geomcetric una «fibracié» sobre la «corba» Spec(Z):

C:=Spec(Z[X, Y|/Y? =X} +4X — 1) — Spec(Z)

Parlem d’una superficie perque les fibres son corbes. La fibra en el punt p és is0-
morfa, com a esquema, a la corba sobre el cos finit F, determinada per la reducci6
d’(1) modul p. La fibra en el punt genéric €s isomorfa a la corba sobre Q determinada
per la mateixa equacié (1). Aquesta és la manera de visualitzar les varietats sobre Z:
son families de varietats sobre cossos, pero de diferent caracteristica!

Completar C significa, d’una banda, considerar la clausura projectiva de la varie-
tat (p.'e. la varietat definida per (2)) i, de I’altra, afegir formalment una fibra C., sobre
el punt de I'infinit de Spec(Z). Aquesta fibra ha de ser la superficie de Riemann com-
pacta associada a la corba sobre C determinada per (1). Tenim, doncs, una part finita i
una infinita en les varietats, i la filosofia de la geometria d’ Arakelov consisteix a ana-
litzar la varietat utilitzant geometria algebraica sobre la part finita i geometria dife-
rencial sobre la part infinita d’'una manera simultania.

Ot

v
229

[(SX )
we

2 e
o e
~@

65



Arakelov materialitza aquesta filosofia desenvolupant una teoria d’interseccio
per a superficics aritmetiques. Els objectes geometrics han de ser dotats de métrigues
a linfinit. Un fibrat d’Arakelov consisteix a donar un fibrat vectorial £ sobre C i una
metrica hermitiana sobre el fibrat vectorial E ® C sobre C.. induit de manera natural
per £. Un divisor d’Arakelov és una combinacié formal amb coeficients enters de
subvarictats irreductibles de C, perd comptant també la fibra C.. com una d’aquestes
subvarietats i admetent que el seu coeficient sigui un nombre real. Un divisor d’Ara-
kelov, D, ha de donar lloc a un fibrat de linia d’Arakelov, O(D). La metritzacié de
O(D) cal fer-la d’una manera coherent, en variar el divisor. Aix0 s’aconsegueix mit-
jangant la utilitzacié d’una funcié de Green adequada. Les funcions de Green sén
funcionals: ‘

g :Coo X Coo — C,

amb singularitats logaritmiques al llarg de la diagonal. associades a certs operadors
diferencials. Amb aquests ingredients, Arakelov reix a definir un aparellament d’in-
terseccié amb valors reals:

(D,D')— D-D'€R,

amb propietats analogues a les de I’aparellament d’intersecci6 classic de les superfi-
cies complexes. Faltings [Fa2] prossegueix aquesta linia provant alguns dels resultats
classics de superficies complexes: teorema de Riemann-Roch, teorema de I'index de
Hodge, férmula d’ adjuncid, per a superficies aritmetiques.

Aquesta geometria d’Arakelov ens acosta a ’efectivitat desitjada en la mesura que
proporciona eines que permeten adquirir un cert control sobre la dimensié de les so-
Iucions. Com a il-lustracié d’aquest fet mencionaré simplement que, per unes idees
de Parshin, la prova per a superficies aritmétiques de la desigualtat entre classes de

Chern:
C% S 302,

implicaria el teorema de Fermat asimptotic, p. e. que la familia d’equacions: X* + Y" =
7", n> 2, té en conjunt només un nombre finit de solucions no-trivials. L’any 1977 fou
provada aquesta desigualtat per a superficies complexes de tipus general per Miyaoka i
Yau independentment (versions més febles havien estat provades abans per Vande Ven i
Bogomolov). La prova recent (i falsa) del teorema de Fermat anunciada per Miyaoka
passava per la conviccié (erronia) d’haver provat aquesta desigualtat en el cas aritmetic.

Epileg

H. Gillet i C. Soulé han elaborat en els darrers ays una proposta molt precisa de gene-
ralitzacié de la geometria d’Arakelov a dimensions superiors. Diversos simptomes
indiquen que podriem cstar al davant de la versio definitiva de la geometria sobre Z
que somniaven Kronecker i Weil. Almenys aquesta €s I'opini6 del mateix Weil. En
una conversa recent amb Soulé, Weil i manifesta que aparentment la historia li havia
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reservat el mateix paper que a Moisés: després d’alliberar 1"aritmética de I’esclavitud
dels metodes classics i guiar-la en la seva travessia pel desert, li és permes d’arribar,
jaancia, a les mateixes portes de la terra promesa per0, ben probablemet, s haura de
quedar sense veure-la.

Referéncies

[Ar] S. Arakelov, Intersection theory of divisors on an arithmetic surface, Izv. Akad.
Nauk. SSSR, Ser. Mat. 38 (1974); AMS Translations 8 (1974).

[Hi-Hu] D. Hilbert - A. Hurwitz, Uber die diophantischen Gleichungen vom Gesch-
lecht Null, Acta Math. 14 (1890).

[De] P. Deligne, La conjeture de Weil I, II, Publ. Math. IHES 43 (1974), 52 (1980).

[Fal] G. Faltings, Endilichkeitssitze fiir abelsche Varietiten iiber Zahlkorpern, Inv.
Math. 73 (1983).

[Fa2] G. Faltings, Calculus on arithmetic surfaces, Ann. of Math. 119 (1984).
[Gro-Di] A. Grothendieck - J. Dieudonné, Elements de Géométrie Algébrique, Publ. Math,
THES 8 (1961), 11 (1961), 17 (1963), 20 (1964), 24 (1965), 28 (1966), 32 (1967).
[Gro] A. Grothendieck et al., Séminaire de Géométrie Algébrique, Lecture Notes in
Mathematics 224, 225, 269, 270, 288, 305, 340, 569, 589, Springer Verlag.

[Po] H. Poincaré, Sur les propriétés arithmétiques des coures algébriques, J. de Liou-
ville 7 (1901).

[Sie] C. 1. Siegel, Uber einige Anwendungen diophantischer Approximationen, Gesam-
melte Abhadlungen, Vol. I, Springer Verlag, New York-Heidelberg-Berlin, 1966.

[Tza-deWe] N. Tzanakis - B. M. M. de Weger, On the practical solution of the Thue
equation, J. Number Theory 31 (1989).

[We2] A. Weil, Collected papers, Vol. I, Springer Verlag, New York-Heidelberg-Ber-
lin, 1979.

[We2] A. Weil, Foundations of Algebraic geometry, AMS Collog. Publ. Vol. XXIX,
New York, 1946.

Notes

1. Enla redacci6 d’aquesta nota he mantingut I’estil informal de I’exposici6 oral. El contingut ha estat di-
vidit en diferents paragrafs per facilitar-ne la lectura.

2. Amb aquesta refundacié de la geometria algebraica es va superar en certa manera la polémica entre
I’escola italiana (Severi, Castelnuovo,...) i I'alemanya (Van der Waerden, Noether,...) sobre el rigor i la
metodologia que havia d’utilitzar la geometria algebraica. Es va considerar, en contra del propi pensament
de Weil expressat a la introduccié de les Foundations, que 1'algebra havia “guanyat”, i el meétodes dels ita-
lians van quedar injustament arraconats.

3. Laracionalitat de la funcié zeta havia estat provada per Dwork utilizant analisi p-adica. No obstant, la
prova de Grothendieck d’aquest fet és la que permet una aproximacié correcta al problema i obre el cami
que mena a la seva completa resolucio.
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