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Grafs, amics i coneguts

Cristina Dalfé i Miquel A. Fiol

Resum Com és ben sabut, un graf és un objecte matematic que modelitza I'existéncia
d’una certa relaci6 entre parells d’elements d’'un conjunt donat. Aleshores, és natural
que molts dels primers resultats sobre grafs facin referéncia a relacions entre persones
o grups de persones. En aquest article, comentem quatre resultats d’aquest tipus, els
quals tenen relacié amb diverses teories generals de grafs i les seves aplicacions: el lema
de les encaixades de mans (relacionat amb la coloraci6 de grafs i I'dlgebra booleana), un
lema sobre els coneguts i desconeguts en una festa (amb la teoria de Ramsey), un lema
sobre els amics en comd (amb la distancia-regularitat i la teoria de codis) i el teorema
de les noces de Hall (amb la connectivitat de les xarxes). Aquestes quatre arees de la
teoria de grafs, amb problemes sovint facils de plantejar perdo molt dificils de resoldre,
s’han desenvolupat extensament i actualment sén motiu de nombrosos treballs de
recerca. Com a exemples de resultats i problemes representatius d’aquestes arees,
els quals s6n motiu de discussié en aquest treball que presentem, podem citar els
seguents: el teorema dels quatre colors (T4C), els nombres de Ramsey, els problemes
d’existéncia de grafs distancia-regulars i de codis completament regulars i, finalment,
I'estudi de les propietats topologiques de les xarxes d’interconnexio.

Paraules clau: graf, coloracié d’arestes, algebra booleana, teoria de Ramsey, distancia-
regularitat, teoria espectral, codi completament regular, teorema de les noces de Hall,
teorema de Menger.
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1 Introduccio

Un graf G = (V,E) és una estructura matematica que consisteix en un con-
junt de vértexs V i un conjunt d’arestes E (o parells no ordenats de vértexs).
Normalment, cada vértex v [Vl esta representat per un punt i cada aresta
e = {u,v} [Elper una linia que uneix els vértexs u i v. La teoria de grafs
forma part de la combinatoria, la qual és la part de les matematiques que
estudia I'estructura i I'enumeracié d’objectes discrets, en contraposicio als
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objectes continus estudiats en I'analisi matematica. En particular, la teoria
de grafs és util per estudiar qualsevol sistema amb una certa relacié entre
parelles d’elements, cosa que dona una relacié binaria. Per tant, no és gaire
sorprenent que molts dels problemes i resultats originals facin referéncia a
relacions entre persones. Per exemple, un dels resultats més simples és el lema
de les encaixades de mans: En una festa, un nombre parell de persones fan
un nombre senar d’encaixades de mans. També hi ha I'anomenat teorema de
I'amistat: En una festa, si cada parell de persones té exactament un amic en
comu, aleshores hi ha algu que és amic de tothom. La primera demostracio
d’aquest darrer teorema, i la més famosa, és de Paul Erd@s (amb Alfred Rényi i
Vera S6s), un matematic hongarés, probablement el més prolific del segle xx, a
qui, com a Euler, li agradava fer senténcies com A mathematician is a device for
turning co [edlinto theorems («Un matematic és un dispositiu que transforma
café en teoremes») o Another roof, another proof («Un altre sostre, una altra
demostracié»). En la segona, mostrava la gran capacitat i predisposicié que
tenia per collaborar amb altres matematics de tot el mén (va tenir cinc-cents
nou coautors). D’aqui ve el nombre d’Erd@s: els coautors d’Erd@s tenen nombre
d’Erd®s 1, els coautors dels coautors tenen nombre d’Erd@s 2, etc. Per tenir
més informacio sobre Erdds, vegeu Ho [mhan [28].

Es considera que el primer article en teoria de grafs es va publicar el 1736. El
seu autor és el gran matematic suis Leonhard Euler, de qui es diu que escrivia ar-
ticles en la mitja hora entre el primer i el segon avis per dinar. Aquest primer
article és sobre un cami a través dels ponts de Kdnigsberg; vegeu Euler [12].
Aquesta ciutat era la capital de Prdssia Oriental, on va néixer Immanuel Kant,
i que avui correspon a la ciutat russa de Kaliningrad. El problema dels ponts
de Konigsberg esta relacionat amb el trencaclosques de dibuixar una figura
sense aixecar el llapis del paper i sense passar dos cops pel mateix lloc. En el
problema original, es demanava si era possible caminar per la ciutat creuant
cadascun dels ponts només una vegada. Amb un argument enginyds que, de fet,
no utilitzava de manera explicita cap graf, Euler va demostrar la impossibilitat
d’aquest recorregut.

Un altre dels problemes més famosos en teoria de grafs, que Appel, Haken i
Kock [2, 3] no van resoldre fins al 1977, és el teorema dels quatre colors (T4C),
el qual afirma que els paisos d’'un mapa dibuixat en un pla es poden acolorir
amb quatre colors, de manera que paisos amb una frontera comuna (diferent
d’un punt) tinguin colors diferents. Es considera que aquest teorema va ser el
primer resultat important que va ser provat mitjancant un ordinador, ja que
en una part de la demostraci6 s’analitzen computacionalment 1.482 configu-
racions. Per aquest motiu no tots els matematics I'accepten. Vint anys més
tard, Robertson, Sanders, Seymour i Thomas [37] van donar una demostracio
independent i més curta, pero que també requereix I'Us de I'ordinador, ja que
s’analitzen 633 configuracions.

Com ja hem dit, la teoria de grafs s’utilitza per estudiar diferents relacions.
Un primer exemple pot ser un circuit eléctric, amb tots els seus components
i les seves connexions. En sistemes de telecomunicacions, la teoria de grafs
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contribueix a modelitzar, dissenyar i estudiar les xarxes d’interconnexioé o
comunicacio. Per exemple, les xarxes d’interconnexio s’utilitzen en sistemes
de multiprocessadors, on algunes unitats tenen la tasca d’intercanviar-se la
informaci6, i en xarxes locals, amb diferents ordinadors situats a prop els
uns dels altres comunicant-se a gran velocitat. Pel que fa a les xarxes de
comunicacions, actualment I'exemple més important és Internet, que permet
la comunicacio i I'intercanvi de dades entre ordinadors de tot el moén. De
fet, estem experimentant una revolucié de les comunicacions, de manera que
podem dir que estem «teixint» la xarxa de comunicacions.

Per a més detalls sobre notacid, conceptes basics i la historia de la teoria de
grafs, vegeu, per exemple, Bollobas [6], Diestel [10], West [40] i Biggs, Lloyd i
Wilson [5].

2 Encaixades de mans: coloracions i algebra booleana

Diem que, en un graf G = (V, E), el grau d(u) és el nombre de vertexs adjacents
al vértex u, és a dir, el nombre d’arestes incidents a u. Denotem per A(G) el
grau maxim de tots els vertexs de G i per 8(G) el grau minim.

Comencem amb un dels resultats més simples sobre grafs, el qual afirma
que la suma dels graus del conjunt de vértexs V d’un graf G és igual al doble
del nombre d’arestes E:  —

o(u) = 2|E], 1)
aval
ja que en comptar el grau comptem cada aresta dues vegades perqué cada
aresta és incident a dos vertexs. D’aqui obtenim les desigualtats:

3(G)|V| < 2|E| < AG)|V]. @)

Malgrat que aquests resultats sGn aparentment trivials, tenen alguns corollaris
interessants, com els seglents:

a) Tot graf té un nombre parell de vertexs amb grau senar.

Aquest és I'anomenat lema de les encaixades de mans, perque es pot
enunciar com: En una festa, el nombre de persones que encaixen un
nombre senar de mans és sempre parell.

b) Tot graf d-regular (un graf és &-regular si tots els seus vertexs tenen
grau d), amb & senar, té un nombre parell de vértexs.

¢) En un graf planari (és a dir, que es pot dibuixar en el pla sense que les
arestes es creuin) amb coll g (el coll és la longitud del cicle més curt) i
nombre d’arestes |E| es compleix que

g(vVI-2)

E|l =
El= =

3

Per demostrar ¢ necessitem la famosa formula d’Euler [13] publicada entre
el 1752 i el 1753, perd que ja va ser observada per Descartes el 1640, la qual



8 Cristina Dalf6 i Miquel A. Fiol
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Figura 1: Els grafs dels cinc solids platonics.

es pot demostrar per inducci6 i afirma que en un graf planari amb n = |V|
vertexs, m = |E| arestes i r = |R| regions, es compleix que

r+n=m-+2. (4)

En aquesta formula, el nombre de regions inclou la regi6 exterior (és a dir, el
mar, si tenim un mapa o si el graf és sobre d’una esfera). Per exemple, els grafs
dels solids platonics, illustrats a la figura 1, compleixen la férmula d’Euler. De
fet, aquesta férmula déna condicions necessaries per a I'existéncia d’aquests
poliedres regulars (vegeu Rademacher i Toeplitz [35]).

En la formula d’Euler es pot interpretar el nombre r de regions com la
cardinalitat del conjunt de vértexs del graf dual G ~bonat un graf planari G
amb n = |V| vértexs i m = |E| arestes formant regions, el seu graf dual G2
(v 5 5té vertexs que representen les regions de G i hi ha una aresta entre
dos vértexs si les corresponents regions de G son veines. Per tant, r = |V HH
m = |E| = |E H4-Aquesta interpretacié déna una férmula d’Euler més simétrica:

EFE VD +vIi-1) = E| ®)

la qual es pot demostrar sense utilitzar inducci6, identificant els dos paréntesis
de I'equacio (5) com el nombre d’arestes de dos arbres generadors T =T de
G ™G, respectivament. Un arbre generador T d’un graf connex G = (V,E) (és
a dir, tal que hi ha algun cami entre qualsevol parell de vértexs) esta format
pel conjunt de vértexs V i |V| — 1 arestes sense que es formin cicles. Aixo esta
representat a la figura 2, on les arestes negres i continues de G (el graf d’un
cub) pertanyen a T, mentre que les arestes negres discontinues corresponen a
les arestes de T =en G &l graf d’un octaedre). Per a més detalls, vegeu Aigner
i Ziegler [1].

Aleshores, la demostracio de c és com segueix: com que cada aresta és la
frontera de dues regions i cada regio té almenys g arestes, s’ha de complir que
r < 2m/g. Observem que aquesta desigualtat s’obté a partir de (2), conside-
rant el graf dual, ja que r = |V 'm = |[ET g = 8(GH Utilitzant aquesta
desigualtat i I'equacioé (4), obtenim (3).

Com un cas particular de c, tenim el resultat seguent:

d) En un graf planari (g = 3) el nombre d’arestes satisfa m <3n —6 i, si no
conté triangles (g = 4), aleshores satisfa m < 2n — 4.
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Figura 2: Un arbre generador (arestes negres) del graf d’'un cub (arestes
continues i vertexs negres) i el seu arbre dual (arestes discontinues i
vertexs blancs).

Figura 3: El graf complet Ks i el graf bipartit complet K 3.

De la primera desigualtat, podem veure que el graf complet Ks (n = 5,
m = 10) no és planari. Diem que un graf és complet si hi ha una aresta entre
qualsevol parell de vertexs. De forma similar amb la segona desigualtat, veiem
que el graf bipartit complet K33 (n =6, m = 9) tampoc no és planari. Un graf
bipartit (és a dir, tal que el conjunt de vértexs es pot descompondre en dos
subconjunts disjunts tals que els vértexs d’'un subconjunt no sén adjacents
entre si) és complet quan cada parell de vértexs en subconjunts diferents sén
adjacents. Vegeu tots dos grafs a la figura 3.

En aquest context, cal esmentar el famds teorema de Kuratowski [31] que
caracteritza els grafs planaris (vegeu també el Illibre de West [40, p. 246-251]
i I'article de Thomassen [39], on es descriu la relaci6 del criteri de planaritat
amb el teorema de la corba de Jordan):

« Un graf és planari si i només si no conté cap subgraf homeomorf a K5 o
K3 3.

Recordem que un graf H és homeomorf a un graf G si H s’ha obtingut substi-
tuint cada aresta de G per un cami.
De I'equacio (1) i de les desigualtats de d, podem demostrar:

e Tot graf planari conté un vertex u de grau d(u) < 5. A més, si no conté
triangles, té un vertex u de grau o6(u) < 3.
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Figura 4: El cas r = d =5 en la demostraci6 del teorema dels 5 colors
(T5C).

En efecte, si nj denota el nombre de vertexs de grau i [N aleshores de
I'equacio (1) tenim que

2m=n;+2n;+3nz3+---<2(3n—6) =6Nn1 +6N; +6N3+ - - - —12,

d'on
5Nn1+4n2+3N3+2Nng+nNs—Ny—2ng—--- =12,
de manera que n; = 0 per a algun i =<5, com afirmavem. La demostracio6 del
cas sense triangles és analoga.
L’existéncia d’un vertex de grau més petit o igual que cinc ens permet provar

per induccio el teorema dels cinc colors (T5C), el qual va ser demostrat per
primera vegada per Heawood [27]:

= En tot graf planari, cinc colors sén suficients per obtenir una coloracié6 de
vertexs (en la qual els vertexs adjacents han de tenir colors diferents).

Primer observem que el resultat és trivialment cert per a grafs amb 5 vértexs
com a maxim. Suposem, doncs, que també és cert peragrafsambn—1=5
vertexs. Sigui G un graf amb n vertexs. Pel que hem vist, G conté un vértex
u [Vlamb grau & < 5. Siguin vj, 1 <1 < J, els vértexs adjacents a u. Per la
hipotesi d’induccio, el graf G-= G —u (obtingut a partir de G eliminant el vértex
u i totes les seves arestes incidents) té una coloracio de vertexs amb r =5
colors. Aleshores, si r < 4 (que sempre és el cas quan & < 4), podem restituir el
vertex u i assignar-li un color diferent dels colors dels vertexs adjacents v;j, de
manera que obtenim una coloracié de G emprant un maxim de 5 colors. D’altra
banda, si r = & = 5, podem suposar, sense perdua de generalitat, que tenim una
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situacié com la mostrada a la figura 4 (on el vertex vj rep el color i, 1 <i < d).
Considerem ara els camins que tenen vertexs acolorits alternativament per
1-3 (amb vertexs extrems v; i/0 v3) i per 2-4 (amb vertexs extrems vy i/0
V4). Perd com que el graf GHes planari, aquests possibles camins no es poden
«creuar» (és a dir, no tenen arestes que es creuin ni vertexs en comu). Per tant
si, per exemple, existeix el cami 1-3 amb vertexs extrems vi-v3, el cami 2-4 amb
extrem V> no pot tenir v4 a I'altre extrem, sind un altre vértex que denotem per
VZE'(vegeu de nou la figura 4). Aleshores, només cal intercanviar els colors 2-4
en aquest cami, de manera que v, queda amb el color 4, cosa que ens permet
restituir el vértex u i donar-li el color 2, obtenint aixi la coloracié de G amb
5 colors.

Considerem ara el cas d’haver d’acolorir amb tres colors les arestes d’'un
graf G amb grau maxim 3. Aix0 es coneix com a coloracié d’arestes lliure de G.
En particular, la coloraci6 d’arestes («no lliure») d’un graf cubic (o regular de
grau 3), també anomenada coloracié de Tait, correspon al cas en el qual arestes
adjacents reben colors diferents. Com veurem després, si G és un graf planari,
el problema de I’'existéncia de coloracions de Tait esta relacionat amb el teorema
dels quatre colors (T4C). A més, veurem que la construcci6 de grafs cubics que
no poden tenir coloracions de Tait porta a I'algebra booleana, la qual s’utilitza
normalment per estudiar circuits logics. Per aix0, introduim una generalitzaci6
natural del concepte de color, la qual descriu de manera simple la coloracié (O
o 1) de qualsevol conjunt d’arestes o, de manera més abstracta, de qualsevol
familia F de m colors escollits entre tres colors diferents, per exemple, C =
{1, 2,3}, de manera que el color i [Q esta present m; vegades. Aquesta
situacio es pot representar pel vector de coloracions m = (mz, mz, m3), on
m = mj; + my +mg, i diem que F té una coloraci6 de Boole 0, denotada per
Y(F) =0, quan

mi=my=mz=m (mod?2),

mentre que F té una coloracié de Boole 1 (més concretament 1;), denotada per
Y(F)=1(obé Y(F)=13), quan

Mg+1l=mp=mc=m+1 (mod?2),

on{a,b,c}={1,2,3}.

Vegeu Fiol i Fiol [19] per a més informacid. D’acord amb aquestes defini-
cions, la coloracié de Boole d’'una aresta e [CElamb color a [ Clés ¥Y(e) =
Y({a}) = 1;; la coloraci6 de Boole d’un vertex v [Vl denotat per ¥ (v), es
defineix com la coloracié de Boole de les seves arestes incidents, les quals
poden tenir colors diferents o iguals. En aquest context, cal assenyalar els fets
seguents:

« Si d(v) =1, aleshores ¥ (v) = 15 si i només si I'aresta incident al vértex
v té color a [C]

* Si d(v) = 2, aleshores ¥ (v) = 0 si i només si les dues arestes incidents al
vertex v tenen colors iguals i ¥ (v) = 1 si tenen colors diferents.
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Taula 1: El grup de Klein de les coloracions de Boole.

« Si d(v) = 3, aleshores ¥ (v) = 0 si i només si les tres arestes incidents al
vértex v tenen tres colors diferents. Per tant, en una coloraci6 de Tait d’un
graf cubic, tots els seus vertexs tenen coloracié de Boole 0.

A més, es pot definir una operaciéo suma de manera natural en el conjunt
B = {0, 11,1, 13} de coloracions de Boole de la manera segiient: donades les
coloracions Xj i X, representades respectivament pels vectors de coloracions
m; = (M1, M12,M13) i M2 = (M21, M2z, M>23), definim la suma X = X; +
X2 com la coloracio representada pel vector de coloracions m = mj; + ma.
D’aquesta manera, (B, +) és isomorf al grup de Klein, amb O com a identitat,
15+15=0,i15+ 1, =1;; vegeu la taula 1, on {a,b,c} = {1, 2, 3}.

Observem que, com que cada element coincideix amb el seu invers, ml; =

la+15+---+15ésigual a0 simés parell,iigual a 15 si m és senar. D’aquest
simple fet, podem deduir el resultat seglient (vegeu [17]), el qual és molt atil
per al desenvolupament posterior de la teoria i que pot ser vist com una
generalitzacié de 'anomenat lema de paritat (vegeu Isaacs [29]):

« Sigui G un graf amb n vértexs, de grau maxim 3, amb una coloraci6
d’arestes lliure, tal que Nn; vértexs tinguin una coloraci6 de Boole 1, per a
i [CJde manera que n™= n; + N, + N3 < Nn. Aleshores,

N1 =n,=ns=n" (mod?2).

En efecte, com que la coloracid de Boole de cada vértex és la suma de les co-
loracions de Boole de les seves arestes incidents, fent servir de nou I’equacio (1),
podem escriure

 I—| | Z— | 2| 1
Yv)= nili+(n—nHo= njli= 2¥(e) =0,
v V1 i=1 i=1 e[E]

pero aquesta igualtat només es compleix si njl; = 0 o n;j1; = 1;, per a tot
i [Tl Aleshores, a partir de n1 + N, + n3 = nHaconseguim el resultat esperat.
Notem que, com a consequencia directa, també arribem al resultat seguent:

= No hi ha cap coloracio de les arestes d’'un graf G que tingui un sol vertex
amb coloracio de Boole 1 (i els altres vertexs amb coloracié de Boole 0).

Una altra conseqiéncia interessant és el resultat de Tait [38]:



Grafs, amics i coneguts 13

Figura 5: Un exemple del fet que tot mapa té un graf cubic associat.

XX,

XX, XX,

Figura 6: Obtenci6 d’una coloracié de Tait d’'un graf cubic.

= Un graf planari cubic té una coloracié de Tait si i només si el seu mapa
corresponent es pot acolorir amb 4 colors.

Emprant les coloracions de Boole, la demostracié d’aquest resultat és com
segueix: primer, observem que tot mapa té un graf cdbic associat, perque si
hi ha un vertex amb grau més gran que 3, es pot substituir per un poligon,
de manera que el mapa obtingut es pot acolorir amb 4 colors i, per tant, el
mapa original també; vegeu-ne un exemple a la figura 5. Ara suposem que
tenim les regions d’un mapa amb les coloracions 0,11, 15, 13. Aleshores, per
obtenir una coloracié de Tait d’'un graf planari cibic només ens cal assignar
a cada aresta la suma de les coloracions de les dues regions separades per
aquesta aresta. Per veure que aixo déna una coloracié de Tait, només hem
d’estudiar un vértex, com es mostra a la figura 6. Com que tenim un mapa
acolorit amb 4 colors, cada dues regions veines tenen colors diferents. Per
tant, cap de les sumes pot donar 0. A més, com que les tres regions amb un
vertex comu tenen coloracions diferents X3, Xz i X3 i (B, +) é€s un grup, les
coloracions X; + Xz, X3 + X3 i Xz + X3 també han de ser diferents. A la figura 7
hi ha un exemple d’una coloracié amb 4 colors d’un mapa i la seva coloraci6
de Tait (obtinguda a partir de la taula 1), on les coloracions 0,1;,1, i 13 es
denoten per 0,1, 2 i 3, respectivament.

Al revés, si volem obtenir un mapa acolorit amb 4 colors d’una coloraci6 de
Tait de les arestes del graf corresponent, comencem donant la coloracié 0 a una
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Figura 7. La coloracié amb 4 colors d’'un mapa i la coloracié de Tait de
les seves arestes.

Figura 8: Una coloraci6 d’arestes del graf del dodecaedre (també re-
presentat a la figura 1) i dos camins amb les mateixes regions inicial i
final.

regi6é qualsevol que considerarem inicial. Aleshores, des d’aqui, seguim un cami
arbitrari a través de totes les regions travessant algunes arestes. A cada nova
regio del nostre cami, li donem la coloracié obtinguda en sumar la coloraci6
de la regi6 anterior més la coloracié de I'aresta que acabem de travessar. Com
que cap aresta té la coloracio 0, és obvi que la coloracié obtinguda per a cada
regio6 és diferent de la de la seva regi6 anterior en el cami; vegeu un exemple
d’aquest procés a la figura 8 (esquerra i centre).

Ara, per acabar la demostraci6, hem de veure que la coloracio d’una regio és
independent del cami seguit per arribar-hi. Amb aquesta idea, siguin p1 i p2 dos
camins amb les mateixes regions inicial i final. Volem demostrar que la coloracio
obtinguda a la regio final és la mateixa seguint els dos camins; hi ha un exemple
d’aquest fet a la figura 8 (centre i dreta). Les coloracions X i Y obtingudes amb
els dos camins sén iguals si i només si la suma de les coloracions de totes les
arestes creuades per p; i p2 és 0. En efecte, siguin X3, X2, ..., Xs i Y1,Y2,..., Yt
les coloracions de les arestes creuades respectivament per p1 i p2, aleshores
Xi+Xo+- - -+ X=X iYy+Yo+---+Ye =Y. Si (Xg+Xo+- - -+ X))+ (Y1 +Yo+
- -+ +Y¢) =0, les sumes en tots dos paréentesis sén iguals i, per tant, X =Y. Per
demostrar aquesta igualtat, podem suposar que p; + p2 és una corba simple
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Figura 9: Dos camins des d’una regié O a una altra amb un color
desconegut.

Figura 10: El graf de Petersen P.

(vegeu la figura 9), perque si tingués punts dobles podriem descompondre-la en
corbes simples. Si imaginem que tallem el graf amb aquesta corba, obtindrem
dos grafs, de manera que les coloracions de les arestes creuades per la corba
han de complir que m; = my = mz (mod 2), on m; és el nombre d’arestes
creuades amb coloracio 1. Aleshores, (X3 +Xo+- - - +X)+(Y1+Yo+- - -+Ys) =
mi1; +my 1, + m3l1lsz =0, com afirmavem.

Com hem dit abans, el concepte de coloracié ens permet utilitzar I'algebra
booleana per construir i caracteritzar snarks, és a dir, grafs cubics que no tenen
coloracions de Tait, també anomenats de classe dos. El nom de snark va ser
proposat per Gardner [24] a partir d’'un poema forassenyat de Lewis Carroll [9].
L’exemple més senzill de snark és el graf de Petersen [34] (vegeu la figura 10).
Amb les coloracions podem obtenir families infinites de snarks. Un exemple
és la familia obtinguda unint adequadament un nombre senar de copies del
multipol (graf cibic amb arestes i semiarestes, les quals s6n arestes amb un sol
vertex) que es mostra a la figura 11 (esquerra).

Aquesta estructura funciona com si fos una porta NOT de circuits logics en
el sentit que, una vegada que fem una coloracio de Tait de les seves arestes i
semiarestes, les coloracions X; i Xz s6n I'una la conjugada de I'altra, és a dir,
X2 = 0 (respectivament, X, = 1) si i només si X; = 1 (respectivament, X; = 0).
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X4

Figura 12: Snark en forma de flor.

Aix0 es compleix sigui quin sigui el color de la semiaresta e. Dos exemples
d’aquest fet es mostren a la figura 11 (centre i dreta). Si, com hem esmentat,
unim en una configuracio circular un nombre senar d’aquests multipols, afegint
vertexs addicionals per connectar entre si les semiarestes e, qualsevol intent de
fer una coloracié de Tait produira un conflicte i, per tant, el graf és un snark. Un
exemple concret amb cinc multipols es troba a la figura 12. Aquesta familia de
snarks, anomenats en anglés flower snarks, va ser proposada per Loupekhine
(vegeu Isaacs [30]). Les primeres families infinites de snarks van ser proposades
per Isaacs [29], perd també es poden obtenir utilitzant les coloracions de Boole.
Es poden trobar més detalls d’aquesta técnica a [15].

3 Coneguts i desconeguts: la teoria de Ramsey

Considerem el resultat seglient:

* En una festa amb sis persones o0 més, sempre hi ha tres persones que son
mutuament conegudes o desconegudes.
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En altres paraules, si acolorim amb dos colors, diguem-ne blau i vermell, les
arestes del graf complet K, amb n = 6 (coloraci6 d’arestes lliure), aleshores
sempre trobem un triangle monocromatic, o sigui, un subgraf Kz amb les seves
tres arestes blaves o vermelles. En efecte, com que cada vértex u té grau 5,
com a minim 3 de les seves arestes incidents {u, vi}, 1 < i < 3, han de tenir el
mateix color, per exemple, blau. Aleshores, si alguna de les 3 arestes {vi, vj},
1<i<]j <3, técolor blau, obtenim un triangle blau. Altrament, tenim un
triangle vermell.

Tot i que aquesta demostracié és molt senzilla, sol ser molt dificil demostrar
resultats similars per a més colors i/o imposant altres subgrafs monocromatics.
En aquest context, recordem que, donats m grafs Gi1,Ga,...,Gm, el nombre
de Ramsey R(G1, G2, ...,Gm) es defineix com el nombre n més petit, tal que
en qualsevol coloraci6 d’arestes de K, amb m colors sempre existeixi algun
subgraf monocromatic isomorf a algun G;. Si G; és un graf complet K, el
nombre de Ramsey s’escriu, per simplicitat, substituint K, per r. Alguns exem-
ples coneguts amb valors exactes (=) i fites (<) de nombres de Ramsey sén els
seguents:

R(3,3) =6, R(3,4)=9, R(3,5)=14, R(3,6)=18, R(4,4)=18,
R(4,5) =25, 43=<R(5,5)=<49; R(3,3,3)=17; 51=R(3,3,3,3) <62

Aixi, el resultat amb el qual hem comencat aquesta secci6 es pot expres-
sar com R(3,3) = 6. Com que es pot demostrar que, a més, es compleix que
R(3, 3) = 6 (resulta facil acolorir amb dos colors les arestes del graf complet
Ks de manera que no hi hagi triangles monocromatics), aleshores arribem
a R(3,3) = 6. Per a un bon resum actualitzat d’aquest tema, vegeu Radzis-
zowskKi [36].

Com a exemple, anem a demostrar el resultat seglient:

- R(3,3,3) =17.

Primer veurem que R(3,3,3) =< 17. Fem una coloracio d’arestes d’'un graf
complet amb tres colors; diguem-ne, blau, vermell i verd. Suposem que la
coloracio d’arestes no té triangles monocromatics. El veinatge verd d’un vértex
v és el conjunt de vertexs que tenen una aresta verda que els uneix a v.
El veinatge verd de v no pot contenir cap aresta verda per evitar triangles
monocromatics. Aleshores, la coloracié d’arestes del veinatge verd de v només
té dos colors: blau i vermell. Com que R(3,3) = 6, el veinatge verd de v pot
tenir com a maxim 5 vértexs. Amb el mateix raonament, els veinatges blau i
vermell de v poden tenir com a maxim 5 vértexs cadascun. Com que qualsevol
vertex diferent de v es troba en el veinatge verd, blau o vermell de v, aleshores
el graf complet pot tenir com a maxim 1 +5 + 5+ 5 = 16 vértexs. Per tant,
R(3,3,3) =17.

Ara, per demostrar que R(3,3,3) = 17, utilitzarem la teoria algebraica de
grafs, la qual es basa en les propietats dels valors propis i vectors propis
de la matriu d’adjacéncia, les files i columnes de la qual estan etiquetades
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Figura 13: El graf de Clebsch en dues perspectives diferents.

pels vertexs del graf, i cada component és un 1 o un O, segons si els vértexs
corresponents s6n adjacents o no.

Diem que un graf és (n, d; a, c)-fortament regular quan té n vertexs, és
d-regular, cada parell de vértexs adjacents té a veins comuns i cada parell de
vertexs no adjacents té c veins comuns.

Si R(3,3,3) =17, aleshores podem acolorir les arestes del graf complet Kig
amb tres colors, és a dir, farem una coloraci6 d’arestes de K, amb 3 colors sen-
se cap triangle monocromatic. La coloracié d’arestes demanada és equivalent
a descompondre Kig en tres grafs G1, G, i Gz, cadascun amb un color. Aixo
implica que cada G = (Vj,Ej), i = 1,2,3, ha de ser un graf amb 16 vertexs,
regular de grau 5 (ja que cada vertex té grau 15 i el seu veinatge d’'un mateix
color té com a molt 5 vertexs) i sense triangles. A més, com que cada vertex
u [V] té 10 vértexs a distancia 2, als quals arribem per 5 - 4 = 20 camins
de longitud 2. Aleshores, podem considerar un graf en el qual dos vertexs
no adjacents qualssevol tinguin dos veins comuns i dos vertexs adjacents no
tinguin cap vei comda, és a dir, un graf (16, 5; 0, 2)-fortament regular. Se sap que
només hi ha un graf amb aquestes caracteristiques, el graf de Clebsch, el qual
es mostra en dues perspectives diferents a la figura 13. A I’esquerra hi ha el graf
de Clesbch amb els vertexs etiquetats amb els nombres del O al 15 en base 2,
on dos vertexs sén adjacents quan les etiquetes corresponents difereixen en
un o tots quatre digits. A la dreta hi ha el graf de Clebsch vist com el graf amb
vertexs etiquetats 0,1 i els parells noordenats ij, amb i,j [{1,2,3,4,5}, per
a i B j. En aquesta representacio, les adjaceéncies arason 0 Ci,lij [Cidij 1
iij CKlsii,j,k,1soén tots diferents i i, j,k,1 [{1,2,3,4,5}. De fet, el graf
de Clebsch és vertex-transitiu (és a dir, veiem el mateix graf des de qualsevol
vertex), de manera que qualsevol vertex pot ser escollit com a vértex 0. Obser-
vem que, en aquesta perspectiva del graf de Clebsch, és evident que el subgraf
induit pels deu vertexs a distancia 2 (del vértex escollit com a 0) és el graf de
Petersen P [34]; compareu les figures 13 (a la dreta) i 10.
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Aleshores, el nostre problema és trobar tres copies disjuntes en arestes
del graf de Clebsch en Kjg. Per aixo, presentem la terminologia segient: sigui
Gi = (V,Ej) una familia de grafs amb el mateix conjunt de vérﬁﬁ‘ﬁ Vi tal

que Ei nEj = L pkrai,j—,2,...,m. Definim el graf G = ;=; Gj com
el graf G—=V,E), on E = ;_; E;. Notem que la matriu d’adjacéncia satisfa
A(G) = =1 A(Gj). Si denotem amb CI; un graf isomorf al graf de Clebsch,

el nostre problema ara és el seglient: K;g = Cl; [Cl, [Cl3? En termes de les
seves matrius d’adjacencies Aj = A(CI;), tenim

A1+A2+A3:J_I, (6)

ja que la matriu d’adjacéncia de K1 és J — I, on J és la matriu en la qual totes
les components son 1i | és la matriu identitat.

Ara utilitzem tecniques espectrals per tractar I'equacio6 (6). Recordem que
I'espectre d’'una matriu d’adjacéncia dona els valors propis d’aquesta matriu
(valors reals, ja que la matriu és simetrica) i que cada valor propi té asso-
ciat almenys un vector propi. Ara ens cal saber quins soén els espectres del
graf de Clebsch i del graf complet Ki6. Podem calcular-los o mirar-los en al-
gun llibre de referéncia, com el de Godsil i Royle [26]. Aleshores, tenim que
spA; = {51,110, —35%} i sp(J — 1) = {15, —1'5}, on els superindexs indiquen
la multiplicitat de cada valor propi. En els dos casos, el valor propi més gran
té associat el vector propi j (amb totes les components iguals a 1), cosa que
implica que els vectors propis dels altres valors propis estan en el subespai
H=j I?";1mb vectors les components dels quals sumen zero). Denotem per E;
I'espai propi de A; corresponent al valor propi 1, és a dir, E; = ker(Aj — 1), i
considerem el subespai F = E; n E; [CH. Com que dimE; = dimE, = 10
i dimH = 15, es compleix que dimF = 5. De I'equacio (6), amb A;v = v,
Av=vi(@—1)v=—-v,onv [F], obtenim que Azv = —3v, de manera que
dimF =5i F = ker(Az + 31). Aixo implica que

H =F; CEp CF,

on Fi =Ej n Ex, amb {i,j,k} ={1,2,3}.

Aix0 ens indica que la condici6 espectral necessaria per a I'existéncia de la
descomposicié Ky = Cl; [Cl, [Cl3 se satisfa. En aquest cas, aquesta condici6
també és suficient i se sap que existeixen exactament dues descomposicions
no isomorfes. Una d’elles s’illustra a la figura 14, la qual mostra com acolorir
un ter¢ de les arestes de Kig amb un color utilitzant el graf de Clebsch. Fent
una rotaci6 d’aquest graf corresponent als angles 21—’; i %[, obtenim les arestes
que han de ser acolorides amb els altres dos colors; amb aixd aconseguim
R(3,3,3) =17.

En cas de voler evitar triangles monocromatics tenint m > 3 colors, no-
més es coneixen fites dels nombres de Ramsey. Per definicid, sigui C(m) :=
R(3,3,M,3)—1peram =1, és adir, C(m) és I'’enter més gran n tal que K,
pugui ser acolorit amb m colors sense triangles monocromatics. La segiient
fita superior és coneguda (vegeu Fiol, Garriga i Yebra [22]):
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Figura 14: K;6/3 = graf de Clebsch.

- C(m) < Mhlel] @)

Fixem-nos que, de manera sorprenent, trobem el nombre e. La demostraci6
és com segueix: obviament, C(1) = R(3) —1 =2 i sabem que C(2) =R(3,3) —
1=5iC(3) =R(3,3,3)—1 =16. Si calculem C(3) a partir de C(2), considerant
que un vertex v només pot ser adjacent a 6 + 5 + 5 vértexs, obtenim que
C(3) =3C(2) +1 = 16. Aleshores, per a qualsevol m = 1, tenim la recurréncia

Cm+1)=s(m+21)C(m)+1.
Resolem I'equaci6 lineal corresponent
D(m+1)=(m+1)D(m) + 1,
resolent primer la seva equacié homogeénia:
D(M+1)=(mM+1)D(m) CD{m) =Km!,

on K és una constant, i aleshores busquem una solucié particular D(m) =
K(m) m! de I'equacié completa:

K(m+1)(m+1)I = (m+ 1)K(m)m!+1 [_K(m +1) — K(m) = ﬁ
1 1
[CH(m) = ata :[D(m):mﬂ:lﬁ+a|,:|
r=1 =11

on o és una constant. Finalment, C(1) = D(1) = 2 déna a = 1, de manera que
C(m) = [mhlel]
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En els exemples que hem esmentat al comencament d’aquesta seccid, hem
vist que 51 = R(3, 3, 3, 3) =< 62. Emprant (7), obtenim que

R(3,3,3,3) =C(4) + 1< [@el#1 =66,

cosa que representa una bona fita superior, no molt distant de la millor fita
coneguda.

4 Amics en comu: distancia-regularitat i teoria de codis

Com diuen Aigner i Ziegler [1], ningd no sap qui va ser el primer en donar el
resultat segiient amb un toc huma:

« Si en una festa amb tres persones o més, cada dues tenen exactament un
amic en comu, aleshores hi ha almenys una persona (el «politic») que és
amiga de tothom.

Actualment, aquest resultat es coneix amb el nom de teorema de I'amistat.
Com s’ha dit en la introduccid, el 1966 Erdds, Rényi i S6s [11] van donar la
primera demostracio (per reducci6 a I’'absurd) i es considera la més famosa.
Basicament, té dues parts: primer es demostra que si el graf G, que modelitza
aquesta festa on cada aresta representa I'amistat entre dues persones, és un
contraexemple amb més de tres vertexs, aleshores ha de ser regular, diguem-ne
de grau k. Com a consequiéncia, G ha de ser fortament regular amb parametres
(n,k;1,1), és a dir, cada dos vertexs adjacents tenen exactament un vei comu i
el mateix passa per a cada dos vértexs no adjacents. Després, s'utilitza la teoria
espectral de grafs per demostrar que G no pot existir. De fet, I'hipotétic graf G
seria un exemple de graf distancia-regular, en aquest cas amb diametre dos (en
els grafs connexos de diametre 2 els conceptes de fortament regular i distancia-
regular coincideixen). Diem que un graf és distancia-regular si, quan és observat
0 «penjat» d'un dels seus vertexs, obtenim una particio del conjunt de vertexs
en capes, de manera que la capa i conté els vértexs a distancia i d’'un vertex
donat i els vértexs en una capa son indistingibles entre ells respecte de les seves
adjacencies. Una definicié més precisa és la segient: un graf G amb diametre D
és distancia-regular si, per a cada parell de vertexs u, v i donats uns nombres
enters 0 < i,j < D, el nombre p;j(u, V) de vertexs a distancia i del vértex u i
a distancia j del vertex v només depén de k := dist(u, v). Aleshores escrivim
pij(u,v) = p'i‘j per a unes constants p:j- anomenades nombres d’interseccid. De
fet, com que es compleixen moltes relacions entre aquests nombres, és possible
donar una definicié molt més senzilla, perqué per a cada distancia k només ens
calen els parells de distancies (i,j) = (k—1,1), (k,1) i (k+1,1). Els nombres
d’intersecci6 corresponents son suficients per determinar tots els altres; vegeu,
per exemple, Biggs [4]. Aleshores, la definicié més usual de distancia-regularitat
és: un graf G és distancia-regular si, per a cada parell de vértexs u, v tals que
dist(u,v) = k, els nombres ck, ak i bk de vértexs adjacents a v i a distancia
k—1, ki k+ 1, respectivament, del vértex u només depenen de k, de manera
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Figura 15: Una particié en capes del graf del cub Q i el seu diagrama
d’interseccio.

gue cx = p‘lj_lyl, ax = p|‘:,1 i b = pt+1,1- Com a exemples simples de grafs
distancia-regulars, tenim els esquelets dels poliedres regulars; vegeu de nou la
figura 1. A la figura 15, illustrem el cas de la particié en capes del graf del cub
juntament amb I'anomenat diagrama d’intersecci6 dels corresponents nombres
d’intersecci6. Noteu que cada capa es representa per un cercle amb el nombre
de vertexs que conté.

Des de la seva definicio, feta per Biggs al comencament dels anys setanta,
els grafs distancia-regulars i la seva principal generalitzaci6, anomenada es-
quemes d’associacio (vegeu Brouwer i Haemers [8]), han estat conceptes clau
en combinatoria algebraica. Aquests grafs tenen relacié amb altres arees de la
matematica, com la geometria, la teoria de codis, la teoria de grups, la teoria
de dissenys i altres parts de la teoria de grafs. Com van assenyalar Brouwer,
Cohen i Neumaier en el seu monumental llibre sobre aquest tema [7], aix0 és
perqué la majoria d’objectes finits amb «prou» regularitat estan relacionats
amb els grafs distancia-regulars.

Una caracteritzacio quasiespectral d’aquests grafs feta per Fiol i Garriga [20,
18] és la seguent:

« Un graf regular G amb matriu d’adjacéencia A i d+1 valors propis diferents
és distancia-regular si i només si el nombre |[Iq(u)| de vertexs a distancia
d del véertex u és una constant i només depén de I'espectre de la matriu A.

Més concretament, considerem un graf regular G amb n vértexs i espectre
spG = A5 AT, ..., Ag}, 0n Ao, Ag, . .., Ag SO els valors propis de la matriu A
i els superindexs denoten les seves multiplicitats; Ao és simple perqué G és
connex i, per tant, A és irreductible (teorema de Perron-Frobenius per a matrius
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no negatives, vegeu Godsil [25, p. 31]). Aleshores, G es distancia-regular si i
només si es compleix que, per a tot vertex u,

1
Ag 1

IFa(u)l =n 70, 1, ®)

m; Tt

on Tt; sOn parametres de tipus moment, els quals es poder]_ida;qular a partir
de la distancia entre els valors propis amb la formula 1ti = j_q¢jziy IAi — Ajl,
per a 0 <i = d. Com a exemples, donem l'’espectre, el nombre de vertexs i el
valor obtingut de |I'q(u)| segons I'equaci6 (8) del graf del cub Q i del graf de
Petersen P (vegeu de nou les figures 15 i 10, respectivament):

e Cub:spQ ={3%,13,-13,3}, n=8, [I3(uw)| = 1.
e Petersen: spP = {31,15,—24}, n = 10, |I2(u)| = 6.

Com hem dit abans, la teoria de grafs distancia-regulars té moltes aplica-
cions en teoria de codis. Un codi C, amb un conjunt de paraules permeses
0 paraules del codi, es pot representar com un subconjunt de vértexs d’un
graf G que habitualment és distancia-regular; vegeu Godsil [25] i Van Lint [33].
El conjunt de vértexs representa I’«univers» de paraules amb o sense significat
que es poden rebre. A més, hi ha una aresta entre dues paraules si, amb una
certa probabilitat, una es pot transformar en I'altra en el procés de transmis-
si0. Aleshores, com més curta és la distancia entre dues paraules en G, més
semblants sén. Si una paraula del codi no ha sofert molts canvis, la paraula
resultant no és lluny de la paraula original i és possible recuperar-la (criteri
de decisio per proximitat). Aleshores, un codi és millor si les paraules que el
constitueixen son lluny entre si. En I'estudi i disseny de bons codis, s’utilit-
zen algunes técniques algebraiques per obtenir informacié sobre I'estructura
del graf G i, en particular, sobre el subconjunt de véertexs C que representa
el codi. En les aplicacions d’especial importancia hi ha els anomenats codis
completament regulars, els grafs dels quals estan estructurats en una mena de
distancia-regularitat al voltant del conjunt que constitueix el codi. Aleshores,
aquests codis es poden caracteritzar algebraicament d’una manera similar a la
caracteritzacio dels grafs distancia-regulars a través del seu espectre; vegeu
Fiol i Garriga [21] per a més informaci®.

5 Casaments: els teoremes de Hall i de Menger. Xarxes
multibus

Imaginem dos grups de persones heterosexuals disposades a casar-se, I'un de
dones i I'altre d’homes, el segon almenys tan gran com el primer. Imaginem
també que cada dona coneix un cert nombre d’homes. El teorema de les noces
de Hall déna les condicions necessaries i suficients perquée cada dona pugui
casar-se amb un dels homes que coneix:



24 Cristina Dalf6 i Miquel A. Fiol

@ I M-1 Memories

Busos

—_

— B-1

Processadors

Figura 16: L’'esquema d’interconnexié multibds complet.

= Un aparellament complet és possible si i només si qualsevol grup de do-
nes, independentment del seu nombre, coneix almenys un nombre igual
d’homes.

Curiosament, el teorema de Hall esta molt relacionat amb un altre resultat
classic de la teoria de grafs: el teorema de Menger; vegeu, per exemple, Bo-
llobéas [6]. Com en el cas del teorema de Hall, el teorema de Menger afirma que
una certa condici6, la qual és trivialment necessaria perqué un resultat sigui
cert, és també suficient. En aquest cas, el resultat no és sobre aparellaments,
sind sobre la connectivitat (de vértexs) K (o0 la connectivitat d’arestes A) d’'un
graf G, la qual es defineix com la cardinalitat minima d’un conjunt de veértexs (o
d’arestes) I’eliminacié del qual desconnecta el graf o, en particular, dos vertexs
donats u, v. A aquest conjunt se I'anomena conjunt de tall o conjunt separador
de G o, en particular, de (u, V). Aleshores, el teorema de Menger afirma que,
per a cada parell de vértexs u, v (no adjacents, si calculem K):

e La mida minima, k(u, v), d’'un conjunt separador de vértexs de (u,Vv) és
igual al nombre maxim de camins independents en veértexs de u a v.

e La mida minima, A(u, v), d’un conjunt separador de arestes de (u, V) és
igual al nombre maxim de camins independents en arestes de u a v.

S’ha demostrat que la connectivitat K = miny,y v K (U, V) (0 la connectivitat
d’arestes A = minyy ovA(U,Vv)) d’un graf o digraf G = (V,E) (un digraf és
un graf en el qual cada aresta té associada una direccio) assoleix el seu valor
maxim, el qual és igual al seu grau minim, si el seu diametre és prou petit
respecte del seu coll (vegeu Fabrega i Fiol [14]) o si el seu nombre de vértexs és
prou gran respecte del seu diametre (vegeu [16]).

Els dos teoremes esmentats, el de Hall i el de Menger, tenen moltes apli-
cacions en l'estudi i el disseny de les xarxes d’interconnexid (per exemple,
entre processadors) i en xarxes de comunicacio. Aqui expliquem una aplica-
ci6 del teorema de Hall a I’estudi de les xarxes d’interconnexié multibds: un
sistema multiprocessador amb memoria compartida i xarxa d’interconnexio
multibds consisteix en P processadors, B busos i M moduls de memoria amb
B < min{P, M}. Els processadors tenen accés als moduls de memoria a través
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dels busos, de manera que podem establir connexions processadors-busos i
busos-memories. Suposem que hi ha m =< M peticions dels processadors per
accedir a diferents moduls de memoria. Com que cada connexié processador-
memoria requereix un bus, si m < B es podran establir m connexions; en
canvi, si m > B, aleshores només podrem tenir B connexions. En I'’esquema
complet (vegeu la figura 16), cada bus es connecta a totes les memories i a tots
els processadors. Aixo representa B(P + M) connexions i, normalment, és un
estalvi important respecte a la xarxa creuada (crossbar) amb PM connexions,
una connexio entre cada parell processador-memoria. Aixo s’explica perque el
nombre de busos és normalment molt més petit que el nombre de processadors
i de memories. Per exemple, si M = N (una situacié comuna), I’estalvi esmentat
es produeix quan B < M/2.

Com que el cost de la xarxa depén basicament del nombre de connexions,
considerem la redundancia d’aquest esquema, és a dir: quin és el nombre
maxim de connexions (processador-bus o bus-memoria) que es poden eliminar
sense que el sistema es degradi? En altres paraules, quantes connexions, d’entre
el total B(P + M), podem eliminar sense que qualsevol dels m < B processadors
que hagin demanat accés a m moduls de memoria diferents deixi d’accedir-hi?
La resposta és una consequéncia directa del resultat seguent:

 En un sistema multiprocessador amb xarxa multibls que no es degra-
di, cada bus pot estar desconnectat de, en conjunt, com a maxim B — 1
processadors 0 moduls de memoria.

La demostracio és com segueix: per a cada bus i, 0 < i < B — 1, siguin p; i mj,
respectivament, el nombre de processadors i de memories que té connectats.
Analogament, siguin p; i m; els corresponents nombres de processadors i
memaries desconnectats. Evidentment, p; + p; =P i m; + m; = M. El resultat
anterior afirma que, en un sistema que no es degrada, cada bus i es pot descon-
nectar de, com a maxim, B—1 processadors o memories, és adir, p;+m; <B—1
per a 0 =i = B — 1. De manera equivalent, podem dir que cada bus ha de
tenir més de P + M — B connexions, de manera que pj + m; >P + M — B per a
0 =<i =B —1. Suposem que, al contrari, per a cada bus i, tenim p; + m; = B.

Siguin kg, ko, ..., ky amby =Pi =P ij1,jJ2,...,.Jx amb X = m; =< M, respec-
tivament, els processadors i les memories no connectades al bus i. Notem
que X +y = B. Considerem ara X altres processadors Ky +1,Ky+2,...,Ky+x i Y

S e

5 00 6

Figura 17: Part d’un sistema que es degrada.

Bus i
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altres memories jx-+1, jx+2,.-.,Jx+y, com a la figura 17. Sigui (k, j) la demanda
del processador k per accedir a la memoria j. Cap de les B demandes

(klle+l)y (k21jX+2)1 LI (ky!jX+y)! (ky+1!jl)! (ky+2,j2), ] (ky+x,jx)
no pot utilitzar el bus i i aixo significa que el sistema es degrada.

Esquema rombic

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

7 7 7 7 7 7 717 7 7
6 6 6 6 6 6 6 6 6
5 5 5 5 5 5 5 5 5§
4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 1 1 1 1 1 1 1
0O 00OOO OO0 0 O

Taula 2: Representacié matricial de I'esquema rombic amb M = 16
i B = 8 (les components indiquen els busos connectats a moduls de
memoria).

Esquema d’escala

0 1 2 3 4 5 6 7
=

10

=
=
[N
N
=
w

14 15

6

IN
ORrNWNOGON®
OrRrNWhMOGONO
ORrNWAOOON
oOrRrNWNUGON
ORrNWAMOGOON
OFRrNWMIUITON
ORrNWMOGOON
OFRNWMNUUOON

0

Taula 3: Representacié matricial de I'esquema d’escala amb M = 16
i B = 8 (les components indiquen els busos connectats a moduls de
memoria).

Per tant, concloem que, com hem dit abans, el nombre maxim de connexions
redundants és B(B — 1). De fet, aquest valor s’assoleix amb les anomenades
topologies minimes com, per exemple, la topologia rombica (taula 2) i la d’escala
(taula 3). Es poden trobar més detalls a Fiol, Valero, Yebra i Lang [23] i a Lang,
Valero i Fiol [32].

Notem que el resultat anterior només déna condicions necessaries perqué
no hi hagi degradacié. En aquest context, el teorema de Hall déna una caracte-



Grafs, amics i coneguts 27

ritzacio de les topologies d’interconnexié que eviten la degradaci6 del sistema,
com en el cas esmentat de les topologies completa i minima:

= Un sistema multibds no pateix degradacio si i només si qualsevol conjunt
de p = B parells disjunts de processador-memoria estan connectats a un
conjunt d’almenys p busos.

Com hem esmentat, aquest resultat dona les condicions necessaries i sufici-
ents perqué un sistema multibds no es degradi.

Agraiments

Agraim als professors J. L. A. Yebra i E. Garriga els seus comentaris i sug-
geriments sobre el contingut d’aquest article i a I'escriptora Isabel-Clara
Simo la seva acurada revisio linguistica. Agraim també el suport del projec-
te MTM2008-06620-C03-01 del Ministeri de Ciéncia i Educacio i I'European
Regional Development Fund i del projecte 2009SGR1387 del Consell Interde-
partamental de Recerca i Innovacié Tecnologica (CIRIT) de la Generalitat de
Catalunya.
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