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Com repartir punts uniformement en esferes?

Jordi Marzo

Resum: El teorema de Whittaker-Kotel’nikov-Shannon permet reconstruir de manera
estable una funcié de banda limitada i energia finita a partir dels valors de la funcié als
enters. Aixi doncs, els enters s6n un exemple de conjunt de mostreig estable pero son,
a més, un conjunt de punts ben distribuits a la recta. En aquest article tractarem de la
relacié entre I’existéncia de conjunts de punts ben distribuits i el mostreig estable de
funcions a diferents dominis (la recta, el cercle i I'esfera).

Paraules clau: successions de mostreig, desigualtats de Marcinkiewicz-Zygmund,
harmonics esférics, punts de Fekete.

Classificacié MSC2010: 65D32, 33C55, 65T40, 11K36.

1 Introduccio

Considerem una funcié (senyal) ¥ definida en un conjunt S amb valors als
nombres complexos C: Volem estudiar els conjunts discrets fshgn  S; de
manera que puguem reconstruir la funcié ¥ s a qualsevol punt s 2 S; a partir
només dels valors ff s, gn: A més, voldrem que la reconstruccio sigui estable.
Amb aixo volem dir que, si en comptes de reconstruir la funci6 a partir dels
valors T sp ; tenim un certerror T sp n, i els errors p sén petits, aleshores
I’error en la funcio reconstruida també volem que sigui petit.

Per tal de mesurar la grandaria de les funcions, considerarem que la nostra
funci6 F pertany a un cert espai de Hilbert H;k ky de funcions definides a
S: La grandaria de F sera, doncs, el valor kfky  hf; Fil™2: Si per a tot punt
s 2 S l'avaluaci6 puntual és fitada, o sigui jF s J kfky; el teorema de Riesz
ens assegura que existeix una funcié Ks 2 H tal que

fs hfKi: 1)

Aquest article esta basat en la conferéncia «Digitalitzaci6 del senyal i punts ben distribuits» de
la Tretzena Trobada Matematica «Joves matematics catalans al mén» de la SCM, que va tenir lloc
I’11 de juny de 2010 a Barcelona.
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Aquesta funci6é Ks és I'anomenat nucli reproductor de I'espai H en el punt
s 2 S: Els espais que considerarem tenen tots aquesta propietat i tindrem
definit, per tant, un nucli reproductor.

Es pot establir una relacio entre les propietats de la successio de punts de
mostreig fshgn i les de la successié de funcions K, gn: En efecte, suposem
que existeix fshgn S tal que els nuclis normalitzats fKs, gn s6n una base
ortonormal de H (suposem per simplificar la notaci6 que kK ky  1). Sabem

que per a tota funcio f 2 H
X X
f hf; Ks,iKs,; amb kfk3 jhF; K, ij? )

n n
o utilitzant (1)
X
f T sn Ks,; amb kfk3 it sn j%:
n n

O sigui, la funcié T es pot reconstruir a partir dels seus valors en fshgn i la
norma de la funcié kFfky és igual a la norma <2 de la successio FF s gn: A més,

la reclgnstruccié és estable, ja que si en comptes de ¥ s, utilitzem f s, n
amb  j nj? < 2 obtenim
f T sn nKs, T E;
ero
P ~ X, 1=
kf fky kEky J ni <

La primera questi6é que podem plantejar-nos és, doncs, si existeixen succes-
sions de punts fshgn S tals que els nuclis fKs,gn formen una base ortogonal
de H:

2 Bases ortogonals de nuclis reproductors

2.1 El cercle

Considerem I'espai de les restriccions aS! fz 2 C:jzj 1g dels polinomis
trigonometrics de grau coma maximn 2 N

x
Pn Pz azk:ax2C
jki n
Si en aquest espai prenem la norma L?
1 zZ, ) V1=
kPk, — jP e jid :
2 o

obtenim espais de Hilbert de dimensio finita dim P, 2n 1. El nucli repro-
ductor de I'espai P, és donat pel nucli de Dirichlet
sin n 1=2

K D
n sin =2

on ; 2 0;2 :Observem que en aquest cas kK k% 2n  1:
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Si volem discretitzar la norma dels polinomis de Pn; amb 2n 1 punts a
St; sembla natural prendre les arrels de la unitat

ortogonal de Py, i tenim, doncs, que
R 1 X 1 22

jhP; K2 i ij?
k 0 an k 0

2n 1

peratotP 2 Pp:

2.2 L'esfera

Quan augmenta la dimensio la situaci6é canvia. Per comencar, no és gens clar
quina familia de punts ben distribuits, analoga a les arrels de la unitat, podem
agafar a l'esfera S? X;y;z 2R3:x? y? z? 1 :Per exemple, els
Unics poliedres convexos regulars soén els cinc solids platonics que poden
arribar a tenir només fins a vint vertexs (el dodecaedre).

A I'esfera considerarem espais d’harmonics esfeérics, que son la generalitza-
ci6 natural dels espais de polinomis trigonometrics.

Definicio 1. L’espai d’harmonics esférics de grau com a maxim L 2 N a S?;
qgue denotem | ; és I'espai de les restriccions a S? dels polinomis (de tres
variables) de grau com a maxim L a R3:
Amb la norma 7
1=2
kP k> jPzjd z ;
SZ

ond éslamesura normalitzada de superficie a S?; I'espai | és un espai de
Hilbert amb nucli reproductor. Observem que la dimensié de | és L 1 2:El
nucli reproductor és donat, modul constants independents del grau, en termes
dels polinomis de Jacobi amb index 1;0

K. zzw  LPY hz;wi ;  z;w 2 S2;
on ) )
1.0 1 d L1 L
P, t — 1 t 1 t ;
L 2LL11  t dth
vegeu [26].

El teorema seglent demostra que, a diferéncia del cas anterior, per a graus
suficientment grans no hi ha cap conjunt de punts que doni una base ortogonal
de nuclis reproductors. La demostracié que presentem esta basada en idees de
Fuglede [8].
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Teorema 2. Donat L 2 N; sigui
ZL fzigize 129 S?
unconjuntde L 1 2 punts a I'esfera. Per a L suficientment gran
fKL ;z :1z2Z Ly

no és una base ortogonal de :

Prova. Suposem que fKy ;zq ;:::5; KL ;ZL. L 12 gésunabase ortogonal de
L: Com que K. z;w LP, hz;wi ; tenim

1,0
KL Zik KL 5ZLj LP,

hzij;zi  0;
per a j k: Aixi doncs, fthz,j;z kigj « 1;1 son zeros del polinomi
PO t:

Sigui Z|_ el zero més gran de PLl;0 t a 1,1 :Sesapque

limLarccosZ, ji 3;8317::;
Lyl

on ji és el primer zero positiu de la funci6 de Bessel J; t ; [26].
Un resultat classic de Fejes-T6th [7] ens assegura que, donats N punts a S?;
n’existeix un parell a distancia (geodésica) menor que dy; on

ot? 1 1. N
dn arccos%; i N ——

Tenim, doncs, que existeix un parell j  k tal que
arccosZ. d z.j;Zk d_ 12:

Prenent limits arribem a una contradiccio

3;8317::: limLarccosZ, |lim Larccos 3;80925::: 0
LY LY

Dins del domini dels anomenats dissenys esférics (spherical designs), Bannai

i Damerell van demostrar un resultat més fort [1]. La demostracio, que funciona

per a tot L; és forca més complicada.

3 Successions de mostreig i desigualtats de
Marcinkiewicz-Zygmund

Acabem de veure, doncs, que no sempre podem trobar successions ortogonals
de nuclis reproductors, atés que no sempre hi ha conjunts de punts prou ben
distribuits. Pero per a reconstruir de manera estable és suficient (i fins i tot de
vegades un avantatge) suposar gque la successio de nuclis Ks, |, té propietats
menys rigides que les d’una base ortogonal. El concepte apropiat és el de marc
(frame en anglées) que definim tot seguit.
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Definicio 3. Direm que la successio de nuclis reproductors K, , a un espai
de Hilbert H;k kg és un marc si existeixen constants A;B > 0 tals que, per

atotaf 2 H,

x
2
AkFk3 T sn

n

BkFk3 :

Definicio 4. Si Kg, , ésunmarca H;k Kky ;lasuccessio fshgn es diu de
mostreig estable per a H:

Si fshgn és de mostreig estable, es pot demostrar que la funcié original
es pot reconstruir de manera estable d’'una manera semblant a la que hem
vist abans a (2). Es pot demostrar també que, si afegim punts a una successio
de mostreig estable (mantenint una separacié minima entre els punts), la
successio resultant també és de mostreig estable. Resulta natural, per tant,
intentar obtenir successions de mostreig estable fshgn de grandaria minimal.
Una successio de mostreig estable minimal fs,gn, dona lloc a un marc minimal

Ks, n: Els marcs minimals sén de fet bases molt properes per les seves
propietats a les bases ortonormals. S6n les anomenades bases de Riesz. Aixi
com les bases ortonormals a H sén les imatges d’una de fixada per operadors
unitaris, les bases de Riesz ho sén per operadors invertibles. Bones referéncies
sobre aquests conceptes son [24, 27].

Farem ara un breu recull de resultats sobre successions de mostreig a I'espai
de funcions d’energia finita i banda limitada (Paley-Wiener). Aix0 servira per a
entendre resultats analegs en el context del cercle i I’esfera.

3.1 L’espai de Paley-Wiener PW?2

L’espai de Paley-Wiener, PW?2; és I’espai de funcions enteres £ amb energia
finita 7

1 2
fx “dx< 1;
1
i banda limitada
Z 4
supp f : :;onf*f f x e2 ™ dx:
1
Es un espai de Hilbert amb la norma
Z 4 Vi
kFky fx Zdx
1
i té nucli reproductor
sin X
Ky X 7y; X,y 2R:

Xy

Dins de la teoria del senyal aquest espai de funcions té un paper central.
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Si volem una successio de punts ben distribuits a R sembla natural prendre
punts equiespaiats. El teorema segient ens diu que efectivament és I'opcio
correcta.

Teorema 5 (Whittaker-Kotel’'nikov-Shannon). Tota ¥ 2 PW? admet una re-
presentacio

X sin z n X
fz fn——— fnkK,z 3)
n2zZ z n n2Z
i Z
X
f x 2dx fn %
R n2z

Per a tota successié fcng 2 “2; I'equacié (3) (amb coeficients cp), defineix una
funcié ¥ 2 PW? tal que
fn Cnh:

En termes de les propietats de la successi6 dels nuclis reproductors, el que
diu el teorema és que fKngn2z és una base ortonormal de PW?2: En termes
de mostreig el teorema ens diu que hi ha correspondéncia entre les funcions
f 2 PW2 (senyal analogic) i els valors als enters ff n gn2z (senyal digital).
Sobre el mostreig a I’espai de Paley-Wiener es coneixen molts resultats:

Hi ha un resultat analeg al teorema anterior considerant normes LP R
(per a1l < p < 1). Plancherel-Pdlya [12].

Una pertorbacié petita dels enters és també una successié de mostreig
minimal. De fet es pot arribar finsi tota jn spj < 1=4. Kadec [10].

Es poden definir unes densitats que mesuren la distribucié geometrica
asimptotica de les successions. En funcié d’aquestes densitats, anomena-
des de Beurling, es pot donar gairebé una caracteritzacio: tota successio
fsngn R que sigui de mostreig és més densa que Z (que té densitat 1).
I en I'altre sentit, si una successio té densitat més gran que 1, sera de
mostreig. Beurling, Ja [ard, Seip [23].

Hi ha una caracteritzacio de les successions de mostreig minimals en
termes dels anomenats pesos de Muckenhoupt. Pavlov [21].

Tornem ara a I’'exemple de polinomis al cercle, on els resultats s6n propers
als de I'’espai de Paley-Wiener.

3.2 Desigualtats de Marcinkiewicz-Zygmund al cercle

Recordem que P, és I'espai dels polinomis trigonometrics de grau com a maxim
n 2 N: El teorema classic seglient diu que les arrels de la unitat

2 ik
Tk ex1; k 05:::;2Nn;
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no només donen una base ortogonal de nuclis reproductors, sin6é que la dis-
cretitzacio és valida també amb altres normes; per a una demostracio vegeu
[13, 28]. Aquest resultat es pot veure com a I'analeg al teorema de Plancherel-
Pdlya que acabem de mencionar, on les arrels de la unitat tenen el mateix paper
que tenien els enters a R:

Teorema 6 (Marcinkiewicz-Zygmund 1937). Donat 1 <p <1, existeixen cons-
tants A; B > 0 (independents de n) tals que

per atotP 2 Pp:

En comptes de les arrels de la unitat, podem plantejar-nos ara prendre
altres conjunts de punts al cercle de manera que es compleixin les desigualtats
del teorema anterior.

Definicio 7 (familia de Marcinkiewicz-Zygmund). Sigui
Zn fzni1;::Znm,g St

amb mp 2n 1: Direm que la familiaZ fZ n g, 1 és de Marcinkiewicz-
Zygmund si existeixen constants A; B > 0 (independents de n) tals que per a
totP 2 P

z z
2 o 1 e ) 2 :
P Zn;k B P e

k 1

Les desigualtats anteriors sOn equivalents a dir que els nuclis reproductors
normalitzats, als punts de Z n ; formen un marc de P, (amb constants inde-
pendents del grau). Els resultats que mencionem tot seguit sén semblants als
obtinguts per a I'’espai de Paley-Wiener:

Una pertorbacio petita de les arrels de la unitat és també un conjunt de
Marcinkiewicz-Zygmund minimal (de fet la pertorbacié maxima és també
1=4 en la métrica apropiada). Marzo, Seip [16].

En aquest context també es poden definir unes densitats de Beurling,
gue mesuren la distribucié geomeétrica asimptotica de les families de
punts. Es pot demostrar que tota familia Z que sigui de Marcinkiewicz-
Zygmund és més densa que la formada per les successives arrels de la
unitat (que té densitat 1). També tindrem que si és prou densa sera de
Marcinkiewicz-Zygmund. Ortega-Cerda, Saludes [20].

Hi ha una caracteritzacié de les families de Marcinkiewicz-Zygmund
minimals en termes dels pesos de Muckenhoupt. Chui, Zhong, Shen [5, 6].
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La rad d’aquesta similitud en els resultats es pot justificar amb el fet que
I'espai de polinomis és en un cert sentit de banda limitada. On ara la banda és
donada pel grau. Aixo es reflecteix en la desigualtat de Bernstein,

sup P!z nsup P z ;
z2T z2T

onP 2 Px:

3.3 Desigualtats de Marcinkiewicz-Zygmund a I'esfera

La situacié canvia quan passem a estudiar polinomis a I'esfera. Un primer
problema és com obtenir punts ben distribuits. Sabem que ara no tenim una
familia canonica similar a la formada per les arrels de la unitat. Tanmateix,
hi ha diverses maneres d’obtenir punts a I'esfera que gaudeixen de bones
propietats. En aquesta seccié en mencionaré dos: els punts que minimitzen un
cert potencial i els punts de Fekete. En el primer cas Carleson va demostrar
que els punts estan asimptoticament ben distribuits. Per al segon veurem com
es pot deduir aquesta propietat dels nostres resultats sobre les desigualtats de
Marcinkiewicz-Zygmund a I'esfera [15].

Definicio 8. Donats n punts a I'esfera fz41;:::;z,g S?i0<s < 1; direm
que es troben en configuracié extremal s; si fan minima I'’energia
x 1
1i<j n 1Zi ZJJS

Diferents valors del parametre s donen lloc a diferents configuracions. Per
as 1 obtenim el problema de minimitzar I’energia de n electrons que es
repelleixen d’acord amb la llei de Coulomb. Aquest problema es coneix com
a problema de Thomson. El cas limits ¥ 1 és el problema de Tammes o
dels dictadors hostils, on els punts representen n dictadors que volen situar-se
tan lluny com poden els uns dels altres. L’altre cas limits ¥ 0 (on obtenim un
potencial logaritmic) ens déna els punts (elliptics) de Fekete.

No donarem una bibliografia completa perdo mencionarem uns quants tre-
balls importants en aquets camp: Mhaskar [17], Narcowich, Ward, Filbir [18, 19],
Hardin, Sa [[19], Kuijlaars [11] i Reimer [22]. Sobre punts en configuracio extre-
mal és especialment remarcable el treball del grup VARIDIS de la UPC [2].

Ja hem vist que a I'esfera no hi ha bases ortonormals de nuclis reproductors
per als espais d’harmonics esférics | : Pero, com ja hem comentat, de cara
a obtenir bones propietats de discretitzacié no cal tenir bases ortogonals. En
tindriem prou amb bases de Riesz o equivalentment families de Marcinkiewicz-
Zygmund minimals. La definicio seglient és del tot analoga a la que hem donat
per a polinomis al cercle.

Definicio6 9 (familia de Marcinkiewicz-Zygmund). Sigui

ZL fzii1;:Zimg S?
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amb mp L 12 dim | : Diremque Z fZ L g_ 1 és una familia de
Marcinkiewicz-Zygmund si existeixen constants A;B > O tals que per a tot
L 1iQ2 .,
z z
2 1 DS

A Qz ‘d z —_— Qz._sz szd z

52 L 12j 1 s2

Direm que Z és de Marcinkiewicz-Zygmund minimal si m_ L 12

Ara bé, existeix alguna familia de Marcinkiewicz-Zygmund minimal? O sigui,
existeix Z fZ L g. oi A;B >0 (independents de L) tals que

Z L& 2 Z

1
A szdz —_— Qz._sz Qz d z

52 L 12 i 52
peratotQ2 [?
El problema esta obert. El que se sap és que la resposta és negativa si
consideremnormesl<p <31 ambp 2; o sigui,
z 1 Ly 2 Z

p - P p )
Aszdez lelezLJ Bszdez,

per a una demostracio vegeu [14].

3.3.1 Els punts de Fekete Hi ha pero families de punts a I'’esfera que sem-
blen bons candidats per a poder formar una familia de Marcinkiewicz-Zygmund
minimal, les families de punts de Fekete [22, 25]. Aquests punts es poden
entendre com aquells que fan que els vectors de les avaluacions dels elements
d’una base, siguin tan linealment independents com sigui possible. Aixo ho
podem mesurar dient que el determinant d’aquests vectors és maxim.

V z1;::0,Z 12 det Qj zk jik Z1iZL 122S
Elspuntsz;;:::;z| ;.2 S2 s6n un conjuntde L 1 2 punts de Fekete quan
Vzl;'::;zL12 max V z1;::5,Z2 12

L’evidéncia numeérica que els punts de Fekete s6n bons candidats com a
punts de mostreig a I'esfera, es fa palesa en el darrer resultat que presentarem
sobre equidistribucio asimptotica [15].

ticament ben distribuits. Aixo vol dir que, per a tota funcié f continua a s2:

tenim
_— - 2f z 1 fzd z: LY q:
2 L;j - ” y - .

i1 S
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Per a demostrar aquest resultat utilitzem basicament dos elements. Pri-
mer veiem que efectivament una familia de punts de Fekete és gairebé de
Marcinkiewicz-Zygmund minimal [15]. En segon lloc utilitzem un resultat sobre
densitats de Beurling a I'’esfera que vam demostrar a [14]. El resultat diu que
si una familia de punts és de Marcinkiewicz-Zygmund, aleshores té densitat
més gran que un valor de referéncia (que correspondria a la densitat d’'una
familia de Marcinkiewicz-Zygmund minimal). Aplicant el resultat de densitat a
la familia de punts de Fekete obtenim el resultat.

Demostrar que els conjunts de punts de Fekete a I'esfera estan asimptotica-
ment equidistribuits era un problema obert fins fa ben poc. Independentment
Berman, Boucksom i Witt Nystrom han obtingut el mateix, com a consequeéencia
d’un resultat més general, amb metodes diferents dels nostres [3].

Agraiments

Voldria agrair a la Societat Catalana de Matematiques haver estat proposat com
a conferenciant a la Tretzena Trobada Matematica, «Joves matematics catalans
al moén», I'any 2010. També voldria agrair els comentaris del revisor anonim
que han ajudat a millorar aquest article.
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