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Proleg

La importancia del treball de Bolyai en la historia de la matematica és abso-
lutament indubtable. No repetiré ara els arguments que podeu trobar a diver-
ses fonts, potser la més coneguda de les quals és el llibre de R. Bonola Non-
Euclidean geometry. A critical and historical study of its development [4], que
conté una traducci6 a I'angles, per G. B. Halsted, tant del treball de Bolyai com
del de Lobatxevski. També és important el treball de E Karteszi i B. Szénéssy,
«Janos Bolyai: Appendix: The theory of space» [6].

Recordem que el treball de Janos es coneix com I’ Apéndix, ja que va ser pu-
blicat com un apéndix del Tentamen juventutem studiosam in elementa mat-
heseos purae [...] introducendi, llibre de text de matematiques publicat pel seu
pare, Farkas Bolyai [2]. El fet que Farkas fos amic de Gauss, des que van coinci-
dir com a companys d’estudis a Gottingen, ha donat lloc a moltes conjectures i
estudis sobre els inicis de la geometria no-euclidiana. Vegeu 'article «What did
Gauss read in the Appendix ?» [1].

En clau catalana recordem que I’any 2002, amb motiu de la commemoraci6
dels 200 anys del naixement de Janos Bolyai, la Societat Catalana de Matema-
tiques va publicar una noticia sobre la seva vida i obra, vegeu «La revoluci6 de
Jéanos Bolyai», d’Andras Prékopa [8].

Podeu trobar un extens comentari sobre I’Apendix a la seccié D1 del llibre
Una lectura del ‘Disquisitiones generales circa superficies curvas’ de C. E Gauss
[9].

Ala traducci6 que presentem s’han tingut sempre presents, a part de la ver-
si6 original en llati de Bolyai [3], ala qual s’ha procurat ser fidel, les traduccions
angleses de Halsted i Kérteszi i la francesa d’'Hotiel [5]. Els dubtes que puguin
sorgir al lector en una primera lectura del treball de Bolyai espero que li pu-
guin ser aclarits en la versi6 lliure que presento de la traducci6é d’aquest treball
a partir de la pagina 51.

Agusti Reventds, 2018
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Explicacio de la notacié

AB significa el conjunt de tots els punts situats en linia recta amb
els punts Ai B.?

AB aquella meitat de la recta AB que comenca al punt A
i conté el punt B.3

ABC el conjunt de tots els punts situats en el mateix pla
que els tres punts (no alineats) A, B, C.

ABC la meitat del pla ABC que comenca a la recta AB i
conté el punt C.

ABC la porcié més petlm en les quals el pla ABC és partlt
per les linies BA B C o I'angle que té per costats BA
BC.

ABCD (el punt D situata ABC, i BA, CD nos 1ntersequen) la

porcié de ABC compresa entre BA BC, CD mentre
que BACD denota la porci6é de ABC compresa entre

ABiCD.A
1 perpendicular.®
£ un angle.®
R un angle recte.”
= congruencia. 8
AB=CD CAB = ACD.
X--»a x convergeix cap al limit a.’
Or la circumferéncia del cercle de radi r.
Or area del cercle de radi r.

2 Bolyai usa un simbol similar a AB.

3 Bolyai usa un simbol similar a AB.

4 Aqui apareix el segment BC tot i que Bolyai no dona la definicié de segment. A la versi6
anglesa de Halsted s’hi afegeix aquesta definici6.

5 Bolyai usa L. I al llarg del text apareix L_riter, L_re, etc.

6 Bolyai usa A. I al llarg del text apareix Alum, Alo, etc.

7 La negreta és meva.

8 Denotem la congruéncia geometrica amb el simbol que el gran geometra GAUSS utilitza per
a nombres congruents: no cal témer cap ambigiiitat. (Nota de I'autor.)

9 Bolyai usa un signe més o menys com aquest: £ —~a.
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La ciéncia absoluta de 'espai

S1

(Figura 1). Silarecta H’/[ no és tallada per la recta ﬁ\f , situada en el mateix pla,
pero és tallada per qualsevol altra BP (a ABN), ho indicarem per BN ||| AM.

B
N
P
M E
D C A
Figura 1

—

Es facil veure que existeix una tinica BN que passa per un punt arbitrari B
(forade AM), i que la suma dels angles BAM i ABN no pot ser > 2R; en efecte,
movent BC al voltant de B fins a arribar a tenir

BAM + ABC = 2R,

en algun lloc BC sera el primer a no tallar ;1—]\7[, i és llavors que es tindra
BC||| AM.
Es clar, al mateix temps, que BN ||| EM, sigui quin sigui el punt E agafat

sobre AM (suposant en tots els casos AM > AE). I si mentre el punt C a AM
va cap a l'infinit, es pren sempre CD = CB, sempre tindrem CDB = (CBD <
NBC), pero NBC --»0, iper tant ADB --» 0.

S2

(Figura 2). Si BN ||| AM també és CN ||| AM.

En efecte, sigui D un punt qualsevol de MACN. SiCestaa HV BDtalla AM
i aixi també CD talla AM. Perd si C esta a Bl BP prenem BQ Il
CD; BQ esta dins ABN (§1), i talla AM i 1 per tant, tambe CD talla AM Per

tant, cada CD (a ACN) talla, en cada cas, AM sense que CN talli AM. Per tant,
sempre CN ||| AM.

15



Figura 2

$3

(Figura 2). Si tant BR com CS s6n |||AM i C no esta sobre BR, llavors BRi CS
no es tallen.

En efecte, si BRiCS tinguessin un punt en comu D, llavors (§2) DR i DS
haurien de ser simultaniament ||| AM, D_é (§1) coincidiria amb E)? i C estaria
sobre BR (en contra de la hipotesi).

4

(Figura 3). Si MAN > M AB hi haura, per cada punt B de E, un punt C de H/[
tal que BCM = NAM.

M

Figura 3

En efecte, es pot (§1) tracar BD de maneraque BDM > NAM, ifent M DP =
MAN, B estara an NADP. Si transportem NAM al llarg de AM fins que AN

coincideixi amb DP sera necessari que AN hagi passat per B i que s’hagi tingut
BCM =NAM.

16



S5
(Figura 1). Si BN ||| AM, hi ha un punt F a AM tal que FM = BN.

En efecte, podem fer (§1) de manera que BCM > CBN, i si CE = CB, en
resultara que EC = BC, d'on BEM < EBN. Movem el punt P sobre EC, i ano-
menem sempre u ’angle BPM i sempre v 'angle PBN; evidentment u és al
principi menor que el corresponent v, pero acabara per ser més gran. En efecte,
u augmenta continuament des de BEM fins a BCM, ja que (per $4) no existeix
cap angle > BEM i < BCM que no sigui en algun moment igual a u. Igualment
v decreix continuament des de EBN fins a CBN. Hi ha, per tant, sobre EC un
punt F tal que BFM = FBN.

S6

Si BN ||| AM i E és un punt qualsevol de AM, i G és un punt qualsevol de BN,
llavors GN ||| EM i EM ||| GN.

En efecte, (per §1) BN ||| EM, d’on (per §2) GN ||| EM. Si fem ara FM = BN
(§5), llavors MFBN = NBFM, i per tant (ja que BN ||| FM), també FM ||| BN i
(pel que precedeix) EM ||| GN.

§7

(Figura 4). Sitant BN com CP sé6n ||| AM i C no esta a BN, també sera BN ||| CP.

En efecte, BN i CP no es tallen (§3). Per altra banda, AM,BN i CP estan
0 no estan en un mateix pla, i en el primer cas AM esta o no esta a I'interior
de BNCP.

Si AM, BN, CP estan en un mateix plai AM cau dintre de BNCP, qualse-
vol B—Q> (a NBC) talla AM en algun punt D (ja que BN ||| AM); a més, com que
DM ||| CP (§6), clarament DQ tallara CP i aixi BN ||| CP.

Si BN i CP estan del mateix costat respecte a AM, una d’elles, per exemple
CP, cau entre les altres rectes BN, AM. Llavors, cada B_(j (a NBA) talla m i
aixi també CP. Per tant, BN ||| CP.

Si MAB, MAC fan entre ells un angle llavors CBN i ABN tenen en o comu

només BN, mentre que AM (a ABN) i BN i per tant també NBC i AM no
tenen res en comu.

17



Figura 4

Ara BCD tracat a partir de qualsevol BD(aN BA) talla AM, ja que B_Q) ta-
lla AM (ja que BN ||| AM). Fent moure, doncs, BCD al voltant de BC fins que
comenga a deixar AM, BCD vindra a coincidir ﬁnalment amb BCN. Per la ma-
teixa ra6 aquest mateix semipla vindra a coincidir amb BCP; per tant, BN esta
aBCP.

A més, si BR||| CP llavors (ja que també AM ||| CP) per un raonament sem-
blant BR esta a BAM, i també (ja que BR || CP) a BCP. Per tant, BR, essent
comuna a MAB, PCB, és per descomptat BN, i per tant BN ||| CP.!°

Per tant, si CP||| AM i B és exterior a CAM, la intersecci6 BN de BAMiBCP
compleix que BN ||| CP.

$8

(Figura 5). Si BN ||| i = CP (0o més breument BN||| = CP), i AM (a NBCP)
biseca L el segment BC; llavors BN ||| AM.

N M P
Q
B A C
Figura 5

10 Posant aquest tercer cas davant els dos precedents, aquests es podrien demostrar conjunta-
ment amb més brevetat i elegancia, com el cas 2 de §10. (Nota de I'autor.)
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En efecte, si HV tallés H/I CTP) tallaria W en el mateix punt (ja que
MABN = MACP) i aquest punt ¢ seria comu a BN CP mentre que al contrari
BN ||| CP. D’altra banda, tot BQ (a CBN) talla CP; i per tant, BQ talla tam-
bé AM. Consegiientment, BN Il AN.

S9

(Figura 6). Si BN ||| AM i MAPL MAB il'angle que NBD fa amb NBA (en el
costat de M ABN on es troba M AP) és <R, llavors MAP i NBD es tallen.

N
M
P E
C
A B
Figura 6

En efecte, sigui BAM =R, i ACLBN (tant si C coincideix amb B com si
no), i CEL BN (a NBD); tenim (per hipotesi) ACE < Ri AF (L CE) caura dins
ACE. Sigui AP laintersecci6 de ABF , AMP (els quals tenen el punt A en comu);
tindrem BAP = BAM =R (jaque BAM1 MAP).

Si, finalment, ABF es fa moure (amb A i B fixats) fins que coincideixi amb
M AP anira a parar sobre m ;icom que ACLBN, i AF1 CE, evidentment
AF tindra el seu extrem entre BN i AM, i aixi BF caura a I interior de ABN.
Perd en aquesta posici6 BF talla AM (ja que BN Il AM), i aixi AP i BF es tallen
també en la posici6 original, i el punt de tall és comu a MAP i NBD. Per tant,
MAP i NBD es tallen.

Es conclou facilment que MAP i NBD es tallen sempre que la suma dels
angles interiors que fan amb M ABN sigui < 2R.

19



S10

(Figura 7). Si BN i CP s6n tots dos ||| = AM també és BN||| = CP.

Figura 7

En efecte, o bé M AB i M AC formen entre ells un angle o estan en un mateix
pla.

En el primer cas, tracem QDF que bisequi perpendicularment el seg-
ment AB. Llavors DQL AB i aixi DQ ||| AM (§8); analogament, si ERS biseca
perpendicularment el segment AC tenim ER ||| AM; per tant (§7), DQ ||| ER.

Es conclou facilment (per §9) que W i ERS es tallen i la seva intersec-
ci6 (§7) FS és || DQ, i també (pel fet de ser BN ||| DQ) FS|| BN. A més (per a
cada punt de FS) FB = FA = FC ila recta FS esta en el pla TGF que biseca
perpendicularment el segment BC.

Perd (§7) (pel fet de ser FS||| BN) també GT ||| BN. De la mateixa manera es
prova que GT ||| CP. Perd GT biseca perpendicularment el segment BC, i aixi
TGBN = TGCP (§1),i BN|| = CP.

Si BN, AM i CP estan en un mateix pla, sigui (fora d’aquest pla) FS||| = AM;
llavors (pel que precedeix) FS||| = tanta BN com a CP, iaixi BN||| = CP.

S11
Considerem el conjunt format pel punt A i fots els punts B tals que si BN ||| AM

es compleixi que BN = AM; denotem aquest conjunt amb F, i denotem amb L
la intersecci6 de F amb un pla qualsevol que contingui el segment AM. F té un
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punt, i només un, sobre cada recta ||| AM; i evidentment L és dividit pel raig AM
en dues parts congruents.

Direm que AM és leix de L. Evidentment també, en qualsevol pla que con-
tingui el segment AM hi ha un tnic L amb eix AM. Tota linia L aixi definida es
dirala L de m (ben entes, en el pla que es consideri). Es evident que la revo-
luci6 de L al voltant de la recta AM descriu una F I'eix de la qual és AM, i que
és, reciprocament, la F de l'eix E/I .

S12

Sigui B un punt qualsevol dela L de AM, i BN || = AM (§11); llavorsla L de AM
ilaLde BN coincideixen. .

En efecte, sigui L' la L de BN i sigui C un punt qualsevol de L', i CP||| = BN
(§11). Com que BN||| = AM, tindrem també CP||| = AM (§10), i aixi C esta
situatala L de AM. Isi C és un punt qualsevol de Li CP||| = AM, llavors també
CPJ|| = BN (§10), i aixi C esta igualment situata L' (§11). Aixi LiL’ s6n idéntics,
itot BN (||| AM) és un nou eix de Li és = respecte de tots els eixos de L.

De la mateixa manera es demostra aquesta propietat per a F.

S13

(Figura 8). Si BN ||| AM, CP ||| DQ i BAM + ABN = 2R, llavors també DCP +
CDQ =2R.

M SN L s O P Q
" }fi ’
R (?\
A C\
7
R K
Figura 8
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En efecte, sigui EA=EBiEFM = DCP (§4). Com que
BAM+ ABN =2R= ABN + ABG,
tindrem EBG = EAF; i aixi, si prenem BG = AF, sera
AEBG=AEAF, BEG-= AEF,
i G caura sobre el raig FE. A més
GFM+FGN =2R

(jaque EGB = EFA). També GN ||| FM (§6). Per tant, si MFRS = PCDQ, llavors
RS||| GN (§7), i R cau dins o fora del segment FG (a menys que CD = FG, cas
en que la proposicio és evident).

I. En el primer cas, FRS no és > que 2R— RFM = FGN, ja que RS||| FM.
Perd, com que RS ||| GN, tampoc FRS no és < FGN. Per tant, FRS = FGN, i

RFM+ FRS=GFM+FGN =2R.

Per tant, també
DCP+CDQ =2R.

IL. Si R cau fora del segment FG, llavors NGR = MFR. Sigui
MFGN=NGHL=LHKO,

i aixi successivament fins que FK sigui = FR o comenci a ser > FR. Llavors
tindrem també KO ||| HL||| FM (§7).
Si K coincideix amb R llavors KO coincideix amb RS (§1), i per consegiient

RFM+FRS=KFM+FKO=KFM+ FGN =2R.
Pero si R cau dins del segment HK, llavors (per I)

RHL+KRS=2R=RFM+FRS=DCP+CDQ.

S14
Si BN || AM, CP||| DQi BAM + ABN < 2R, llavors també DCP + CDQ < 2R.

En efecte, si DCP + CDQ no fos < 2R seria (per §1) = 2R i (per §13) BAM +
ABN = 2R, contra la hipotesi.
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S15

Alallum de §13i§14, denotarem amb X el sistema de geometria que es basa so-
bre la hipotesi de l'axioma X1 d’Euclides, i per S el sistema fundat sobre la hipotesi
contraria.

Tots els resultats que enunciarem sense dir expressament si tenen lloc en el
sistema X o en el sistema S s’han de considerar com a enunciats d'una manera
absoluta, és a dir, que s'afirma que son certs tant si estem en el sistema X com en
elS.

S16

(Figura 5). Si AM és1’eix d'una L, llavors aquesta L, en el sistema X, és una recta
1 AM.

En efecte, sigui BN un eix per un punt qualsevol B de L; a Z tindrem
BAM+ ABN =2R

iaixi BAM =R.

Isi C és qualsevol puntdelarecta ABiCP|||AM, llavors (per §13) CP = AM,
iaixi CestaaL (§11).

Pero, a S, no existeixen ni a L ni a F tres punts alineats. En efecte, algun dels
eixos AM,BN,CP (per exemple AM) esta entre els altres dos, i llavors (§14)
BAM i CAM s6n, cadascun d’ells, < R.

S17

L a$ és una linia, i F una superficie.

En efecte, (per §11) qualsevol pla perpendicular al’eix AM (a través de qual-
sevol punt de F) talla F en una circumferencia, el pla de la qual (per §14) no és
perpendicular a cap altre eix BN. Si girem F al voltant de BN tot punt de F
(per §12) restara sobre F, ila seccié de F per un pla no perpendicular a BN des-
criura una superficie. De fet, siguin quins siguin els punts A, B agafats sobre F,
F es pot fer coincidir amb ella mateixa de manera que A vagi a B (per §12). Per
tant, F és una superficie uniforme.

Es dedueix d’aixo (§11 i §12) que L és una linia uniforme.'!

11 No és necessari restringir la demostracié al sistema S; es pot establir facilment que és certa
d’'una manera absoluta per aSiX . (Nota de I'autor.)
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S18

(Figura 7). La interseccié amb F de qualsevol pla, tracat a través d'un punt A
de F obliquament a I'eix AM, és, a S, una circumferencia.

En efecte, prenem A,B,C tres punts d’aquesta seccio, i BN,CP eixos;
AMBN i AMCP fan un angle, ja que en cas contrari el pla determinat per
A, B, C (per §16) contindria AM (contra la hipotesi). Per tant, els plans que
bisequen perpendicularment els segments AB, AC es tallen (§10) en algun eix
FS(deF)iFB=FA=FC.

Fem AHL FS,igirem FAH al voltant de FS; A descriura una circumferencia
deradi HA, que passaper BiC,isituadaalavegadaaFia ABC;amés, Fi ABC
no tenen en comu més que OHA (§16).

Es també evident que girant la porcié FA de la linia L (com a radi) a F al
voltant de F, la seva extremitat descriura O H A.

$19

(Figura 5). La perpendicular BT al'eix BN de L (en el plade L) és, a S, tangent
aL.

En efecte, I'tnic punt de BT que esta a L és B (§14), pero si BQ caua TBN
llavors el centre de la secci6 del pla per BQ perpendlcular a TBN, amblaFde
BN (§18), esta evidentment 31tuat sobre BQ isi BQ és un diametre, evident-
ment BQ talla en Q lalinia L de BN.

$20

Dos punts qualssevol de F determinen una linia L (§11 i §18); i com que (per
§161i§19) L és L a tots els seus eixos, tot angle de linies L a F és igual a I’angle
dels plans tracats pels seus costats perpendicularment a F.

$21

(Figura 6). Dues L linies, ﬁ i ﬁ, a la mateixa F, formant Enb una tercera L
linia, AB, una suma d’angles interiors < 2R, es tallen (per AP a F entenem la

Llinia que passa per Ai P, iper AP la meitat de AP que comencgaa Aiconté P).

En efecte, si AM,BN so6n eixos de F, AMP BND es tallen (§9), i F talla la
seva intersecci6 (per §71i§11), i aixi també AP1iBD es tallen.
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Resulta d’aix0 que l'axioma XI i totes les conseqiiencies que se'n deduei-
Xen en geometria i trigonometria (plana) es compleixen de manera absoluta
a F, fent les L linies el paper de les linies rectes; per tant, les funcions trigono-
metriques tenen aqui el mateix significat que a %, i la longitud de la circum-
ferencia, a F, de radi una L linia de longitud r és 27tr, i igualment 1'area del
cercle amb aquest radi (a F) és O r = 7r? (per 7w s’entén (1/2) O 1, o el conegut
3,1415926...).

S22

(Figura9). Sl AB ésla Llinia d’eix AM Cunpuntde AM i CAB (format per AM

ila Llinia AB) es transporta primerament al llarg de ABi després sobre BA, en
els dos casos fins a I'infinit, llavors la trajectoria CD del punt C sera la L linia
de CM.

Figura 9

En efecte (anomenem L’ aquesta dltima linia), sigui D un punt qualsevol
de CD, sigui DN ||| CM i sigui B el punt de L sobre la recta DN. Tindrem BN =
AM i AC = BD, iaixi DN = CM i D esta a L'. Per altra banda, si D és aL’i
DN |||CM i B és el punt de L sobre DN, tindrem AM = BN i CM = DN, per
tant, manifestament, BD = AC, i D estara a la trajectoria del punt C; per tant,
L' ilalinia CD s6n la mateixa.

Representarem la relaci6é d’una tal linia L' amb L per L’ || L.

S$23

(Figura 9). Si la L linia CDF és | ABE (§22), i AB = BE, i AM, BN, EP son ei-
xo0s, clarament CD = DF; i si tres punts qualssevol A, B, E estan a AB i AB =
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n-CD, també tindrem AE = n-CF; i per tant (inclas evidentment en el cas de
AB, AE, DC incommensurables), AB : CD = AE : CF. La relacié6 AB : CD és,
doncs, independent de AB i esta completament determinada per AC. Denota-
rem el valor d’aquesta relacié amb la lletra majtiscula (com a X) corresponent
alalletra mindscula (com a x) amb la qual representem AC.

S24

Qualssevol que siguin x, y tindrem Y = X ; (§23).

En efecte, o bé una de les quantitats x, y és un multiple de I'altra (per exem-
ple, y de x) o no ho és.

Si y=nx,prenem x=AC=CG=GH =... fins que tinguem AH = y. Amés,
prenem CD || GK || HL. Tenim (§23)

X=AB:CD=CD:GK=GK:HL,

i aixi,

AB [ AB\n
7z~ cp)
ésadir, Y =X"= X,

Si x, y son multiples de i, suposem x = mi i y = ni, (pel que precedeix)
X =1"Y =1" conseglientment Y =Xm :X%.

El mateix s’estén facilment al cas de la incommensurabilitat de x i y.

Pero0 si g = y — x, manifestament, tenim Q = Y : X.

També és evident que a Z, per a cada x, tenim X =1, pero aSés X > 1
i per a valors qualssevol de AB i ABE existeix una linia CDF || ABE tal que
CDF = AB, d’on es dedueix que AMBN = CM FP malgrat que la primera figura
és un multiple de la segona: resultat singular, perd per descomptat no prova
I'absurditat del sistema S.

$25

(Figura 10). En qualsevol triangle rectilini, les circumferéncies amb radi igual als
costats son entre elles com els sinus dels angles oposats.
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Figura 10

En efecte, suposem ABC=R,i AM1 BACiBNiCP || AM; tindrem CABL
AMBN,iaixi (jaque CBJ_BA) CB1LAMBN, 1conseguentment CPBN1AMBN.

Suposem que la F de CP talla les rectes BN, AMenDiE respectivament,
i ales bandes CPBN,CPAM,BNAM en les L linies CD, CE,DE. Llavors (§20)
CDE = al’angle entre NDC i NDE, i per tant = R; analogament CED = CAB.
Pero (§21) en el L triangle ACDE (suposant sempre aqui radi = 1)

EC:DC=1:sinDEC=1:sinCAB.
També (per §21)
EC:DC=QEC: ODC(aF) =0QAC:OBC (§18);

i aixi,
OQAC:OBC=1:sinCAB;

ara el teorema és evident per a cada triangle.

S$26

En qualsevol triangle esferic, els sinus dels costats son entre ells com els sinus dels
angles oposats.
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Figura 11

En efecte, prenem (figura 11) ABC = R, i CEDL al radi OA de !'esfera.
Tindrem CED.L AOB, i (com que BOCL BOA), CD1 OB. Pero en els triangles
CEO,CDO (per §25)

OQEC:0O0C:ODC=sinCOE:1:sinCOD =sinAC:1:sin BC;
mentre que també (§25)

OEC:ODC=sinCDE :sinCED.

Per tant,
sin AC :sinBC =sinCDE :sinCED;

pero CDE=R=CBA,iCED = CAB. Conseglientment,
sin AC :sinBC =1:sin A.

La trigonometria esferica, que se segueix d'aqui, ha quedat establerta, doncs,
independentment de l'axioma XI.

$27

(Figura 12). Si ACi BD s6n L AB, i CAB es trasllada al llarg de AB tindrem,
denotant amb CD la trajectoria del punt C,

CD: AB=sinu:sinv.
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¢ 5 M

Figura 12

En efecte, sigui DEL CA; en els triangles ADE, ADB (per §25)

OED:OAD:OAB=sinu:1:sinu.

Girant BACD al voltant de AC, B descriu OAB, i D descriu QED; i deno-
tem aqui amb ©@CD el cami de 'esmentat CD. A més, sigui BFG... qualsevol
poligon inscrita O AB.

Tracant plans a través de tots els costats BE, FG,... L a OAB es forma a
©CD una altra figura poligonal amb el mateix nombre de costats i podem de-
mostrar, com a §23, que

CD: AB=DH:BF=HK:FG...
i aixi,
DH+HK:---:BF+FG---=CD: AB.

Si cadascun dels costats BF, FG,... es fa tendir cap al limit zero, és clar que
tindrem

BF+FG+... --» OAB i
DH+HK+... --» QED.

Per tant, també
OED:OAB=CD: AB.

Pero tenim
QED:OAB=sinu:sinuv.

Conseglientment,
CD: AB =sinu:sinv.
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Si AC s’allunya de BD cap a l'infinit, CD : AB, i per tant també sinu : sin v,
es manté constant, pero u --+ R (§1),isi

DM|||BN, v--+z

per tant,
CD: AB=1:sinz.

Denotarem aquest cami CD amb CD || AB.

$28

(Figura 13). Si BN||| = AM, i C estaa AM, i AC = x, tindrem

X =sinu:sinv.

M N

Figura 13
En efecte, si CDi AEsén L BN,i BF1 AM, tindrem (com a §27)
OBF:ODC =sinu:sinv.
Pero evidentment BF = AE; per tant,
OQEA:OCD =sinu:sinv.
Pero a les superficies Fde AM i CM (tallant AMBN per ABiCG) (per §21)
OQEA:OCD=AB:CG=X.
Per tant, també

X =sinu:sinv.
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$29

(Figura 14). Si BAM =R, AB=yi BN ||| AM tindrem, a S,

1
Y =cot—u.
2

N ypm P S

Figura 14
En efecte, si suposem AB = AC, CP ||| AM (i per tant BN||| = CP), i
PCD = QCD,

podem tracar (§19) DSLCD de manera que DS | CP, iaixi (§1) DT ||| CQ. A
més, si BEL DS, com que (§7) DS||| BN, tenim (§6) BN ||| ES, i (jaque DT ||| CG)
BQJ|| ET; consegiientment (§1),

EBN = EBQ.

Sigui BCF unaL-liniade BN,i FG,DH,CK,EL, L-liniesde FT,DT,CQiET;
evidentment (§22) HG = DF = DK = HC; per tant,

CG=2CH =2v.

Analogament és evident que BG = 2BL = 2z. Pero BC = BG — CG; per tant,
y=z-v,iaixi(§24) Y=2:V.
Finalment (§28),
.1 . u
Z=1:sin—u, V=1:sin(R-—-).
2 2

Per tant,
1
Y =cot—-u.
2
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$30

(Figura 15). No obstant aix0, és facil veure (per §25) que la soluci6 del problema
de trigonometria plana, a S, requereix I'expressié del cercle en funcié del radi;
pero aixo es pot obtenir per la rectificaci6 de L.

Siguin AB,CM, C' M’ perpendiculars a ACiBen qualsevol lloc de AB; tin-
drem (§25)

M
MI N/ N

Figura 15
sinu:sinv = QOp:0y,
sinu':sinv’ = Qp':0QY,

1 per tant,
sinuO _sinu'O ,
sinv =Y " siny’ 27

Pero (per §27) sinv:sinv’ = cosu:cosu’; conseglientment,

sinu sinu/ ,
Oy= Qvy

cosu cosu’

Qy:QOy =tanu':tanu=tanw:tan w'.
A més, siguin CN i C'N' ||| AB, i CD,C'D’ Llinies 1 a AB; tindrem també
(§821) Qy:Qy' =r:r', iaixi,

r:r' =tanw:tanw'.
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Ara suposem que p, comencant des de A, augmenta fins a 'infinit; llavors
w--+ziw' --»7z,ipertanttambé r:r' =tanz:tanz'.
Denotem amb i la constant r : tan z (independent de r); quan y --» 0,

r itanz
- 51,
y y
i aixi,
Y -1
tanz
Per §29, tanz = 1/2(Y — Y~1); per tant,
2y .
Yy-v-1!
0 (§24)
2yIT |
e N

Pero sabem que el limit d’aquesta expressio (quan y --+0) és
i
nat.logl’
Per tant,
i

L,

nat.logl -

I=e=27182818...,

nombre que brilla també aqui de manera remarcable. Denotant a partir d’ara
amb i la distancia a la qual correspon una I igual a e, tindrem

r=itanz.
Perd (§21) Qy = 27tr; per tant,

= L(Y—Y_l), (per §24).
nat.logyY
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$31

(Figura 16). Per a la resoluci6 trigonometrica de tots els triangles rectangles (a
partir de la qual la resoluci6 de tots els triangles és facil), a S, s6n suficients
tres equacions: concretament (a, b denoten els costats, c¢ la hipotenusa i a,
els angles oposats als costats) aquestes equacions seran les que expressaran les
relacions

1r, entre a,c,a;
2n, entre a,a, f;

3r, entre a,b,c.

D’aquestes equacions se n’obtenen tres més per eliminacio.

,8,

« Y
5 g M
c alu
b
« 0 N
Figura 16

L. De §251 §30 resulta que
l:sina=(C-CH:(A-A"H)=(e —e ¢): (e — e~}

(equacio perac,a, a).

II. De §27 es dedueix que (si BM ||| y V)
cosa:sinff=1:sinuy;

pero, per §29,
1
1:sinu= §(A+A_1);
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per tant,
. 1 1, 1 a  _a
cosa:31n,6:§(A+A ):E(ei+e )
(equacié pera a, f1i a).

I Si aa’ L Bay, i BB’ iyy son | aa’ (§27), i f'a’y’ L aa’, manifestament,
(com a §27)

! 1 1
ﬁﬁ, = — =-(A+A™Y);
YY sinu 2
!/
1
oo SB+BY;
aa’ 2
!/
1
PE_ iy,
aa’ 2
consegiientment,
1(C+C‘1) = 1(A+ A—1)1(3+B—1)
2 2 2 ’
(0]

¢ e 1l a _a b b
(ei te i):E(ei+e )ei+e i)

(equacio6 per a, b, ¢).
Siyad =R,iB6Lad, sera

Oc:0Oa = 1l:sina,i
Oc:O(d = po)

l:cosa

i aixi (denotant amb O x?, per tot x, el producte Ox-(x) tindrem evidentment
Qa*+0d*=Oc*.

Pero (per §27i11)
1
Od=0b- §(A+A'1),

consegiientment,
¢ _co 1l oa _as, b _boy a _ao
(ei—e 1) :Z(e’_e i) -(ei—e )" +(ei—e i)

una altraequacio pera a, b i c (el segon terme de la qual es pot reduir facilment
a una forma simetrica o invariable).

35



Finalment, de

cosa _ 1(A+ Y
sinff 2

i
e "+

obtenim (per I11)

1 [ Cc
cotacotf = 5(87 +e ).

$32

Encara falta mostrar breument la manera de resoldre problemes a S. Després
d’haver-ho explicat (a través dels exemples més evidents), veurem finalment
que pot donar aquesta teoria.

G
N
N
Y
U
M x
F C A
Figura 17

I. (Figura 17). Sigui AB una linia en un plai y = f(x) la seva equaci6 en
coordenades rectangulars, denotem amb dz qualsevol increment de z, i res-
pectivament dx, dy,du els increments de x, de y i de I'area u corresponent a

aquests dz. Prenem BH || CF i expressem (a partir de §31) % mitjan¢ant y i
prenem el limit de % quan dx tendeix cap al limit zero (cosa que sempre se
sobreentén quan busquem limits d’aquest tipus). Es coneixera llavors també el
limit de dy i aixi tan HBG; i (com que HBC no pot ser evidentment ni < ni >

BH’
que R, ha de ser = R) la tangenta B de BG esta determinada per y.

II. Es pot demostrar
dz?

2
dy? + BH?
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Es dedueix d’aqui el limit de %, i per tant, per integracio, z (expressada en
termes de x).

Donada una corba concreta, podem trobar la seva equacié a S, per exemple
la d’'una linia L. En efecte, sigui AM Veix de L; llavors qualsevol CB que parteixi
de m talla L (ja que (per §19) tot raig per A excepte AM tallara L); pero (si BN
és eix)

X=1:sinCBN (§28)

1
Y= cotECBN (§29),

per tant,

Y=X+VX2-1
Y X 2x
ei=ei+\ei -1

I’equaci6 buscada.

Per tant, tenim
dy

d———»X(XZ—l)_%
X
. BH . .
i— --»1:sinCBN = X, iaixi,
dx
g—}yl s (X212
d 2
1+B—i/12 s X2(x2-1)7!
d 2
B_}ZIZ s X2x2-p7!
dz 2 _1
ﬁ It 4 X(X _].) 2
? s XA(X2-1)73,
X

per tant, per integracio, obtenim (com a §30)
z=i(X®~1)% = icot CBN.

III. Manifestament,
du HFCBH

— ___) —’

dx dx
la qual (si no esta donada en funci6 de y) s’ha d’expressar primer en termes de
¥, idesprés s’obté u per integracio.
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Si posem, amb la notacié de la figura 17, AB = p,AC = q,CD =r, i
CABDC = s es pot veure (com a IT) que

quantitat igual a
1 etieh
—plei +e i
5P

i, integrant,
1 T

s=—pilei —e 7).

5P

Es pot també establir aquest resultat sense integraci6. Si establim, per
exemple, I'equacio del cercle (de §31, 111), de la recta (de §31, 11), d'una conica
(del que precedeix), es podran expressar també les arees limitades per aquestes
linies.

Sabem que una superficie ¢, parallela a una figura plana p (a distancia g),
és a p com la ra6 de poténcies segones de linies homologues, és a dir, com la

1 a _ay2
—(ei+e i) 1.
4

rad

Es facil veure, a més, que el calcul del volum, tractat de la mateixa manera,
exigeix dues integracions (ja que la mateixa diferencial no es pot determinar
més que per integracio); cal, abans de tot, investigar el volum contingut entre
pit,iel conjunt de totes les rectes L p que uneixen les vores de p i ¢. Es tro-
ba, per al volum d’aquest solid (sigui mitjanc¢ant la integraci6, sigui d'una altra
manera),

1 r2a 29y 1
8pz(ez e i )+2pq.

Les superficies de cossos es poden determinar també a S, aixi com les cur-
vatures, les involutes i evolutes de qualsevol linia, etc.

Referent a la curvatura, en el sistema S, o bé sera la curvatura de la mateixa
linia L o es determinara sigui pel radi d'un cercle, sigui per la distancia d'una
recta a la corba equidistant a aquesta recta; i és facil veure, després de tot el que
precedeix, que no hi ha, en un pla, altres linies uniformes més que les linies L,
les linies circulars i les corbes equidistants a linies rectes.

IV. Pel cercle (com a 111)

dx Ox

per tant (per §29), integrant,
Ox= (et —2+e7 7).
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V. Per 'area CABDC = u (figura 9) (acotada per una L linia AB = r, 'equi-
distant a aquesta, CD = y i els segments AC = BD = x)

du

— __.) .

dx v
1(§524)

y=re i

1 aixi, integrant, .
u=ri(l—e 1.
Si x creix fins a infinit, llavors, a S, e 7 ——» 0,iaixi u--»ri.Es aquest limit
el que anomenarem grandor de MABN.
Analogament es troba que, si p és una figura de F, I'espai inclos per p i el
conjunt d’eixos tracats pels diversos punts de la vora de p és igual a % pi.

VL. Siguin 2u I'angle en el centre del casquet esferic z (figura 10), p la cir-
cumferencia d'un cercle maxim, i x I'arc FC (de I'angle u). Es tindra (§25)

l:sinu=p:OBC,

d’on
OBC=psinu.
També tenim J
u
X = p—, dx = P u.
27 27
A més,
dz OBC
— ___) ,
dx
i per tant,
dz 2
LN sinu,
du 27
i, integrant,
L sinvu ,
T Ton P

Imaginem la superficie F sobre la qual esta situada la circumferencia p (pas-
sant pel centre F del casquet esferic). Tracem per AF i AC els plans FEM i
CEM, perpendiculars a F, i tallant F seguint FEG i CE; i considerem la L linia
CD (tracada per C perpendicularment a FEG), i la L linia CF. Tindrem (§20)
CEF =u,i(§21)

FD 3 sinvu

)

p 27
iaixi z=FD- p.
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Pero (§21) p = - FGD; per tant, z = m-FD - FDG. Pero (§21) FD -FDG =
FC-FC; consegiientment, z=7-FC-FC=(OFC, aF.
Arasigui (figura 14) BJ =CJ =r; (§30) 2r = i(Y — Y1, iaixi (§21)

O2r@p=mi*(Y -Y H2

També (1v)
O2y=ni*(Y*-2+Y?,

per tant,
Oz2r@p) =()2y,

i aixi la superficie z d’'un casquet esferic és igual a la superficie del cercle descrit
amb la corda FC com a radi.
Per tant, la superficie total de I’esfera és

2

:@FG:FDG-p:%,

i aixi les superficies d’esferes son entre elles com les segones potencies dels seus
cercles maxims.

VII. Es troba analogament que, a S, el volum de I'esfera de radi x és
1
= EniS (X2 - X% -2mi®x;

la superficie generada per revoluci6 de la linia CD (figura 12) al voltant de AB
és .
= 5mipQ° -Q™;

i el solid engendrat per CABDC és

= 1ni? pQ-Q M2
4

Suprimirem, per abreujar, el metode pel qual es poden obtenir sense integra-
cio tots els resultats obtinguts des de (1V) fins aqui.

Es pot demostrar que el limit de tota expressio que contingui la lletra i (i ba-
sada, doncs, en la hipotesi que existeix una magnitud i), quan i creix fins a I'in-
finit, expressa obviament la quantitat per Z (i per consegiient, sota la hipotesi
que no existeix la magnitud i) si és que les equacions no es tornen identiques.

Pero no s’ha de creure pas que el sistema es pot canviar a voluntat (ja que
esta completament determinat en ell mateix i per ell mateix); és tnicament la
hipotesi que pot variar, i que es pot canviar successivament, sempre que aixo
no porti a una absurditat.
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Suposant, doncs, que en una tal expressio, la lletra i, en el cas que S sigui la
realitat, denota I'tinica quantitat tal que la seva I = e, pero si és X el que és real-
ment cert, el limit en qiiesti6 se suposa que s’ha d’agafar en lloc de I'expressi6
primitiva. Llavors és evident que totes les expressions originades a partir de la
hipotesi de la realitat de S seran (en aquest sentit) certes absolutament, encara
que sigui completament desconegut si X és la realitat o no. Aixi, per exemple,
de I'expressio obtinguda a §30 s’obté facilment (sigui per diferenciacio, sigui
d’una altra manera) el valor coneguta

Ox=2mx.
D’1 (§31) es conclou, per transformacions convenients,
l:sina=c:a;

de 1I es dedueix

cosa _
sinf
i per tant,
a+p=R

La primera equaci6 de 111 esdevé identica, i per tant és certa a X, encara que
no hi determini res. De la segona deduim

c®=a®+ b2,

Aquestes son les equacions fonamentals conegudes de la trigonometria plana
a X. Es troba a més (a partir de §32) a Z, per 'area i el volum a 111, el mateix
valor pq. Tenim, a partir de 1v,

O x=mnx’.
4

De vi1, 'esfera de radi x és = 37tx3, etc. Els teoremes enunciats al final de vI
son evidentment certs sense condicions.

§$33

Falta encara exposar (com hem enunciat a §32) quin és el significat d’aquesta
teoria.

I. Falta decidir si Z o algun S és el que té lloc a la realitat.

II. Totes les coses deduides de la hipotesi de la falsedat de ’axioma X1 (sem-
pre en el sentit de §32) s6n absolutament certes, i aixi, en aquest sentit, no es
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basen sobre cap hipotesi. Hi ha, doncs, una frigonometria plana a priori, en la
qual quin és l'inic sistema cert resta desconegut, i per tant on romanen desco-
negudes Unicament les magnituds absolutes en les expressions, pero on un sol
cas conegut fixaria evidentment tot el sistema. La trigonometria esferica, con-
trariament, esta establerta de manera absoluta a §26.

(I tenim, a F, una geometria completament analoga a la geometria plana
de X).

III. Si s’hagués establert que és el sistema X el que és valid, no restaria res
desconegut. Pero si s’hagués establert que el sistema X no és valid, llavors (§31),
per exemple, donats de manera concreta els costats x, y i 'angle rectilini que
comprenen, és clar que seria impossible resoldre totalment el triangle, és a dir,
determinar a priori els altres angles i les relacions del tercer costat als dos cos-
tats donats, a menys que no es determinin les quantitats X, Y. Per a aixo caldria
tenir sota una forma concreta alguna longitud a de la qual la seva A fos conegu-
da. Llavors i seria la unitat natural de longitud (de la mateixa manera que e és
la base dels logaritmes naturals). Silexisténcia d’aquesta quantitat i esta de-
terminada, veurem com es pot construir, almenys amb una gran aproximacio,
ala practica.

IV. En el sentit explicat a 1i 11, és evident que totes les coses de I'espai es
poden resoldre pel meétode analitic modern (molt lloable, quan s'utilitza dins
de limits convenients).

V. Finalment, al lector benévol no li semblara inacceptable, en el cas que

sigui el sistema S, i no el sistema 2, el que és valid, que es pugui construir una
figura rectilinia igual a un cercle.

S34

(Figura 12). Per D podem tracar DM||| AN de la manera segiient. Des del punt D
abaixem DBl AN; des de qualsevol punt A de la recta AB aixequem ACL AN
(a DBA), ideixem caure DCL AC. Tindrem (§27)

OCD:OAB=1:sinz,

sempre que DM ||| BN. Pero sinz no és > 1, i per tant AB no és > DC. Aixi
doncs, un quadrant descrit a partir del centre A a BAC, amb radi = DC, tindra
un punt B o O en comud amb BD. Enel primer cas, clarament z = R; pero en el
segon cas (§25)
(OAO=0QCD):OAB=1:sin AOB,
iaixi z= AOB.
Si, per tant, prenem z = AOB, llavors sera DM ||| BN.
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S35

(Figura 18). Si és el sistema S el que té lloc, podem, com segueix, tracar una
linia recta L a un costat d'un angle aguti ||| a I'altre.

N M P O L T
S R

C

Figura 18

Sigui AM L BC i suposem AB = AC suficientment petit (§19) perque, si tra-
cem BN ||| AM (§34), ABN sigui > que I'angle donat. Tracem, a més, CP |H AM
(§34), i siguin NBG, PCD iguals 'un i I'altre a I’angle donat. Llavors BGi CD es

trobaran; en efecte, si BG (que cau per construccié al'interior de NBC) talla CP
en E, es tindra (jaque BN = CP) EBC < ECB, i per tant EC < EB.

Siguin EF = EC,EFR = ECD i FS ||| EP; FS caura dins I'angle BFR, ja que,
comque BN|||CP,d'on BN||EP,i BN||| FS, es tindra a(§14) FBN + BFS <2R =

FBN + BFR Per tant, BFS < BFR. Per consegilient, FRtalla EP 1 per tant CD
talla també EG en algun lloc en D.

Siguiara DG = DCiDGT = DCP = GBN. Es tindra (pel fet de ser CD = GD)
BN = GT = CP. Sigui K (§19) el punt on la linia L. de BN troba B_é, i KL I'eix
d’aquesta linia L. Es tindra BN = KL, i per tant BKL = BGL = DCP. A més,
KL = CP. Per tant, K cau evidentment sobre G, i GT ||| BN. Si ara aixequem
HO.L sobre el punt mitja de BG, s’haura construit HO ||| BN.

$36

(Figura 10). Donats la recta CP i el pla M AB, prenem CB.l al pla MAB, BN
(a BCP) LBC, i icQ Il BN (§34); la intersecci6 de CP (si aquest raig cau din-
tre BCQ) amb BN (a CBN), i per consegiient amb MAB, es pot determinar. I
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si es donen els dos plans PCQ, MAB, i es t¢ CBL. MAB,CRLPCQ, i (a BCR),
BN1BC, CSLCR, BN cauraa MAB,iCSa m; i quan s’hagi trobat la inter-
seccié de BN i CS (si té lloc), la perpendicular tracada per aquesta interseccio,
a PCQ, a CS sera evidentment la intersecci6é de MAB i de PCQ.

S$37

(Figura 7). Sobre la recta AM ||| BN, es troba un punt A tal que AM = BN.

Si (per §34) construim fora de NBM, GT ||| BN, italque BGLGT, GC = GB i
CP||GT; tracem TGD de tal manera que faci amb TGBun angle igual al que fa
PCA amb PCB; busquem a continuacio6 (§36) la recta interseccio D_Q de ﬁ
amb NBA, i sigui finalment BAL DQ. Es tindra, a causa de la semblanca de
triangles de L linies tracats sobre la F de BN (§21), manifestament, DB = DA i
AM = BN.

Es facil concloure d’aixo que (les L linies donades només pels seus extrems)
es pot obtenir d’aquesta manera, a F, una quarta proporcional, o una mitjana
proporcional, i executar, sense recérrer a I’axioma XI, totes les construccions
geometriques que es fan sobre el pla a Z. Aixi, per exemple, es pot dividir geo-
metricament 4R en un nombre qualsevol de parts iguals, si se sap fer aquesta
divisi6 a X.

S$38

(Figura 14). Si construim (per §37) per exemple NBQ = %R, i fem (per §35), a S,
AM1 a B—Q) i||BN, ideterminem (per §37) IM = BN, tindrem, si I A = x, (§28),

1
X =1:sin(-R) =2,
3
i x sera construit geometricament.

I NBQ es pot calcular de manera que I A difereixi de i tan poc com es vulgui,
cosa que succeeix per sin NBQ =1/e.

$39

(Figura 19). Si (en un pla) PQ i ST son || a la recta MN (§27), i AB,CD sén
perpendiculars a M N iguals, manifestament, ADEC = ABEA; i aixi els angles
(potser mixtilineals) ECP, EAT coincidiran, i EC = EA. Si, amés, CF = AG lla-
vors AACF = ACAG, i cadascun d’ells és la meitat del quadrilater FAGC.
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A G

Figura 19

Si FAGC, HAGK s6n dos quadrilaters d’aquest tipus sobre AG, entre PQ i
ST, la seva equivalencia (com a Euclides) és evident, com també I’equivalén-
cia dels triangles AGC,AGH, amb la mateixa base AG i amb vertexs sobre la
linia PQ.

Ameés, ACF = CAG,GCQ=CGAi
ACF+ACG+GCQ=2R (§32);

i aixi també

CAG+ACG+CGA=2R;

per tant, en qualsevol triangle A ACG d’aquest tipus, la suma dels tres angles és
=2R.

Pero, tant sila recta AG coincideix amb AG (|| M N) com sino, l'equivaléncia
dels triangles rectilinis AGC, AGH, tant per ells mateixos com per la suma dels
seus angles, és evident.

$40

(Figura 20). Triangles equivalents ABC, ABD (per tant, rectilinis) amb un costat
igual tenen les sumes dels seus angles iguals.
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A B
Figura 20

En efecte, tracem M N pels punts mitjans de AC i BC i sigui (pel punt C)
PQ | MN; el punt D estara sobre la linia PQ, ja que si BD talla MN en el punt E,
i per tant (§39) talla la linia PQ a la distancia EF = EB, es tindra AABC =
AABF,ipertant també AABD = AABF, d’on es dedueix que D cau sobre F.

Pero si el raig BD no talla la recta M N, sigui C el punt on la perpendicular
en el punt mitja de AB talla PQ, i sigui GS = HT de manera que la linia ST
talli BD prolongat, en un cert punt K (la qual cosa, és evident, es pot fer com
s’ha vist a §4); sigui, a més, SR = SA, RO || ST, i O la intersecci6 del raig BK
amb RO; llavors

AABR=AABO (§39)

iaixi AABC > AABD, contra la hipotesi.

$41

(Figura 21). Triangles equivalents ABC, DEF tenen les sumes dels seus angles
iguals.

L
G C/\K T H F 0
R S
P Q
M
N
A B D E
Figura 21
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En efecte, tracem M N pels punts mitjans de AC i BC, i PQ pels punts mit-
jans de DF i FE; i prenem RS || MN i TO | PQ; la perpendicular AG a RS sera
o bé igual a la perpendicular DH a TO o una d’elles, per exemple DH, sera la
més gran.

En cada cas, la O DF, amb centre A, té amb ES algun punt K en comud, i
(§39)

AABK = AABC=ADEF.

Pero el AAKB (per §40) té la mateixa suma d’angles que ADFE, i (per §39)
la mateixa que AABC. Per tant, també els triangles ABC, DEF tenen cadas-
cun la mateixa suma d’angles.

A S el reciproc d’aquest teorema és cert. En efecte, siguin ABC, DEF dos
triangles amb la mateixa suma d’angles i

ABAL=ADEF;

aquests tindran (pel que precedeix) igual suma d’angles i per tant també la tin-
dran AABCi AABL, iper tant, manifestament,

BCL+BLC+CBL=2R.

No obstant aixo (per §31), la suma d’angles de qualsevol triangle, a S, és
< 2R. Per tant, L cau sobre C.

S42

(Figura 22). Sigui u el suplementari de la suma d’angles de AABC, i v de
ADEF; llavors
AABC:ADEF=u:v.

D K FE A G H B

Figura 22
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En efecte, si p és I'area de cadascun dels triangles ACG, GCH, HCB, DFK,
KFE,iAABC=m-p,i ADEF = n-p,islasuma d’angles de qualsevol triangle
equivalent a p, manifestament,

2R—u=m-s—(m-12R=2R-m(@2R-s);

u=m@2R-ys),

i analogament,
v=n(2R-2ys).

Per tant,
ANABC:ADEF=m:n=u:uv.

Es evident que es pot estendre facilment al cas d'incommensurabilitat dels
triangles ABC, DEF.

De la mateixa manera es demostra que triangles sobre una esfera sén com
els excessos de les sumes dels seus angles per sobre de 2R.

Si dos angles d'un A esferic son rectes, el tercer z sera 'excés en qiiestio.
Pero (si anomenen p un cercle maxim) aquest A és, manifestament,

z
27

2
P (532, v,

21

consegilientment, qualsevol triangle amb excés dels seus angles z és

_zp’
42

$43

(Figura 15). Ara, a S, 'area d’'un A rectilini s’expressa mitjancant la suma dels
seus angles. Si AB augmenta cap a l'infinit (§42),

AABC: R-u-v)
sera constant. Pero AABC --» BACN (§32,V),iR—u—v--»z(§1);1 aixi,
BACN:z=AABC:(R-u-v)=BAC'N':Z.
A més, manifestament (§30),
BDCN:BD'C'N'=r:r'=tanz:tanz’.
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Pero si y' --» 0 tenim

BD'C'N’ ) . tanZz/
———— 31, itambé
BAC'N’ z/

conseglientment,
BDCN:BACN =tanz: z.

Pero (§32)
BDCN=r-i= iztanz;

per tant,
BACN=z-i*

Designant a partir d’ara, per brevetat, qualsevol triangle amb suplement de
la suma dels seus angles z per A tindrem A = z-i2.

Es dedueix facilment d’aixd que si (figura 14) OR ||| AM i RO ||| AB, I'area
compresa entre OR, ST, BC (que és, manifestament, el limit absolut de
I'area dels triangles rectilinis creixent sense fi o de A amb z --»+ 2R) és = i% =
®i,aF.

Denotant aquest limit amb 0O, tenim (figura 15) (per §30)

ﬂrzztanzz-EI:@r aF(§21) =)

(per §32, vI) sila corda CD es representa per s.

Si ara, mitjancant una perpendicular elevada al mig del radi donat s del cer-
cle en un pla (o del Lradi del cercle a F), es construeix (§34) DB||| = CN, baixant
CAL DB ielevant CM_L CA es tindra z; d'on (§37), prenent arbitrariament un
radi de la linia L per unitat, es podra determinar geometricament tan® z, a partir
de dues linies uniformes de la mateixa curvatura (les quals, donades només els
seus extrems i els seus eixos construits, podran evidentment ser tractades com
arectes en larecerca de la seva mesura comuna, i en aquest sentit considerades
equivalents arectes).

Es pot, a més (figura 23), construir com segueix un quadrilater, per exemple
un quadrilater regular d’area = OJ.

Figura 23
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Sigui ABC = R,BAC = 3R, ACB = 1R i BC = x. Es podra expressar X (a
partir de §31, 11) per simples arrels quadrades i (per §37) construir-lo. I conei-
xent X es podra determinar x (§38, o també §29 i §35). [ 'octuple del AABC és
evidentment = [J, i per aix0, un cercle pla es troba quadrat geometricament mit-
Jjangant una figura rectilinia i de linies uniformes de la mateixa espeécie (és a dir,
linies equivalents a rectes quant a la seva comparacio entre elles). Un cercle de
F esta planificat de la mateixa manera: llavors o l'axioma XI d’Euclides és cert o
tenim la quadratura geometrica del cercle, bé que res no decideix fins ara quina
de les dues proposicions té realment lloc.

Sempre que tan? z sigui un nombre enter o una fraccié racional amb deno-
minador (després de reducci6 a I’expressié més simple), un nombre primer de
la forma 2™ + 1 (del qual 2 = 2° + 1 és un cas particular), o un producte de tants
nombres primers d’aquesta forma com es vulgui, on cadascun d’ells (excepte
el 2, que és I'inic que pot entrar un nombre qualsevol de vegades) no entra
més que una sola vegada com a factor, es podra, per la teoria dels poligons
donada per Gauss (i per aquests valors de z inicament), construir una figura
rectilinia = tan?z = ©'s, ja que la divisi6 de O (el teorema de §42 s’estén facil-
ment a poligons arbitraris) exigeix evidentment la partici6é de 2R, el qual (com
es pot demostrar) no és possible geometricament més que sota les condicions
precedents. Pero en tots aquests casos, el que precedeix condueix facilment a
I'objectiu. I qualsevol figura rectilinia es pot transformar geometricament en
un poligon regular de n costats, si n és de la forma indicada per Gauss.

Faltaria encara, per completar enterament les nostres investigacions, de-
mostrar la impossibilitat de decidir (sense recorrer a alguna hipotesi) si és el
sistema X o algun dels sistemes S (i quin) el que té lloc realment. Aixo0 és el que
reservarem per a una ocasi6é més favorable.
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Explicacio de la notacié

Recta AB significa el conjunt de tots els punts situats en linia recta amb
els punts Ai B.

Semirecta AB aquella meitat de la recta AB que comenca al punt
Aiconté el punt B.

Pla ABC el conjunt de tots els punts situats en el mateix pla
que els tres punts (no alineats) A, B, C.

Semipla ABC la meitat del pla ABC que comenca a la recta AB i
conté el punt C.

£ABC la porcié més petita en les quals el pla ABC és partit

per les semirectes BA, BC, o I'angle que té per cos-
tats ﬂ, B_C)‘ 12

ABCD (el punt D situat a £ ABC, i les rectes BAi CD no
es tallen) la porci6 del pla ABC compresa entre BA,
BC, @; mentre que BACD denota la porci6 del pla
ABC compresa entre les rectes ABi CD.

1 perpendicular.

A triangle.

AB= CD ACAB=£ACD.

Or la circumferencia del cercle de radi r.
Or area del cercle de radi r.

12 En el primer cas parlarem de regié angular. Utilitzem també aquesta notacié per referir-
nos a la mesura de I'angle en qiiesti6. Quan utilitzem funcions trigonometriques escriurem
simplement sin ABC en lloc de sin({ ABC).
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1 Definicio de semirectes paralleles

Definici6 1.1. Si la semirecta AM no és tallada per la semirecta BN , Situada en
el mateix pla, pero és tallada per qualsevol altra semirecta BP (a la regié angular
ABN), direm que BN és parallela a AM i ho indicarem per BN ||| AM.

B
N
P
M D C A b
Figura 1

Proposici6 1.2. Per un punt B fora de la recta AM passa una i només una semi-
recta BN tal que BN ||| AM.

Demostracio. Facil. O

Proposici6 1.3. Si BN ||| AM, llavors
ABAM+ £ABN <.
Demostracié. Movent la semirecta BC al voltant de B fins a arribar a tenir
ABAM+ £ ABC =,

en algun lloc la semirecta BCserala primera a no tallar la semirecta AM ,1és
llavors que es tindra BC ||| AM.13 O

Es clar, al mateix temps, que BN/||| EM sigui quin sigui el punt E agafat sobre
larecta AM, amb la condici6 AM > AE si E pertany a la semirecta AM.

I si mentre el punt C a AM va cap a l'infinit, es pren sempre'4 CD = CB,
sempre tindrem £CDB = £CBD < £CBN, pero I'angle LCBN tendeix a 0, i
per tant 'angle £ ADB també tendeix a 0.

13 Esta assumint el resultat de geometria absoluta que la suma dels angles d'un triangle no
supera dues rectes.
14 No introdueixo una notaci6 diferent per a la recta CD o el segment CD, ja que la distincié
és clara pel context.
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2 Independencia del punt

Proposici6 2.1. Si BN|||AM i C és un puntde larecta BN llavors també és CN |||
AM.

Demostracio. En efecte, sigui D un punt qualsevol de MACN. Si C esta a
BN, BD talla AM (ja que BN ||| AM), i aixi també (per I'axioma de Pasch) CD
talla AM.

Pero si C esta a ﬁ’ on P és un punt de la recta BN que no pertany a ﬁ\l
prenem BQ || CD; BQ esta d1ns ABN (secci6 1), i talla AM i per tant, també
(novament per Pasch) CD talla AM. Per tant, tota semirecta CD (al pla ACN)
talla AM, sense que CN talli AM. Per tant, sempre CN || AM. O

Figura 2

3 Paralleles a una mateixa recta, diferents,
no es tallen

Proposici6 3.1. SiBR||| AM, CS ||| AM i C no esta a la recta BR, llavors BRiCS
no es tallen.

Demostracié. En efecte, si BRi CS tinguessin un punt en comu D llavors
(per la secci6 2) DR i DS haurien de ser simultaniament paralleles a AM, i per

la unicitat de la parallela (secci6 1) DS coincidiria amb DR C estaria sobre BR
(en contra de la hipotesi). O

4 Transport d’angles

Proposici6 4.1. Si K MAN > £ M AB hi haura, per cada punt X de AB, un punt
C de AM tal que L XCM = L NAM.
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Figura 3

Demostracio. En efecte, tal com s’ha vist a la secci6 1, podem tracar XD de
manera que, agafant D suficientment lluny, tinguem £ XDM > £ NAM, i fent
AMDP = AMAN X estara alN NADP. Si transportem £ NAM al llarg de AM

fins que AN coincideixi amb DP sera necessari, per continuitat, que AN hagi
passat per X i que s’hagi tingut, doncs, { XCM = L NAM. O

5 Existencia de punts isogonals

Proposici6 5.1. Si BN ||| AM, hi ha un punt F a la recta AM tal que FM = BN.

G
N
isosceles
A
M c P FPE
Figura A

Demostracio. En efecte, pel que hem vist a la secci6 1, podem elegir C prou
lluny de manera que A BCM > £CBN, i si elegim E de manera que CE = CB,
tindrem EC = BC,d’on £ BEM < AEBN.

Movem el punt P sobre EC, i anomenem sempre u I'angle £ BPM i sem-
pre v 'angle PBN; evidentment u és al principi menor que el corresponent v,
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pero acabara per ser més gran (segons que P sigui proxim a E o a C). En efec-
te, u augmenta continuament des de £ BEM fins a £ BCM, ja que, com hem
vist a la seccid 4, no existeix cap angle > A BEM i < A BCM que no sigui en al-
gun moment igual a u. Igualment v decreix continuament des de £ EBN fins a
£CBN." Hi ha, per tant, sobre EC un punt F tal que { BFM = {FBN. O

6 Propietat simetrica del parallelisme

Proposici6 6.1. Si BN ||| AM i E és un punt qualsevol'® de la recta AM, i G és un
punt qualsevol de la recta BN, llavors GN ||| EM i EM ||| GN.

Demostracio. En efecte, hem vist a la secci6 1 que BN ||| EM, d’on, pel que
hem vist a la secci6 2, GN ||| EM.

Si fem ara, com hem indicat a la seccié 5, FM = BN, llavors MFBN és con-
gruent a NBFM!" i com que BN ||| FM'® també ha de ser FM ||| BN i (pel que
precedeix) EM ||| GN. O

7 Propietat transitiva del parallelisme

Proposici6 7.1. SiBN ||| AM, CP||| AM i C no esta a la recta BN, llavors també
sera BN ||| CP.

Demostracio. En efecte, com hem vist a la secci6 3, BNiCP no es tallen. Per
altra banda, AM, BN i CP estan o no estan en un mateix pla, i en el primer cas
AM esta o no esta al'interior de BNCP.

Si AM, BN, CP estan en un mateix plai AM cau dintre de BNCP, qualse-
vol B_Q) (a NBC) talla AM en algun punt D (ja que BN ||| AM); a més, com que
DM || CP per la propietat simétrica vista a la secci6 6, clarament DQ tallara CP
iaixi BN ||| CP.

15 Si denotem amb (uyg, vg), (141, v1) els valors inicials i finals respectivament dels angles u, v, el
que diu Bolyai és que el cami que uneix aquests punts en pla u, v, travessa la diagonal, cosa
evident, ja que un dels punts esta per sota i I'altre per sobre d’aquesta diagonal.

16 Si pensem M com el punt de I'infinit de la semirecta W, llavors E és un punt qualsevol
d’aquesta recta. Pero en realitat s’ha d’imposar la condicié que hem comentat a la secci6 1, és
a dir, que si E pertany a la semirecta AM ha de ser AM > AE.

17 Elmoviment que realitza aquesta congruencia és una simetria respecte ala mediatriu de FB,
pero Bolyai no estudia aquesta mediatriu fins a la secci6 8. Perd no hi ha dificultat a raonar-ho
directament.

18 Si F caigués a AM ha de ser EM > EF , C0sa que sempre es pot aconseguir canviant si cal el
punt M.
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Si BN i CP estan del mateix costat respecte a AM, una d’elles, per exemple
CP, cau entreles altres rectes BN, AM. Llavors, cada B—Q> (al pla NBA) talla AM
i aixi també la recta CP. Per tant, BN ||| CP.

Siels plans MABi M AC fan entre ells un angle llavors els plans C BNiABN
tenen en comu només la recta BN; i com que AMiBN no es tallen, AMiel pla
NBC tampoc no es tallen, ja que, com hem dit, la intersecci6 dels plans CBN i
ABN éslarecta BN.

Figura 4

Ara, tota semirecta BQ del pla NBAtalla AM enun punt D, jaque BN|[|AM.
Considerem el semipla BCD i fem tendir D a infinit dins de AM. Quan aquest
semipla comenca a deixar AM, el semipla BCD vindra a coincidir finalment
amb el semipla BCN (la posicié limit de BD, quan D s’allunya infinitament
de A, és E)V). Per la mateixa ra6 aquest mateix semipla vindra a coincidir amb
el semipla BCP; per tant, BN estaal semipla BCP.

A més, si BR||| CP llavors (ja que també AM ||| CP) per un raonament sem-
blant'® BR esta al semipla BAM. Com que també esta al semipla BCP (per

definicié de BR ||| CP), les semirectes BN i BR han de coincidir, i per tant
BN||cp.2® O

Observem que hem demostrat que BN és la intersecci6 dels plans BCP i
BAM. Reciprocament, sempre que tinguem CP ||| AM i B sigui un punt exterior
al pla CAM que conté aquestes rectes, hi ha un punt N sobre la recta inter-
secci6 de BAM i BCP tal que BN ||| CP. Es a dir, la interseccié de plans que
contenen rectes paralleles és una recta, que en un dels seus sentits és parallela a
les anteriors.

19 Tota semirecta d’origen A a la regi6 angular M AC talla CP, per definici6 de CP ||| AM. De-
notem amb D el punt d’interseccié d’aquesta semirecta amb CP.la posici6 limit del pla ABD
quan D s'allunya infinitament de C és ABM (pel fet de ser CP ||| AM) i ABR (pel fet de
ser PC ||| BR). Per tant, ABM = ABRiBR estaa BAM.

20 Posant aquest tercer cas davant els dos precedents, aquests es podrien demostrar conjunta-
ment amb més brevetat i elegancia, com el cas 2 de §10. (Nota de I'autor.)
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8 Propietat de la mediatriu

Proposici6 8.1. SiBN||CP i BN = CP, i AM a la regié NBCP biseca perpendi-
cularment el segment BC, llavors BN ||| AM.

N M P
Q
B A C
Figura 5

Demostracié. En efecte, si BN tallés AM C P tallaria AM en el mateix punt
(pel criteri costat-angle-costat) i aquest punt serla comd a BN i CP cosa que
no pot ser, ja que BN ||| CP. D’altra banda, tot BQ (a CBN) talla CP i per tant,
BQ talla també AM. Consegiientment, BN || AN. O

9 Cinque postulat per a plans

Proposici6 9.1. Si BN ||| AM, els plans MAP i M AB sén perpendiculars,®' i l'an-
gle que el pla NBD fa amb el pla NBA (en el costat de MABN on es troba M AP)
és < /2, llavors els plans MAP i NBD es tallen.

21 Recordem que unarecta r és perpendicular a un pla en un punt P siinomés si tota recta del
pla per P és perpendicular a r. Es pot veure que és suficient que sigui perpendicular a dues rec-
tes del pla. També és cert que per cada punt del pla hi ha una tinica recta perpendicular al pla.
Dues rectes perpendiculars a un mateix pla s6n coplanaries i no es tallen perd no sén necessa-
riament paralleles. I dos plans son perpendiculars si hi ha una recta en un d’ells perpendicular
alaltre.
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Figura 6

Demostracio. En efecte, sigui A el peu de la perpendicular des de B sobre
AM de manera que £ BAM = 7t/2; sigui C el peu de la perpendicular des de A
fins a BN (tant si C coincideix amb B com si no), i considerem la perpendicu-
lar CE a BN (a NBD); tenim, per hipotesi, { ACE < 7t/2 i, dient F al peu de la
perpendicular des de A fins a CE, AF caura dins ACE. Sigui AP la intersec-
ci6 dels semiplans ABF i AMP (els quals tenen el punt A en comu); tindrem
ABAP =ABAM =m/2 (jaque BAML MAP).

Si, finalment, el semipla ABF es fa moure (amb A i B fixats) fins que coin-
cideixi amb el semipla ABM, AP anira a parar sobre AM; i com que ACLBN,
i AF < AC, evidentment el segment AF no tindra el seu extrem a H\T , 1 aixi
BF cauraala regi6 angular ABN. Pero en aquesta posicio BF talla AM (ja que
BN ||| AM); i aixi AP i BF es tallen també en la posicié original: i el punt de tall
és comu als semiplans MAP i NBD. Per tant, els semiplans MAP i NBD es
tallen. O

Es conclou facilment que els semiplans M AP i NBD es tallen sempre que
la suma dels angles interiors que fan amb M ABN sigui < 7.

10 Transitivitat de la isogonalitat

Proposici6 10.1. Si BN i CP sén tots dos ||| = AM també és BN||| = CP.»

22 Aquest comentari final, facil de verificar, és essencialment el cinque postulat per a plans i
sera fonamental per demostrar a la seccié 21 que la geometria de I’horoesfera és euclidiana.

23 Observem que en geometria euclidiana plana el que diu Bolyai en aquesta seccié que, si
tenim tres paralleles i una recta talla perpendicularment les dues primeres, talla també per-
pendicularment la tercera. Compareu I’enunciat amb la transitivitat del parallelisme, secci6 7.
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Figura 7

Demostracio. En efecte, o bé els plans MAB i MAC formen entre ells un
angle o coincideixen en un mateix pla.

En el primer cas, tracem el pla QDF que bisequi perpendicularment el seg-
ment AB amb Q en el pla ABN. Llavors DQ_L AB i aixi, per la propietat de la
mediatriu (seccié 8) DQ ||| AM; analogament, si el pla ERS biseca perpendicu-
larment el segment AC, amb R en el pla AMC, tenim ER ||| AM; per tant, per la
propietat transitiva del parallelisme que hem vist a la seccié 7, DQ||| ER.

Es conclou facilment (per la secci6 9) que els semiplans QDF i ERS es tallen
ila seva intersecci6 (comentari final de la secci6 7) FS és ||| DQ, i també (pel fet
deser BN|||DQ) FS||| BN. Amés (per a cada puntde larecta FS) FB=FA=FC
ilarecta FS esta en el pla TGF que biseca perpendicularment el segment BC.
G és el punt mitja de BC i novament per la propietat de la mediatriu, GT ||| BN.

Pero, tal com hem comentat al final de la secci6 7, pel fet de ser FS||| BN
també és GT ||| BN. De la mateixa manera es prova que GT || CP. Perd GT
biseca perpendicularment el segment BC, i per tant** BN||| = CP.

Si BN, AM i CP estan en un mateix pla, sigui (fora d’aquest pla) FS||| = AM;
llavors (pel que precedeix) FS||| =tanta BN coma CP,iaixi BN|| =CP. O

11 Horoesferaihorocicle

Definicié 11.1. L’horoesfera F determinada per AM és el conjunt format pel
punt A itots els punts B tals que si BN ||| AM es compleixi que BN = AM.

24 Per simetria. De fet, és facil veure que BN = AM raonant per I'absurd.
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L'horocicle L determinat per AM és la interseccio de I'horoesfera determina-
da per AM amb un pla qualsevol que contingui la recta AM.2®

A partir de la secci6 5 es veu facilment que F té un punt, i només un, sobre
cadarecta parallela a AM; i evidentment L és dividit per 'eix AM en dues parts
congruents.

Direm que AM és leix de L. Evidentment també, en qualsevol pla que con-
tingui el segment AM hi ha un tnic horocicle amb eix AM. Tot horocicle ai-
x{ definit es dira horocicle d’eix AM (ben entes, en el pla que es consideri). Es
evident que la revolucio de L al voltant de la recta AM descriu una horoesfera
'eix de la qual és AM ,1que és, reciprocament, [’horoesfera d’eix AM.

12 Sobre els eixos d’horoesferes i horocicles

Proposicié 12.1. Sigui B un punt qualsevol de I'horocicle d’eix AM, i sigui
BN||| = AM; llavors I'horocicle d’eix BN coincideix amb l'horocicle d’eix AM.

Demostracio. Sigui L' 'horocicle d’eix BNi sigui C un punt qualsevol de L,
i sigui CP||| = BN (secci6 11). Com que BN||| = AM, tindrem també, per tran-
sitivitat (secci6 10), CP||| = AM, i aixi C esta situat a I'horocicle L d’eix AM.

I si C és un punt qualsevol de L, i CP||| = AM, llavors també CP||| = BN
(secci6 10), i aixi C esta igualment situat a L' (secci6 11). Aixi LiL’ sén identics,
itot BN (||| AM) és un nou eix de Li és = respecte a tots els eixos de L. O

De la mateixa manera es demostra aquesta propietat per a F.

13 Angles alterns interns iguals

Proposici6 13.1. Si BN ||| AM, CP||| DQ i {BAM + £ABN = m, llavors també
ADCP+ £CDQ =m.28

25 A la traduccié francesa d’Hotiel hi ha un peu de pagina per dir que F és l'esfera limiti L el
cercle limit de Lobatxevski.

26 Observem que no hi ha relaci6 entre els punts A, B i els punts C, D. De manera que el que
esta provant Bolyai aqui és que, si en una determinada situaci6 és cert que la suma dels an-
gles alterns interns entre paralleles sén iguals, llavors aquesta afirmacié és certa sempre. Esta
preparant el terreny per distingir la geometria euclidiana de la no-euclidiana, segons que sigui
certa o no aquesta afirmaci6 sobre els angles alterns interns.
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Figura 8

Demostracio. Sigui E el punt mitja del segment AB, és a dir, EA = EB i sigui
F sobre larecta AM tal que L EFM = £{DCP. Lexistencia de F es dedueix de la
seccio 4. Com que

£ABAM+ £ABN =mt=£ABN + £ ABG,

on G és un punt de la recta BN tal que B esta entre N i G, tindrem £EBG =
£ EAF; i aixi, si prenem BG = AF tindrem, pel criteri costat-angle-costat, que
els triangles AEBG i AEAF s6n congruents, en particular

ABEG = AL AEF,
i G caura sobre la semirecta F_é . Amés
AGFM+ AFGN =7t

(ja que LEGB = LEFA). També GN ||| FM (aquesta independéncia del punt
s’ha vist a la secci6 6). Per tant, si prenem un punt R sobre la recta FG de tal
manera que FR = CD, i tracem la parallela RS a FM, tindrem que MFRS és
congruent a PCDQ, i per transitivitat (secci6 7) també sera RS||| GN. Ara tenim
dues possibilitats: que R caigui dins del segment FG, o que caigui fora (a menys
que CD = FG, cas en que la proposicio és evident).

I. En el primer cas, en queé R cau dins del segment FG, 'angle £ FRS no
és més gran que m— {RFM = {FGN, ja que RS||| FM.?" Perd com que RS |||

27 En geometria absoluta no és cert que angles alterns interns entre paralleles siguin iguals,
siné que un és més petit o igual al suplementari de I'altre (secci6 1). Posem atencié que estem
sempre amb raigs parallels i no rectes paralleles i els angles de qué parlem estan del costat on
les rectes s6n paralleles.
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GN tampoc £ FRS no és estrictament més petit que £ FGN. Per tant, { FRS =
£FGN, i
ARFM+ AFRS=AGFM+ {FGN =T

Per tant, també
ADCP+ L£CDQ =1

II. En el segon cas, en que R cau fora del segment FG, tenim A NGR =
£ MFR, ja que aquests angles tenen igual suplementari. Prenem punts G, H, K,
etc., sobre la recta FG amb FG = GH = HK = ..., fins que FK sigui igual a
FR o comenci a ser estrictament més gran que FR. Tracem les paralleles a AM ,
G_I)V, FL, K_(j, ... Tindrem que MFGN,NGHL,LHKO,... seran congruents. Ob-
servem que també per transitivitat (secci6é 7) KO ||| HL ||| FM.

Si K coincideix amb R llavors KO coincideix amb RS (secci6 1), i per conse-
glient

ARFM+ AFRS=AKFM+ {FKO=£{KFM+ £FGN =Tt.

Pero si R cau dins del segment HK, llavors (per I)

ARHL+AKRS=1=4ARFM+ AFRS=4DCP+£CDQ. O

14 Angles alterns interns diferents

Proposici6 14.1. Si BN || AM, CP||| DQ i {BAM + £ ABN < 7,8 llavors també
£DCP+£CDQ <.

Demostracio. Si {DCP + £CDQ no fos estrictament més petit que 7t seria
(per la secci6 1) igual a 7t i (per la seccié 13) £ BAM + £ ABN = 7, contra la
hipotesi. O

15 Geometria euclidianaino-euclidiana

Alallum deles seccions 131 14, denotarem amb X el sistema de geometria que es
basa sobre la hipotesi de U'axioma X1 d’Euclides,?® i per S el sistema fundat sobre
la hipotesi contraria.

28 A la seccié 1 hem vist que aquesta suma és sempre menor o igual a dos angles rectes. Ara
suposem que és menor estricte. Aquesta secci6 és un complement de I'anterior, i val, mutatis
mutandi, el mateix comentari que hem fet en la nota 26 al peu de la pagina 63.

29 En algunes obres, el cinque postulat d’Euclides porta una altra numeraci6. Per exemple, a
Elements of geometry de Playfair [7] és 'axioma X1, com el cita Bolyai. Esta enunciat aixi: Dues
rectes que es tallen no poden ser les dues paralleles a una mateixa recta. Els altres deu s6n es-
sencialment els altres quatre postulats més les tipiques nocions comunes: el tot és més gran
que la part, etc.
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Tots els resultats que enunciarem sense dir expressament si tenen lloc en el
sistema Z o en el sistema S s’han de considerar com enunciats d'una manera
absoluta, és a dir, que s'afirma que son certs tant si estem en el sistema X com en
elS.

16 Horocicles euclidians

Proposici6 16.1. Si AM és l'eix d’'un horocicle L, llavors aquest horocicle, en el
sistema X, és una recta perpendicular a AM.

Demostracié. En efecte (figura 5), sigui BN un eix per un punt qualsevol B
de L; a X tindrem
ABAM+ £ABN =Tt

iaixi {\BAM = t/2.
Isi C és qualsevol punt de la recta AB i CP ||| AM, llavors (per la secci6 13)
CP=~ AM,iaixi C estaalL (secci6 11). O

En canvi, en geometria no-euclidiana tenim el resultat segiient:

Proposici6 16.2. AS, no existeixen ni sobre un horocicle ni sobre una horoesfera,
tres punts alineats.

Demostracio. En efecte, algun dels eixos AM,BN,CP (per exemple AM)
esta entre els altres dos. Com que K NBA = £ BAM, pel que hem vist a la sec-
ci6 14, A BAM < 7t/2. Analogament, com que £ PCA= {CAM, LCAM < 1t/2.
Com que {BAM i £CAM s6n suplementaris, no pot ser que B, A, C estiguin
alineats. O

17 Rectes i superficies uniformes
Proposicié 17.1. Un horociclea 8 és unalinia, i una horoesfera una superficie.>°

Demostracio. En efecte, qualsevol pla perpendicular a I’eix AM de I'horo-
esfera F, a través de qualsevol punt de F, la talla en una circumferéncia (ja que
hem vist a la secci6 11 que la rotaci6 de 'horocicle al voltant del seu eix genera
I'horoesfera), el pla de la qual no és perpendicular a cap altre eix BN deF (@a$s
els dos angles de la figura sumen menys de 71, com hem vist a la secci6 14).3!

30 Es refereix al fet que, en geometria no-euclidiana, els horocicles es «comporten» com les
rectes i circumferencies, i les horoesferes com esferes i plans, en el sentit que es poden moure
sobre elles mateixes (s6n uniformes).

31 Choroesfera és uni6 de cercles.
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Figura B

Si girem F al voltant de BN , tot punt de F restara sobre F, ja que hem vist
a la secci6 12 que BN també és eix de F; i la intersecci6 de F per un pla no
perpendicular a BN descriura una superficie. De fet, siguin quins siguin els
punts A, B agafats sobre F, es pot fer coincidir F amb ella mateixa de manera
que A vagi a B (per les seccions 8 i 12 només s’ha de fer girar 'horoesfera al
voltant de la mediatriu del segment AB). Per tant, F és una superficie uniforme.

Es dedueix d’aixo (seccions 11 i 12) que L és una linia um’forme.32 O

18 Cercles sobre ’horoesfera

Proposici6 18.1. SiguiF una horoesfera. La interseccié amb F de qualsevol pla
tragat a través d'un punt A deF, obliquament a l'eix ;1—]\7[, és, a 'S, una circum-
feréncia.

Demostracio. Prenem (figures 7 o C) A, B, C tres punts d’aquesta seccio, i
BN , CP eixos; AMBN i AMCP fan un angle, ja que en cas contrari el pla de-
terminat per A, B, C (per la secci6 16) contindria AM (contra la hipotesi). Per

tant, els plans que bisequen perpendicularment els segments AB, AC es tallen
(secci6 9) en algun eix FSde Fi FB=FA=FC.

N P
M?

Figura C

32 No és necessari restringir la demostracio al sistema S; es pot establir facilment que és certa
d’'una manera absoluta per aSiX . (Nota de I'autor.)
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Fem AH1 FS,igirem el pla FAH al voltant de FS; A descriu una circumfe-
rencia de radi HA, que passa per B i C, isituada a la vegada a Fial pla ABC; a
més, Fiel pla ABC no tenen en comu més que la circumferencia de centre H
iradi HA (si hi hagués algun altre punt en comud, tallant una recta per ell con-
tinguda en el pla amb la circumferencia, tindriem tres punts de F alineats, en
contra de la secci6 16).

Es també evident que girant la porcié de I'horocicle FA (com aradi) a F al
voltant de F, la seva extremitat descriura la mateixa circumferencia de centre H
iradi HA. O

19 Tangent a ’horocicle

Proposici6 19.1. SiguiL l'horocicle d’eix BN.La perpendicular BT a BN (en el
pladel) és, a$, tangent a L.

Demostracio. Ltnic punt de BT (figura 5) que esta a L és B, com es dedueix
directament de la secci6 14. En efecte, si tracem la parallelaa BN per un punt A
de BT, I'angle K BAM és, a S, estrictament menor que 7t/2, i per tant A no pot
estar a 'horocicle d’eix BN.

A més, qualsevol altrarecta BQ del pla TBN (diferent de I'eix BN) tallaLen
dos punts. En efecte, el centre de la secci6 del pla per BQ perpendiculara TBN,

e
amb 'horoesfera d’eix BN (que per la secci6 18 sabem que és una circumferen-

cia), esta evidentment situat sobre BQ; i si BQ és un diametre, evidentment BQ
tallaLen Q. O

20 Dos punts de I'horoesfera determinen
un horocicle

Proposici6 20.1. Dos punts qualssevol d’una horoesfera determinen un i només
un horocicle.

Demostracié. Només hem de considerar la interseccié amb I’horoesfera del
pla format pels dos eixos parallels amb inici en aquests dos punts.33 O

Per calcular ’angle entre dos horocicles en un punt observem que (per les
seccions 16 i 19) tot horocicle L és perpendicular a tots els seus eixos, per tant,
I’angle que formen dos horocicles en un punt és I’angle entre els plans que els
determinen.

33 Es, doncs, el primer postulat d’Euclides.
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21 Lageometria de I’horoesfera és euclidiana

Per AP a F entenem I'horocicle que passa per Ai P, i per AP la meitat de AP
que comenca a Aiconté P.

Proposicié 21.1. Dos horocicles AP i BD, a la mateixa horoesfera F, formant
amb un tercer horocicle AB una suma d’angles interiors <, es tallen.3*

Demostracio. En efecte (figura 6 o D), si AM i BN son eixos de F, els se-

miplans AMP,BND es tallen, com hem vist al final de la secci6 9. Ara bé, la
intersecci6 de plans que contenen rectes paralleles és una recta parallela a les

anteriors (altim paragraf de la secci6 7).

B

Figura D

Aixi, per la transitivitat del parallelisme (secci6 7), i pel que hem vist a la
secci6 5, la recta interseccio dels semiplans AMP, BND té un punt de F. Per
tant, també AP i BD es tallen. O

Resulta d’aix0o que I'axioma XI i totes les conseqiiencies que se’'n dedueixen
en geometria i trigonometria (plana) es compleixen de manera absoluta a F,
fent els horocicles el paper de les linies rectes; per tant, les funcions trigono-
metriques tenen aqui el mateix significat que a Z, i la longitud de la circumfe-
rencia, a F, de radi un horocicle de longitud r, és 27tr, i igualment l’area del
cercle amb aquestradi (aF) és Or = mtr? (per ms’entén (1/2) O 1, o el conegut
3,1415926...).

34 Es, doncs, el cinqueé postulat d’Euclides.
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22 Equidistant a un horocicle

Proposici6 22.1. [Lequidistant d’'un horocicle és un horocicle.] SiguiL I'horo-
cicle d’eix AM i sigui B un punt d’'aquest horocicle. Sigui C un punt de AM i
transportem C AB (format per AM iel segment d’horocicle AB) primerament al
llarg de AB i després sobre BA, en els dos casos fins a linfinit. Llavors la trajec-
toria CD del punt C sera U'horocicle d’eix CM.

Figura 9

Demostracio. En efecte, anomenem L’ la linia formada per la trajectoria del
punt C, i sigui D un punt qualsevol de L'; sigui DN ||| CM i sigui B el punt de L
sobre la recta DZLTindrem BN =AM i AC =BD,iaixi DN=CMiD estaa
I'horocicle d’eix CM. .

Reciprocament, si D és a I'horocicle d’eix CM i DN ||| CM i B és el punt
de Lsobre DN, tindrem AM = BN i CM = DN, per tant, manifestament, BD =
AC, i D esta a la trajectoria L' del punt C; per tant, L' i I’horocicle d’eix CM
coincideixen. O

Representarem la relaci6é d’una tal linia L’ amb L per L’ || L.

23 Longitud dels horocicles

(Figura 9).Sil’ horocicle CDF és equidistant de I’horocicle ABE, és a dir, CDF ||

ABE, i AB = BE, 1AM BN EP son GIXOS clarament CD = DF; i si tres punts
qualssevol A, B,E estan a AB i AB = n-( CD també tindrem AE = n-CF; i per
tant (inclas evidentment en el cas de AB AE DC incommensurables),

AB:CD= AE:CF.
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Larelacié AB:CD és, doncs, independent de AB iesta completament deter-
minada per AC. Denotarem el valor d’aquesta relacié amb la lletra majiscula
(com a X) corresponent a la lletra mintscula (com a x) amb la qual represen-
tem AC.

24 Funcié exponencial

Amb la notaci6 de la secci6 anterior tenim el resultat segiient:
ik - . z
Proposici6 24.1. Qualssevol que siguin x, y tindrem Y = Xx.

Demostracio. En efecte, o bé una de les quantitats x, y és un multiple de
I’altre (per exemple, y de x) o no ho és.

Siy=nx, prenem x = AC=CG=GH =... (figura9) fins que tinguem AH =
y. Amés, prenem CD I GK I HL. Tenim (sec010 23)

X=AB:CD=CD:GK=GK:HI,

i aixi, multiplicant totes les fraccions iguals,

AB [AB\n
=-(5)"

ésadir, Y =X"= X,

Si x, y son multiples de i, podem escriure x = mi i y = ni, i aplicant el que
acabem de provar (y = nx implica Y = X") obtenim X = ", Y = I", i conse-
glientment Y = X = X%,

El mateix s’estén facilment al cas de la incommensurabilitat de xi y.3° O

Pero si g = y — x, manifestament, tenim Q = X% = X?yc X=Y:X.

També és evident que a X, per a cada x, tenim X =1, peroaS és X > 1, que
vol dir (amb la notacié de la figura 9) CD < AB (la longitud de I'horocicle entre
dues paralleles és una funcio decreixent), i per tant, per a valors qualssevol de
ABi ABE existeix una linia CDF I ABE tal que CDF = AB d’on es dedueix
que AMBN = AMEP malgrat que la primera figura és un multiple de la segona:
resultat singular, perd per descomptat no prova I’absurditat del sistema S.3°

35 Observeu que, en particular, tenim Y = I?/{. Més endavant es veura que I = e de manera
queY =e¥'i,

36 Recordem que la notaci6 AMBN es refereix a la zona infinita del pla compresa entre dues
paralleles. La isometria que realitza la congruéncia és la que aplica tot segment horociclic de
AMBN al corresponent segment horociclic de AMEP, situat més amunt pero de la mateixa
longitud. Com que els conjunts s6n infinits, tenim una aplicaci6 bijectiva que conserva distan-
cies entre aquests dos conjunts, I'un contingut a l’altre. Sembla que Bolyai se sent encara amb
I'obligacié de justificar-se quan diu que aquest resultat «no prova ’absurditat del sistema S». I
és que sembla anar en contra de la nocié comuna que «la part no pot ser congruent amb el tot».
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25 Teorema del sinus

Proposici6 25.1. En qualsevol triangle, les circumferencies amb radi igual als
costats son entre elles com els sinus dels angles oposats.

N,
M . C
\
: S :
G \\\ ................................................. A : AN ///F
N N - N D :::,'
Figura 10

Demostracio. En efecte, suposem £ ABC = 71/2, i considerem AM perpendl—
cular al pla ABC del triangle. Considerem també les semirectes BNiCP paral-
leles a AM, tindrem CABL AMBN, i aixi (jaque CBL. BA) CBL AMBN, i con-
seglientment CPBN1 AMBN.

Suposem que I'horoesfera d’eix CP talla les rectes BN ,AM en D i E respec-
tivament, i a les bandes CPBN,CPAM, BN AM en els horocicles 6—5, EE, DE.
Llavors, pel que hem comentat al final de la secci6 20 sobre I’angle entre horo-
cicles, L CDE és igual a I'angle entre els plans NDC i NDE, i per tant LCDE =
7/2; analogament £ CED = £CAB. Perd com que la geometria de I'horoesfera
és euclidiana (secci6 21), en el triangle de costats horociclics ACDE (suposant
sempre aqui radi = 1)%7

EC:DC=1:sinDEC=1:sinCAB.

37 No entenc aquest comentari. Sembla clarament fora de lloc, ja que si que és necessari, i no
hi és, ala secci6 segiient. Vegeu la nota 39 al peu de la pagina 73.
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També (per la secci6 21) i observant que la circumferencia sobre I'horoes-
fera de centre E i radi horociclic EC coincideix amb la circumferencia de cen-
tre Airadi AC (en girar perpendicularment a AM) i que la circumferencia sobre
I'horoesfera de centre D i radi horociclic DC coincideix amb la circumferencia
de centre B iradi BC (en girar perpendicularment a BN) tenim

EC:DC=0QEC:ODC=0QAC:OBC (secci6 18);
1 aixi,
OQAC:OBC=1:sinCAB;

ara el teorema és evident per a cada triangle. O

26 Teorema del sinus esferic

Proposici6 26.1. En qualsevol triangle esferic, els sinus dels costats sén entre ells
com els sinus dels angles oposats.

0]

Figura 11

Demostracio. En efecte, sigui A ABC un triangle sobre 'esfera de centre O,
amb £ ABC = /2, isigui CED un pla perpendicular al radi OA de I'esfera. Tin-
drem CED1 AOB, i (com que BOC1 BOA), CD1 OB.38 Pero aplicant el teore-
ma del sinus (secci6 25) als triangles ACEO, ACDO tenim

OEC:00C:ODC=sinCOE:1:sinCOD =sin AC:1:sinBC;3°
mentre que, novament pel teorema del sinus,

QEC:ODC=sinCDE:sinCED.

38 Sempre que dos plans es tallen perpendicularment, un pla perpendicular a una recta con-
tinguda en un d’ells talla l'altre en una recta perpendicular a la recta interseccié dels plans
inicials.

39 Laigualtat sin COE = sin AC només és certa sobre I’esfera de radi 1. Aqui és on hauria d’anar
I'observaci6 que el radi és 1 que Bolyai fa a la secci6 anterior. Si el radi és r, AC = r-£COE.
Curiosament ni Hotiel ni Halsted fan cap comentari. Kérteszy només parla a la seccié anterior
de «obscure insertion».
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Per tant,
sin AC :sinBC =sinCDE :sinCED;

perdo LCDE =7t/2=ACBA, i £LCED = £CAB. Conseglientment,
sinAC:sinBC=1:sinA. O

La trigonometria esferica, que se segueix d'aqui, ha quedat establerta, doncs,
independentment de l'axioma XI.

27 Longitud d’equidistants

Proposici6 27.1. Si AC i BD son perpendiculars a AB, i CAB es trasllada al
llarg de AB tindrem, denotant amb CD la trajectoria®® del punt C, i posant u =
£CAD,v=4£ADB,

CD:AB=sinu:sinv.

D
¢ M

Figura 12

Demostracio. Sigui DE1 CA; en els triangles AADE, AADB (per la sec-
ci6 25)
QED:OQAD:OAB=sinu:1:sinv.

Girant BACD al voltant de AC, B descriu OAB, i D descriu OQED; i deno-
tem aqui amb ©@CD el cami de 'esmentat CD. A més, sigui BFG... qualsevol
poligon inscrita O AB.

40 Observem que aquesta trajectoria no és ni recta ni horocicle; sén corbes equidistants. La
seva longitud és el limit de les poligonals inscrites. Tot i que Bolyai no ho fa, indicaré les equi-
distants amb una titlla per distingir el segment CD de ’equidistant entre C i D, que denotarem
CD.
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Tracant plans a través de tots els costats BF, FG,... perpendiculars a O AB
es forma a ®CD una altra figura poligonal amb el mateix nombre de costats i
podem demostrar, com a la secci6 23, que

CD:AB=DH:BF=HK:FG...

En efecte, amb la notacié de la figura E es veu facilment que ¢ = ¢’; a partir

C C/
b b b
5
a a
Figura E

d’aqui, amb el procés de pas al limit com a la secci6 23, es veu que c/a depén
només de b. Es a dir, el quocient de longituds entre una recta i una seva equidis-
tant a distancia b només depén de b.
Aixi,
DH+HK:--:BF+FG---=CD: AB.

Si cadascun dels costats BF, FG,... es fa tendir cap al limit zero, és clar que
tindrem

BF+FG+... — QAB i
DH+HK+... — QED.

Per tant, també
OED:OAB=CD: AB.

Pero tenim
OED:OAB=sinu:sinuv.

Consegiientment,
CD:AB=sinu:sinv. O

Observem ara que si AC s’allunya de BD cap a l'infinit, CD : AB, i per tant,
també sin u : sin v, es manté constant; pero en aquesta situacié u tendeix a 7t/2
(com hem vist ala secci6 1), i DA tendeix a ser parallela a BA. Com que I'angle
de parallelisme és el mateix per la dreta de BD que per |'’esquerra, tenim que v
tendeix a z = A BDM on DM és la parallela a BN (z és I'angle de parallelisme
de BD).
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Per tant,
CD:AB=1:sinz.

Observem que també hem demostrat que la relacié entre els costats del
quadrilater de Lambert (un quadrilater amb tres angles rectes) ABDE és

OQED:OAB=1:sinz.

28 Angle de parallelisme. Primera expressio
Proposici6 28.1. SiBN||| = AM, iC estaa AM, i AC = x, tindrem
X =sinu:sinv,

onu=4ABCAiv=4ACBN.

M N

Figura 13

Demostracio. En efecte, si CD i AE son perpendiculars a BN, i BF és per-
pendicular a AM, tindrem (com a la secci6 27)

OBF:ODC =sinu:sinv.

Pero evidentment BF = AE, ja que els triangles ABE i AFB s6n congruents
(per hipotesi L FAB = { ABE); per tant,

OQEA:OCD =sinu:sinv.
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Pero al’horoesfera d’eix m (que talla AMBN en1’horocicle @) la circum-
feréncia de centre B iradi I'horocicle BA és la mateixa que la circumferencia de
centre E iradi EA. .

El mateix passa sobre I'’horoesfera d’eix CM (que talla AMBN en I'horoci-
cle E@), la circumferéncia de centre G i radi 'horocicle GC és la mateixa que la
circumferencia de centre D iradi DC.

Com que la geometria de I'horoesfera és euclidiana, tenim

OEA:ODC=AB:CG=X.

Per tant, també
X =sinu:sinv. O

Observem finalment que aquesta expressié dona lloc a una primera férmu-
la per al’angle de parallelisme, ja que quan C s’acosta a F, tenim

X =1/sinll,

on IT és I'angle de parallelisme de BF, ja que u tendeixa7t/2ivall. I X ésla X
majiscula de x = AF, que sabem que és igual a X = I/ on I és la I majuscula

dei.
29 Angle de parallelisme. Segona expressio
Proposici6 29.1. Si<BAM =mn/2, AB=y iBN || AM tindrem, a§,
1
Y =cot—-u,
2

onu=A£ABN, és I'angle de parallelisme.

N mpm P S

~H G @

Figura 14
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Demostracio. En efecte, si suposem AB = AC, CP ||| AM (i per tant BN||| =

CP),i

APCD=£QCD,
podem tragar DS perpendicular a CD i tal que DS ||| CP, ja que hem vist a la
secci6 19 que tota recta per C talla I'horocicle d’eix CP en un cert punt C' i
llavors (secci6 8) la mediatriu de CC’ és la recta DS considerada.

Ara, com que I'angle de parallelisme és igual per la dreta que per I'esquerra
(secci6 1), DT ||| CQ. A més, si tracem BE perpendicular a DS tindrem, per la
transitivitat del parallelisme (seccié 7) DS ||| BN, i per la propietat simeétrica i
la independeéncia del punt (secci6 6), BN ||| ES; a més, pel fet de ser DT ||| CG,
tindrem també BQ||| ET; conseglientment, pel mateix motiu anterior (secci6 1),

LEBN = £EBQ.

Sigui BCF I'horocicle d’eix BN o1 ﬁ, DH , EJ—I%, Ei, els horocicles d’eixos F T,
DT,CQ i ET respectivament; evidentment (com que aquests horocicles s6n
equidistants, secci6 22), HG=DF i DK = HC.

Perdo amés DF = DK, com es despren de I'observaci6 segiient. A la figura 14
(o alafigura F) tenim CDLET amb CQ i CP les paralleles a ET des de C, per
la dreta i 'esquerra, respectivament.

C
" Q
E K D p T
Figura F

Sabem que £DCP = £DCQ. Tenim també, a la figura 14, el punt K que
pertany a I'horocicle de CQ, i compleix, doncs, que £ QCK = LCKT,iel punt F
que pertany a I’horocicle de CP per C, i compleix, doncs, que £ KFC = L FCP.
D’aqui es dedueix que £ CKF = £ KFC iper congruencia de triangles KD = DF,
com voliem comprovar. Tenim, doncs, HG = DF = DK = HC.

Per tant, posant com ala figura 14 AB =y, BL = z,CH = v, tenim

CG=CH+HG=2-CH =2v.

Analogament és evident que BG =2-BL = 2z. Pero BC = BG - CG; per tant,
y=2z-v,iaixi (secci6 24) Y = pi=qenli- 7.y

Finalment, per la primera férmula de 'angle de parallelisme que hem vist
al final de la secci6 28,

u
).

. u . Tt
Z:I:smg, V =1:sin(
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Per tant,
u
Y =cot—,
2

o equivalentment,*!
u=2arctanY . O

30 Longitud del cercle

No obstant aix0, pel teorema del sinus (secci6 25) és facil veure que la solucié
del problema de trigonometria plana, a S, requereix 1'expressié del cercle en
funcio del radi; pero aixo es pot obtenir per la rectificacié de I'horocicle.

Proposici6 30.1. La longitud, aS, d’'una circumferéncia de radi y és
Qy=2misin(y/i).

Demostracio. Siguin AB,CM, C' M’ perpendiculars a ACi sigui B en qualse-
vol lloc de AB; denotem (figura 15) u= ZACB,v=ZABC,p= AB,y = AC,u’ =
/AC'B,v=/ABC',y' = AC'. Pel teorema del sinus tindrem

M, Nl N

Figura 15

41 Hem vist a la secci6 24, nota 35 al peu de la pagina 71, que Y = I”/%. Ala secci6 30 es veu que
I = e, de manera que la férmula de 'angle de parallelisme és

u=2arctane V.
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sinu:sinv = Qp:0y,
sinu’:sinv’ = Qp:0y,
i per tant,
sinu O sinu/ )
sinv =Y " sinv’ '

Pero (per la secci6 27) sinv:sin v’ = cos u : cos u’; consegiientment,

sinu sinu/ ,
Oy = Oy

cosu cosu'

o,denotant w=m/2—uiw' =m/2-u/,
Qy:QOy =tanu':tanu=tanw:tanw'.

Amés, siguin CN'i C'N'||| AB, i CD, C'D’ horocicles perpendiculars a la rec-
ta AB; tindrem també, pel fet de ser euclidiana la geometria de I’horoesfera,*?
secci6 21, Qy: Qy' =r:r',iaixi,

r:r'=tanw:tanw'.

Ara suposem que p, comencant des de A, augmenta fins a I'infinit; llavors
w tendeix a z (complementari de I'angle de parallelisme de y) i w' tendeix a z’
(complementari de I'angle de parallelisme de y"), i per tant també r: r' = tanz:
tanz’.

Denotem amb i la constant r : tan z (independent de r).*3

Figura G
Observem ara que
. itanz . i -1 opliorylh
lim =lim —cot(2arctanY ) =limi—— =1,
y—=0 y y—=0y y—0 2y

42 La circumferencia de centre C i radi CD que obtenim en girar CD en el pla ortogonal a CB
és al mateix temps la circumferencia euclidiana sobre 'horoesfera de radi r = CD.

43 Aquesta i, que no s’ha de confondre amb la unitat imaginaria, fa el paper de la curvatura del
pla hiperbolic, que seria constant negativa igual a —i2. Tindrem, doncs, sempre, amb la notaci6
delafigura 15, r = itanz.
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i aixi,

Equivalentment,
2yl
lim 3/

y—»O ITy_l

Pero sabem que el limit d’aquesta expressi6 (quan y — 0) és (Hopital)

=1.

Per tant,

I=e=2.7182818...,

nombre que brilla també aqui de manera remarcable. Denotant a partir d’ara

amb i la distancia a la qual correspon una I igual a e, tindrem

r=itanz.

Pero, com que la geometria de I'horoesfera és euclidiana, Qy = 27tr; per

tant,

Oy

2mitanz = 27mi cot(Il)

_y-2 _ vl

2micot(2arctan Y1) = 2mi =2mi——— =2misinh(y/i).
2y-1 2

O

Recopilacié. Resumim aqui les relacions a qué donen lloc un parell d’horo-

cicles i que s’han obtingut a les seccions 28, 29 i 30.

Figura H
r = isinh(y/i) =i cotll(y) =2isinh(s/2i),
% = cosh(y/i) = e*ll = m, t =i tanh(y/i),
eVt = cot(TI(y)/2).
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31 Trigonometria

Per a la resoluci6 trigonometrica de tots els triangles rectangles (a partir de la
qual la resoluci6 de tots els triangles és facil), a S, s6n suficients tres equacions:
concretament (a, b denoten els costats, ¢ la hipotenusai «, 8 els angles oposats
als costats) aquestes equacions seran les que expressaran les relacions

1r, entre a,c,q;

2n, entre a,a, f;

3r, entre a,b,c.

D’aquestes equacions se n’'obtenen tres més per eliminacio.

/8/
Oé, /y/
B) b M
c alu
b
Figura 16

I. Teorema del sinus. De la secci6 25 (teorema del sinus) i de la secci6 30
(longitud del cercle) resulta que
1 Oc _sinh(c/i)
sina OQa sinh(c/i)’

és a dir,
sina -sinh(c/i) = sinh(a/i)
(equacio perac, a, a).
I1. Teorema del cosinus. De la secci6 27 es dedueix que (si M ||| yN)
cosa:sinf=1:sinz;
on z és 'angle de parallelisme de a, pero, com hem vist a la secci6 29, z =

2arctane” %! , que equival a

1
—— =cosh(ali);
sinz
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per tant,
cosa

np

=cosh(a/i),
és a dir,

cosa =sinf-cosh(a/i),
(equacié pera a, f1i a).

I11. Teorema de Pitagores. Si aa’ és perpendicular al pla fay, i B\E iW son
equidistants respectives a aa’ (secci6 27),iel pla f'a’y’ és perpendicular a aa’
manifestament (com a la seccié 27),*

BB _ 1 :1(A+A_1)'
YY, sinu 2
ol
1
Lo B
aa 2
!
1
PP~ levey,
aq 2
conseglientment,
1(C+C‘1) = 1(A+ A‘1)1(3+B‘1)
2 2 2 ’
© 1
c c a a b b
(ei+e i) = E(eT +e i)(ei+e i),
és a dir,

cosh(c/i) = cosh(a/i)cosh(b/i)

(equacié per a, b, c).

44 Les igualtats segona i tercera s6n efectivament conseqiiéncia directa de la secci6 27. Pero la
primera no és clara en absolut, ja que és el quocient d’equidistants, no el quocient entre una
equidistant i una recta, situacié considerada a la seccié 27. Per la secci6 23 aquest quocient
només depen de a. Aixi, com que pel teorema del sinus % = sinhb que escricperalcasi=1

sin 8
per simplificar, quan b tendeix a infinit tenim

sinhc 1

im — = — =cosha
b=-cosinhb II ’
on IT és I'angle de parallelisme de a. Aixi,
1 sinh® ¢
coshc¢ . coshc . —a T3 1
= lim = lim Ysinhb silh™h _ — _ ¢osha.
coshb b—-oocoshbh b-oo 1
sinh? b



Altres formules. Si Lyad =7/2,i 6L ad (aypBd és un quadrilater de Lam-
bert), aplicant el teorema del sinus als triangles Aafy i Aad, tenim respecti-
vament

Oc:0Oa = 1:sina,
Oc:Old = po)

l:cosa

i aixi (denotant amb Ox?, per tot x, el producte Ox-(Ox) tindrem evidentment

Oa*+Qd?*=0c%. (1)

Pero a la secci6 27 hem vist que la relacié entre el costat superior i la base

d’'un quadrilater de Lambert és
1
sinz’

Od =Ob-

on z és 'angle de parallelisme del costat vertical a, igualtat que, com hem vist
a1, es pot escriure com a

Od =QOb-cosh(ali).

Substituint aquest valor a ’anterior igualtat (1), i tenint en compte la proposi-
ci6 30.1, ens dona

sinh?(c/i) = sinh?(b/i) cosh?(a/i) + sinh®(a/l i),

que és una altra equacio per a a,b i c (el segon terme de la qual es pot reduir
facilment a una forma simetrica o invariable).

Finalment, de
cosa )
=cosh(a/i)

sin

COoS

- b_ cosh(b/i)

sina
obtenim (per I11)
cota cot B = cosh(c/i).

32 Geometria diferencial
Encara falta mostrar breument la manera de resoldre problemes a S. Després

d’haver-ho explicat (a través dels exemples més evidents) veurem finalment
que pot donar aquesta teoria.
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N
N |
Y
u
M z
r C A
Figura 17

L. Relaci6 entre la derivada i el pendent de la tangent. Sigui AB una linia
en un pla, i y = f(x) la seva equaci6 en coordenades rectangulars. Denotem
amb Az qualsevol increment de z, i respectivament Ax, Ay, Au els increments
de x, de yidel'area u corresponent a aquest Az.*> Sigui BH 'equidistant a FC
a distancia y, i expressem (a partir de la secci6 31) ]Z—Ij en funcié de y i prenem

el limit de % quan Ax tendeix a zero.

A HG
Es coneixera llavors també el limit de :y = ——,jaque, com que { HBC =

7t/2 (no pot ser evidentment ni més gran ni més petit),*® tenim

HG
tan(HBG) = —
BH

1 aixi,
HG
tanf = lim —,
Ax—0 BH
on 0 és'angle de la tangenta BG en el punt B.
Concretament, recordant la relaci6 entre la longitud d'una recta i la de la

seva equidistant (secci6 27), tindrem

dy .. Ay .. HG . HGBH . HG

—==lim — = lim — = lim ———==coshy- lim —,

dx Ax—0Ax Ax—0 Ax Ax—0 AXx BH Ax—0 BH
és a dir,*’

y' =coshy-tan0.

45 Primer cop que apareix el concepte d’area en geometria no-euclidiana. Bolyai no fa cap
comentari. L'area no-euclidiana no es pot pas definir a partir de dividir la figura en petits qua-
dradets i sumar, com en el cas euclidia, ja que en geometria no-euclidiana no hi ha rectangles.
Veurem, en aquesta mateixa secci6, com s’ho fa Bolyai per calcular arees.

46 Que 'angle entre la tangent a 'equidistant i les perpendiculars al segment inicial és 71/2 es
coneix com a lema de Gauss, ja que apareix per primer cop al Disquisitiones.

47 La derivada no és el pendent de la tangent.
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II. Expressi6 de la meétrica. Es pot demostrar que

. AZ?
lim E— =1.
Ax=0Ay2+BH
En efecte,
BG?
Az BG* P
Ay +BH GH2+BH U+
Per tant,
BG?
Az? Bed sec?0

lim —,\_/2: lim CH? = > =1.
Ax=0Ay2 4 B Ax—»oﬁJrl 1+tan=60

Dividint numerador i denominador de I'anterior expressi6 per Ax? tenim

dz , dy . ,
tdad - (=2 1
(dx) (dx) +AxIEO Ax?
d
= (d—i)2 +cosh2(y/i),

que, recordant la relaci6 entre la longitud d’'una recta i la de la seva equidistant
(secci6 27), és

dz
dx

Escriurem aquesta relacié com a

(—)*= (%)2 +cosh?(y/i).

dz? = dy* + cosh?(y/i)dx>.

Aquesta féormula permet calcular %, iper tant, per integracio, z (expressada
en funci6 de x). Aixi, doncs, donada una corba concreta, podem trobar la seva
equacio6 a S. Trobem com a exemple I'’equaci6 de I'horocicle.

Equacié6 de ’horocicle. Sigui AM 'eix de I'horocicle L; llavors qualsevol CB
que parteixi de AM talla L (ja que, per la secci6 18, tot pla que contingui CB
talla 'horoesfera corresponent en una circumferencia, la qual té dos punts al
pla de I'horocicle). Si BN és un altre eix de L i prenem CB perpendicular a AM
tenim
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Figural

X=1:sinCBN (seccio 28)

1
Y = CotECBN (seccid 29),

per tant,

Y=X+VX?-1,

o equivalentment,
cosh(y/i) = e/,

que és I'equaci6 de I'horocicle buscada.*®

Longitud de I'horocicle. Derivant |’expressi6 anterior tenim

dy 2_1\-3
— =X(X"-1) 2.
dx ( )2

Ara bé, amb la notaci6 de la figura 17, i amb el que hem vist a les pagines 76
177, tenim

—

BH .
— =1:sinCBN =X,
AXx

i aixi,
A Ay Ax dy1l
lim —,\Ji = lim _J/_ = J/_

i — =2 (X2-1)"2.
Ax—0BH Ax—~0AxBH dxX

48 La grafica, per a valors una mica grans de x, és molt proxima a la grafica de la recta y =
x+1n(2).
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Per tant,

1+ lim —— = X?x*-1)7},

lim = X*x*-17Y

im — = X(X2-1)72,

dz . Az E\F[ ) _1
—=]lim—— = X (X -1) 2.
dx Ax—0BH Ax

Integrant aquesta darrera expressié obtenim la férmula per a la longitud
d'un segment d’horocicle en funcio de la corda
2x/i

- ‘/62x/i_1

on IT=TI(y) = £CBN és I'angle de parallelisme (férmula que ja haviem obtin-
gut a la secci6 30).

z = i(X2 — 1)% =i(Y-X)=i(cot(Il/2) — (1/sinIl)) = i cotII,

I1I. Area d’un rectangle mixtilini. Manifestament (figura 17),

du . HFCBH
— = lim ——
dx Ax=0 Ax

)

la qual (si no esta donada en funci6 de y) s’ha d’expressar primer en termes
de y, i després s'obté u per integracio.

Calculem aral’area d’un rectangle mixtilini format per tres rectes perpendi-
culars i 'equidistant corresponent.*?

49 Bolyai ha definit, a I'inici d’aquesta seccid, un sistema de coordenades x, y en el pla no-
euclidia tals que x = ct s6n rectes i y = ct s6n equidistants. Esta aixi en la situaci6 estudia-
da per Gauss en el Disquisitiones (publicat cinc anys abans que el treball de Bolyai), on es
prova que, si 'element de longitud és ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, 'element d’area és
dS = VEG-F?dudv. Per tant, 'element d’area de Bolyai és dS = cosh(y/i)dxdy. I aral'a-
rea d'una figura es calcula per integraci6.

Recordem que el pas de I'’element de longitud ds al’element d’area es fa considerant la regi6 de
superficie entre els punts de coordenades (u, v), (u+ du, v), (4, v+ dv), (u+du, v+ dv) i obser-
vant que lalongitud del costat (u, v), (u+du, v) és VEduila longitud del costat (u, v), (u, v+dv)
és VGdv, iI'angle w en (u, v) d’aquests costats compleix cosw = ﬁF 7 El parallelogram pla
amb aquests costats i angles té area

F2
VEduvGdvsinw =VEVGy/1- Edudvz VEG-F?dudv.
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Figura]

Si posem, amb la notaci6 de la figura 12, AB = p, AC =¢q, CD =, i
CABDC = s, es pot veure (com a 11) que®®

ds .
dg
En efecte, per definici6 de derivada
Aq ~

N~
C D

T

A 5 B

Figura K

ds . arearatllada
—=1lm —— =,
dgq Ag—0 Aq
ja que l'area ratllada és (si r és petit) com un rectangle i té area r x Aq.
Pero sabem que r = psinh(qg/i) de manera que
ds

dq psinh(qg/i),

que integrant dona
area rectangle mixtilini= s = pisinh(q/1i).

Es pot també establir aquest resultat sense integracio.

50 Bolyai usara a bastament la idea que la derivada del volum és l'area i que la derivada de
l'area és la longitud. Afirmacions certes si es precisa el context. Concretament sén certes sobre
tubs si es deriva respecte al radi.
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Si establim, per exemple, '’equacio del cercle (apartat 111 de la secci6 31), de
la recta (apartat 11 de la secci6 31), d'una conica (del que precedeix), es podran
expressar també les arees limitades per aquestes linies.

Volums. Sigui ¢ 1a superficie equidistant a una figura plana p, a distancia q,
és a dir, la figura que s’obté a partir de p pujant la perpendicular al pla en cada
punt de p.

Figura L

El quocient entre les arees de ¢ i p és com la ra6 de poténcies segones de
linies homologues, és a dir, com coshz(q/ i). Equivalentment, si denotem igual
lafigurailasevaarea, t=p- cosh? (ql1).

Es facil veure, a més, que el calcul del volum, tractat de la mateixa manera,
exigeix dues integracions (ja que la mateixa diferencial no es pot determinar
més que per integraciod); cal, abans de tot, investigar el volum contingut entre p
i t, iel conjunt de totes les rectes perpendiculars a p que uneixen les vores
de p i t. Es troba, per al volum d’aquest solid (sigui mitjancant la integracio,
sigui d'una altra manera),

1 (2 20y 1
8pz(el e i )+2pq.

En efecte, per integracié només hem d’aplicar el principi de Cavalieri equi-
distant, i tenim

q 1 1
volum cilindre mixtilini = f pcosh2 (yli)dy = Zp i sinh(2q/i) + qu.
0

Les superficies de cossos es poden determinar també a S, aixi com les cur-
vatures, les involutesi evolutes de qualsevol linia, etc.

Referent a la curvatura, en el sistema S, o bé sera la curvatura de la mateixa
linia L o es determinara sigui pel radi d’un cercle, sigui per la distancia d'una
recta a la corba equidistant a aquesta recta; i és facil veure, després de tot el que
precedeix, que no hi ha, en un pla, altres linies uniformes més que les linies L,
les linies circulars i les corbes equidistants a linies rectes.
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IV. Area del cercle. Per al cercle (com a 111) la derivada de I'area és la longi-

tud,
dOx
dx - Ox)

per tant, tenint en compte la férmula de la longitud del cercle (secci6é 30), i
integrant, tenim que 'area del cercle deradi x a S és

Ox

X

X
f 27tisinh(x/i) dx = 27 i® [ cosh(x/i)]
0 0

27ti%(cosh(x/i) — 1) = 47ti? sinh?(x/21).

V. Area entre horocicles. Larea CABDC = u (figura 9 o figura M) acotada
per I'horocicle AB =, el seu equidistant CD = yiels segments AC = BD = x,
compleix, com en casos anteriors, que la seva derivada respecte a x és y, és a
dir, 4% =y,

’ dx

Figura M

A més, tal com hem vist a la secci6 28,
_X
y =re
de manera que, integrant,

x _X _/-‘x _X
u:f re idx:[—zrex’ =ri(l—e 7).
0 0

. . . . _X . . . .

Si x creix fins a infinit, llavors, a S, e~ 7 tendeix a zero, i aixi denotant
amb A(r) I'area entre dos eixos del mateix horocicle, a distancia horociclica r,
és

Ar)=lmu=ri.
X—00

Es aquest limit el que anomenarem grandaria de MABN.
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Volum. Analogament es troba que, si p és una figura d'una horoesfera F,
I’espai inclos per p i el conjunt d’eixos de F tracats pels diversos punts de la
vora de p és igual a % pi. En efecte, novament pel principi de Cavalieri i el fet
que larelaci6 entre les arees és el quadrat de la relaci6 entre les longituds, tenim

© ]

=-pni.
0 2]9

—-2x/i

o0 .
; i
volum cilindre horoesferic = f pe_zx” dx = p[ - Ee
0

VI. Area de l'esfera. Siguin (figura N) 2u = £ CAC’ I'angle en el centre del
casquet esferic z, p la circumferencia d'un cercle maxim, i x I'arc FC (de I'angle
u). Es tindra, pel teorema del sinus (secci6 25),

l:sinu=p:0OBC,

d’on
OBC = psinu.
També tenim p
X = H, dx= P u.
27 27

Figura N
A més,
dz OBC
dx ’
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i per tant,

dz dz dx 2

o p P
du_ dxdu LA R

i, integrant,® tenim

2 2

" .

N . sinvu

area del casquet= z :f —sinudu= p_[_ cos u](’)‘ = p®
0 2Tt 27

27

Imaginem I'horoesfera F sobre la qual esta situada la circumferéncia p (pas-
sant pel centre F del casquet esferic).>> Tracem 1 per AF i AC els plans FEM i
CEM, perpendlculars aF,iquetallen F seguint FE FEGiCE;i con31derem I'horo-
cicle CD (tracat per C perpendicularment a FE FEG) i'horocicle CF.

Com que I'angle entre horocicles és I’angle entre els seus plans (secci6 20)
tindrem £ CEF = u; a més com que p esta contingut a I'horoesfera (és una cir-
cumferencia de centre E i radi El:") i la geometria de I'horoesfera és euclidiana,
la seva longitud, que també anomenem p, és p = 27- EF.

També tenim clarament FD = EF (1-cosu),don

FD sinvu
p 2m’
i aixi,
z=FD-p.

Com que p = 7t- FGD, també tenim
z=m-FD-FDG.

Pero”3
FD-FDG=FC-FC;

conseglientment,
z=m-FC-FC=()FC,(aP).

51 La notaci6 «sinv» que utilitza Bolyai fa referéncia a la funcio6 «versinus» donada per sinv =
1—cosf. En el cas euclidia, z = SHZlX U p? = 27tr?(1 - cos u) = 27trh, on h és 'altura del casquet.
Observem que de la féormula de I'area del casquet es dedueix immediatament ’area de I'esfera,
considerant-la com un casquet d’angle u = 7t. Obtenim que l'area de l'esfera és p?/m, resultat
que Bolyai retrobara més endavant.

52 La circumferencia p és la circumferéncia FCG dela figura N. Les altres corbes que apareixen
ala figura, EC, ED, etc., estan sobre 'horoesfera d’eix EM, sé6n horocicles, que no estan sobre
I'esfera de centre Airadi AF.

53 Observem que el triangle euclidia EFC, de costats horociclics, és isosceles, i '’horocicle CD

—2 — —
és una altura d’aquest triangle. Aquests triangles compleixen CF = 2. EF - FD, com es veu
facilment calculant el sinus de u/2 (els angles sén L FEC = u, {EFC = LECF =7t/2 — u/2).
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Arasigui BJ = CJ = r (figura 14, pagina 77, i figura O); hem vist a la secci6 30
que la relaci6 entre la longitud r de I'horocicle i la perpendicular y = AB

Figura O

entre els eixos és r = isinh(y/i), i aixi 'area a F de la circumferéncia de centre
Biradir=B]J és

(2r =n(2r)* = 4mi*sinh®(y/i).

Pero hem vist a 1v que

() 2y = 4mi*sinh?(y/1),

per tant,
®2r @aF) = ®2y.

Aplicant aquesta relaci6 entre ’horocicle 2r i la seva corda 2y al’horocicle x
i la seva corda FC tenim que la superficie z d’'un casquet esferic és igual a la
superficie del cercle aS descrit amb la corda FC com a radi.

Per tant, la superficie total de I’esfera és

p2

P R —
area esfera= () FG (@F) =nFDG =FDG-p = —
i aixi les superficies d’esferes son entre elles com les segones potencies dels seus

cercles maxims.

VII. Volum de P'esfera. Es troba analogament que, a S, el volum de I'esfera
de radi x és (recordem que la longitud del cercle maxim és p = 27tisinh(x/i) i
que 'area és la derivada del volum)

X

X p? x i X
f —dx:f 47mti®sinh®(x/i) dx = 4mi®| - sinh(2x/i) — =
0 0 4 210

v
s

7ti° sinh(2x/1) — 27i? x.
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Area i volum de revolucié. Larea de la superficie generada per revolucio6 de
la linia CD, equidistant a distancia g de AB (figura 12), al voltant de p = AB és

area de revolucio = prtisinh(2q/1i).

En efecte, tal com es veu a la figura P, 'element d’area és

Ap - cosh(q/1)

p- cosh(gfi) . / 45 /Rg.|i sinh(q/i)
Ap - cosh(q/1)

Figura P

dS =Ap-cosh(q/i)-Af-isinh(q/1i),

i per tant,
2 prp
area de revolucio = f f cosh(qg/i)-isinh(q/i)dpdf = pmisinh(2q/i).
o Jo

I el volum del solid engendrat per CABDC en girar al voltant de AB és, in-
tegrant I’area a partir de la férmula que acabem d’obtenir,

q
volum de revolucié:f pmisinh(2q/i)dq = pmi®sinh?(q/i).
0

Suprimirem, per abreujar, el metode pel qual es poden obtenir sense integra-
cio tots els resultats obtinguts des de (1) fins aqui.

La geometria euclidiana com a limit de la no-euclidiana. Es pot demos-
trar que el limit de tota expressio que contingui la lletra i (i basada, doncs, en
la hipotesi que existeix una magnitud i), quan i creix fins a I'infinit, expressa
obviament la quantitat per Z (i per consegiient, sota la hipotesi que no existeix
la magnitud i) si és que les equacions no es tornen idéntiques.

95



Pero no s’ha de creure pas que el sistema es pot canviar a voluntat (ja que
esta completament determinat en ell mateix i per ell mateix); és tnicament la
hipotesi que pot variar, i que es pot canviar successivament, sempre que aixo
no porti a una absurditat.

Suposant, doncs, que en una tal expressio la lletra i, en el cas que S sigui
la realitat, denota I'tinica quantitat tal que la seva® I = e, pero si és X el que és
realment cert, el limit en qliestio se suposa que s’ha d’agafar en lloc de I'expres-
si6 primitiva. Llavors és evident que fofes les expressions originades a partir de
la hipotesi de la realitat de S seran (en aquest sentit) certes absolutament, encara
que sigui completament desconegut si X és la realitat o no. Aixi, per exemple,
de I'expressi6 obtinguda a la secci6 30 s’obté facilment (sigui per diferenciacio,
sigui d’'una altra manera) el valor conegut a Z de la longitud del cercle,

Oy = lim 2mi sinh(y/i) =2my.
1—00

Analogament, prenent limits quan i — oo a la igualtat (apartat I de la sec-
cio6 31),
sina -sinh(c/7) = sinh(a/i)

obtenim
a

sina = —.
c

[, fent el mateix a la igualtat (apartat 11 de la secci6 31),
cosa =sinf-cosh(a/i)
obtenim
cosa = sinf,

i per tant,
a+p=m/2.

La primera equaci6 de 111 esdevé identica, i per tant és certa a X, encara que
no hi determini res. De la segona

cosh(c/i) =cosh(a/i)-cosh(b/i)

que, per Taylor, es pot escriure com a
1+ Cz+ —(1+1“2+ )(1+1b2+ )
292 22 242 Y
deduim el teorema de Pitagores

c® = a* + b°.

54 Recordem quela Y de y és Y = e¥/! de maneraquelaIdeiése’! =e.
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Aquestes son les equacions fonamentals conegudes de la trigonometria plana
a XZ. Es troba a més (a partir de la secci6 32), a X, per I'area i el volum calculats
a 111, el mateix valor pg (base per altura, p té un significat diferent en cada
cas). En efecte,

area del rectangle =s= lim pisinh(q/i) = pgq,
i—oo
1 1
volumdel cilindre =V = lim (qu + Zp i sinh(2q/i)) =pq.
1—00

Tenim, a partir de 1v,
area del disc= () q = 1.111101027ri2(cosh(q/i) ~-1)=mqg°.
De vi1, 'esfera de radi g és
volum de l'esfera=V = iliglo(ﬂis sinh(2q/i) — 2mi® q) = %71 q°,

etc. Els teoremes enunciats al final de vi s6n evidentment certs sense condicions.

33 Recopilacié

Falta encara exposar (com hem enunciat a la secci6 32) quin és el significat
d’aquesta teoria.

L. Falta decidir si Z o algun S és el que té lloc a la realitat.

II. Totes les coses deduides de la hipotesi de la falsedat de ’axioma X1 (sem-
pre en el sentit de la secci6 32) s6n absolutament certes, i aixi, en aquest sentit,
no es basen sobre cap hipotesi. Hi ha, doncs, una trigonometria plana a priori,
en la qual quin és I'inic sistema cert resta desconegut, i per tant on romanen
desconegudes tnicament les magnituds absolutes en les expressions, pero on
un sol cas conegut fixaria evidentment tot el sistema. La trigonometria esferica,
contrariament, esta establerta de manera absoluta a la secci6 26.

(I tenim, a F, una geometria completament analoga a la geometria plana
de ).

I11. Si s’hagués establert que és el sistema X el que és valid, no restaria res
desconegut. Pero si s’hagués establert que el sistema Z no és valid, llavors (sec-
ci6 31), per exemple, donats de manera concreta els costats x, y i1’angle rectilini
que comprenen, és clar que seria impossible resoldre totalment el triangle, és
a dir, determinar a priori els altres angles i les relacions del tercer costat als dos
costats donats, a menys que no es determinin les quantitats X, Y. Per a aixo
caldria tenir sota una forma concreta alguna longitud a de la qual la seva A fos
coneguda. Llavors i seria la unitat natural de longitud (de la mateixa manera

97



que e és la base dels logaritmes naturals). Sil'existencia d’aquesta quantitat i
esta determinada, veurem com es pot construir, almenys amb una gran aproxi-
macio, a la practica.

IV. En el sentit explicat a 1 i 11, és evident que totes les coses de I'espai es
poden resoldre pel métode analitic modern (molt lloable, quan s'utilitza dins
de limits convenients).

V. Finalment, al lector benévol®® no li semblara inacceptable, en el cas que
sigui el sistema S, i no el sistema 2, el que és valid, que es pugui construir una
figura rectilinia igual a un cercle.

34 Construccio del'angle de parallelisme

Construcci6 34.1. Donat un punt D que no pertany a ﬁ\l, es demana cons-
truir®® l'angle que forma la parallela a AN per D amb la perpendicular DB
a AN.

Construccio. (Figura 12). Per D podem tracar DM ||| AN de la manera se-
glient.

D
C
z
40
A BS
Figura Q

Des del punt D tracem la perpendicular DB a AN; des de qualsevol punt A
de larecta AB tracem AC perpendicular a AN del mateix costat que D respecte
a AN i tracem finalment la perpendicular DC a AC. Tindrem un quadrilater de
Lambert (tres angles rectes) i sabem per la secci6 27 que

OCD:OAB=1:sing, (2)

on z és I'angle de parallelisme de BD. Per0 sinz no és > 1, i per tant AB no és
> DC. Per tant, un quadrant descrit a partir del centre Aa BAC, ambradi = DC

55 S’ha de ser benevol per acceptar la quadratura del cercle!
56 Ara i més endavant, construir vol dir anar trobant nous punts a partir dels coneguts amb
regle i compas.
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tindra un punt en comu amb BD que pot ser igual o diferent de B. Es a dir,
construim O com a interseccio de la circumferencia de centre Airadi AO = CD,
amb BD.

En el primer cas, en queé la intersecci6 és el punt B, tindrem un quadrilater
de Lambert on el costat superior és igual a la base. Aixd0 només passa a Z. En
aquest cas z = 7/2,i7/2 és, doncs, I'angle de parallelisme buscat.

En el segon cas, en que la intersecci6 de la circumferencia de centre A i
radi AO = CD amb BD és un punt O # B, pel teorema del sinus aplicat al trian-
gle A AOB (secci6 25), tenim

(OAO=0CD):OAB=1:sin AOB,

i per tant, per laigualtat (2), z = £ AOB. Hem construit, doncs, un angle, £ AOB,
igual a I’angle de parallelisme de DB, com voliem. O

35 Construccio del segment de parallelisme

Es tracta de construir 'invers de I'angle de parallelisme. Es a dir, donat un an-
gle, construir un segment que el tingui com a angle de parallelisme. Aix0 és
equivalent a '’enunciat segiient.

Construcci6 35.1. Si és el sistema S el que té lloc, podem, com segueix, tracar
una linia recta perpendicular a un costat d'un angle agut, i parallela a Ualtre.

|

Figura 18

Construcccié. Sigui®” AM L BC i suposem AB = AC suficientment petit per-
que, si tracem BN ||| AM, £ ABN sigui més gran que I'angle donat. Aixd sempre

57 Deles seccions 8119 (no la construcci6 de la tangent sin6 el fet que tota recta per un punt B
de I'horocicle, diferent de l'eix i la normal, el talla en un altre punt) es dedueix |'existéncia
d’aquesta recta. Només hem de tallar un costat de I’angle amb I’horocicle corresponent de I'al-
tre i tracar la mediatriu entre el vértex de I'angle i el punt de tall. Ara la construim efectivament.
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es pot fer, ja que per la férmula de I’angle del parallelisme, quan A s’acosta a B,
aquest angle tendeix a 7t/2, i superara, doncs, I'angle agut donat.

Tracem, a més, CP ||| AM (secci6 34), i siguin L NBG, £PCD iguals 'un i
'altre a 'angle donat, i en el mateix pla AMB. Llavors E} i @ es trobaran,;
en efecte, si BG (que cau per construccié a 'interior de £ NBC) talla CP en E,
es tindra (ja que BN = CP) LEBC < £LECB, i per tant EC < EB. Siguin EF =
EC,{EFR = £ECD i FS||| EP; FS caura dins la regi6 angular < BFR, ja que,
com que BN ||| CP, i per tant BN ||| EP i BN ||| FS, es tindra (ja que estem a S,
secci6 14) 4F_BN+ KlﬁjS <7m=AFBN+ £BFR. Per tant, ABF§ ABFR. Per
consegiient, FR talla EP en un cert punt X. Considerem sobre BG un punt D’
tal que ED’' = EX. Llavors els triangles AEFX i AED'C s6n congruents. En
particular, { EFX = £LECD’, i per tant D i D’ estan alineats, és a dir, C_D) talla
també EG. Podem suposar, doncs, que D és aquest punt de tall.

Sigui ara DG = DC i ADGT = £DCP = AGBN. Es tindra (pel fet de ser
CD GD) BN = GT = CP. Sigui K el punt on lhorocwle d’eix BN troba
BG que sabem que existeix per la secci6 19, i sigui KL un altre eix del ma-
teix horocicle. Es tindra BN = KL, i per tant { BKL = {BGL = ADCP. A més,
KL = CP, i per tant el triangle ACDK és isosceles, i aixi DC = DK. Per tant,
K =G,iGT]||| BN. Si ara construim la mediatriu HO de BG, s’haura construit,
per la secci6 8, la parallela a BN buscada. I1’angle donat és I'angle de paral-
lelisme de BH. 0

36 Construccid de la intersecci6 de rectes i plans

Construccio 36.1. Es demana trobar la interseccio de la semirecta a; amb el
pla MAB.

Construccio. (Figures 10 i R). Prenem CB perpendicular al pla MAB, BN

N

Figura R
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perpendicular (en el semipla BCP) a BC, i CQ||| BN (hem vist a la secci6 34
com es construeix I’angle de parallelisme); la interseccié de CP (si aquesta se-

mirecta cau dintre £ BCQ, i aquest és I'tinic motiu de construir CQ) amb E)V ,
al pla CBN, i per consegiient amb el pla M AB, es pot determinar. O

Construcci6 36.2. Es demana trobar la interseccié dels plans PCQ i MAB.

Construccié. Des d'un punt C de PCQ, construim la perpendicular CB al
pla M AB ila perpendicular CR al mateix pla PCQ. En el pla BCR, tracem BN

Figura S

perpendicular a BC i CS perpendicular a CR. D’aquesta manera BN sera una
recta del pla MAB, i CS del pla PCQ; i quan s’hagi trobat la interseccié de BN
i CS (si té lloc), la perpendicular tragada per aquesta interseccid, dins del pla
PCQ, a CS sera evidentment la intersecci6 dels plans MAB i PCQ. O]

37 Construccio dels punts de I'horocicle

Construcci6 37.1. Construir, sobre tota recta parallela a BN, un punt que per-
tany a l'horocicle d’eix BN.

Construccié.® (Figures 7 T). Sigui OM tal que OM ||| BN. Volem trobar un
punt A sobre OM tal que £ BAM = £ ABN. Per a aix0 construim (tal com hem
vist a la secci6 34), fora del pla que conté aquestes dues linies paralleles,* una
semirecta GT tal que GT ||| BN, i elegim G sobre aquesta semirecta de manera
que BGLGT, ifem GC = GB; construim també CP tal que CP||GT; considerem

58 Lexistencia del punt es dedueix de la secci6 5. Ara es tracta de construir-lo.
59 Es pot fer aquesta construcci6 sense sortir del pla, vegeu [6, p. 171].
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N Q
BI
D/
B
D
A
@)
Figura T

a continuacio el semipla que conté larecta GT i forma amb el semipla TGB un
angle igual al que fa amb aquest mateix semipla el semipla PC A (observem que
PCA és el pla que conté les dues parallels (transitivitat) PC i OM).

Busquem a continuacié (pel metode explicat a la secci6 36) la recta DQ in-
terseccio dels plans TGD i NBA, i tracem finalment la perpendicular des de B
fins a DQ; aquesta recta talla OM en el punt A g A que estem buscant.

En efecte, considerem ’horoesfera d’eix B’ N on B’ és qualsevol punt de BN.
Com que I'angle entre horocicles és 'angle entre els plans que determinen, els
triangles horociclics (i, per tant, euclidians) AB'D'G’' i AB'A'C’ tenen I'angle
en B’ comu i iguals els angles £ B'G'D' i £ B'C' A', i per tant s6n semblants.

Perd com que BG = GC també B'G' = C'C/, i per tant també B'D’' = D' A/,
que implica BD = DA. Per la propietat de la mediatriu (secci6 8) AM = BN i,
per tant, A pertany a I'horocicle d’eix BN. O

Es facil concloure de I'anterior, observant que els horocicles queden deter-
minats pels seus punts extrems (dos punts determinen un unic horocicle), que
podem trobar una quarta proporcional, o una mitjana proporcional, i execu-
tar d’aquesta manera a F, sense recorrer a ’axioma X1, totes les construccions
geometriques que es fan sobre el pla a X.%°

Aixi, per exemple, es pot dividir geometricament el cercle en un nombre
qualsevol de parts iguals, si se sap fer aquesta divisi6 a Z.

60 Ja sabiem que la geometria de 'horoesfera és euclidiana. Ara Bolyai remarca que les cons-
truccions que es poden fer en el pla euclidia es poden fer també a I’horoesfera. En els exemples
que dona cal trobar intersecci6 de plans a S, ja que cada horocicle és la interseccié de F amb
un pla, i pel resultat que acaba de donar, sap construir el punt corresponent sobre I'’horoesfera.
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38 Construccié deIn2
Construcci6 38.1. Es demana construir un segment de longitudIn?2.

Construccid. (Figura 14 i figura U). Construim I'angle { NBQ = %, i fem (per

lasecci6 35), aS, AM perpendicular a B—(j i parallelaa BN, i determinem (per la
secci6 37) el

N M
B A Q
x
I
FiguraU

punt I tal que IM = BN. Tindrem, denotant /A = x (secci6 28),
. T
X=1 :sm(g) =2,

i x estara construit geometricament.
Es a dir, hem construit x tal que et =2 ie. x=iln2. Siestem en una S
amb i = 1 hem construit In2. O

Podem també construir i aproximadament. En efecte, només hem de cons-
truir un angle £ NBQ tal que sin NBQ = 1/¢, ja que llavors

X=e""=1:sinNBQ=e,

que implica que x = i.

39 Suma d’angles de triangles mixtilinis
Proposici6 39.1. Dos triangles amb la mateixa base i amb el vértex oposat sobre

l'equidistant de la recta que passa pels punts mitjans dels altres dos costats tenen
la mateixa area i la mateixa suma d'angles.

103



Demostracio. (Figura 19). Si (en un pla) PQ i ST s6n equidistants a la rec-
ta M N (secci6 27),1 AB,CD s6n perpendiculars a M N i iguals, manifestament,
ADEC = ABEA; i aixi els angles (potser mixtilineals) L ECP, { EAT coincidi-
ran,®! i EC = EA. Si, a més, CF = AG® llavors AACF = ACAG, i cadascun
d’ells és la meitat del quadrilater FAGC.

K
H F

Figura 19

Si FAGC, HAGK s6n dos quadrilaters d’aquest tipus sobre AG, entre PQ i
ST;la seva equivaléncia (com a Euclides)® és evident, com també I’equivalén-
cia dels triangles A AGC, AAGH, amb la mateixa base AG i amb vértexs sobre
la linia PQ. Aixd demostra la primera part de la proposicié.

A més, LACF = LCAG,£GCQ = £CGA (igualtat que es podria enunciar
dient que angles alterns interns entre equidistants simetriques son iguals, figu-
raV)icomque L ACF+£{ACG+AGCQ =, tenim £ CAG+ £ ACG+£{CGA =T

61 Recordem que, pel lema de Gauss, nota 46 al peu de la pagina 85, els angles mixtilinis { DCF
i 4 BAG son rectes.
62 Hem vist ala pagina 76 que en un quadrilater de Lambert de base b, altura y i costat superior
z es compleix

sinh z = sinh b- cosh(y/i).

Com que un quadrilater de Saccheri de base b, altura y i costat superior z es divideix per la
meitat en dos quadrilaters de Lambert, la relacié entre els costats és

sinh(z/2) = sinh(b/2) - cosh(y/i).

Si, amb la notaci6 de la figura 19, baixem la perpendicular de F a M N i d’aquesta intersecci6
en diem F’, veiem que FF'DC és un quadrilater de Saccheri. Per tant, tant la longitud FC com
la longitud FC queden determinades per les longituds de F'D i CD. En particular, FC = AG
implica FC = AG.

63 Proposici6 35 dels Elements: «Parallelograms amb la mateixa base i continguts en les matei-
xes paral-leles son iguals». Aquii més endavant, I'equivaléncia de triangles es refereix a triangles
d’igual area. De manera que Bolyai esta demostrant que triangles amb la mateixa base i amb
el vertex oposat en 'equidistant a la recta que talla els altres dos costats del triangle en els seus
punts mitjans, tenen igual area.
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G
FiguraV

Hem demostrat, doncs, que en qualsevol triangle mixtilini AACG d’aquest
tipus, la suma dels seus tres angles és igual a 7.

Pero, tant si la recta AG coincideix amb AG (equidistant de M N) com si no,
els triangles rectilinis AAGC, A AGH tenen la mateixa suma dels seus angles.

C

Aw& ‘VG

Figura W

En efecte, si denotem amb «,  respectivament els angles en A i G entre el
segment AG il'equidistant AG tenim a+b+c+a+f=nt=a +b' +c' +a+p,
dona+b+c=a+b' +c. O

40 Triangles amb la mateixa area i un costat igual

Proposici6 40.1. Si dos triangles rectilinis tenen un costat igual i la mateixa
area, llavors tenen les sumes dels seus angles iguals.
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Demostracio. Considerem els triangles AABC i AABD. Tracem MN pels
punts mitjans de AC i BC i sigui PQ l'equidistant a MN que passa per C. Ob-
servem que llavors els punts A i B pertanyen a I'’equidistant de M N simétrica
de PQ, i aixi estem en les hipotesis de la secci6 39.

Figura 20

Veiem ara que el punt D, vertex del triangle AABD, esta sobre la linia ﬁ\é
En efecte, suposem primerament que BD talla MN en el punt E; prenem en
aquest cas F sobre BD amb la condici6 EF = EB; clarament F pertany a ﬁ(v),
i per tant (per la secci6 39), els triangles ABF i ABC (i per tant ABD) tenen
la mateixa area. Aix0 implica F = D i, per la secci6 39, la proposici6 queda
demostrada en aquest cas.

Si la semirecta BD no talla la recta MN , sigui C el punt on la perpendicular
en el punt mitja de AB talla PQ,%* i sigui GS = HT de manera que lalinia ST talli
BD prolongat en un cert punt K (la qual cosa, és evident, es pot fer com s’ha
vist a la secci6 4); sigui, a més, SR = SA, i denotem amb RO I'equidistanta ST
que passa per R. Observem que llavors els punts Ai B pertanyen a ’equidistant
de ST simétrica de RO, i aixi estem en les hipotesis de la secci6 39. El fet que el
triangle ara sigui isosceles és el que permet demostrar que B pertany a aquesta
equidistant.

Sigui O la intersecci6 de ﬁ( amb /}?(J); llavors (per la secci6 39) els trian-
gles AABR i AABO tenen la mateixa area, i aixi I'area del triangle A ABC seria
estrictament més gran que l'area del triangle AABD, contra la hipotesi. Per
tant, aquest cas (que BD no talli la recta M N) no es pot donar i la proposicié
queda demostrada. O

64 Pot canviar el triangle inicial per aquest nou ABC, que és isosceles, ja que per la seccié 39 té
la mateixa area i la mateixa suma d’angles que 'inicial.
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41 Areaidefecte

Proposici6 41.1. Triangles amb la mateixa area tenen la mateixa suma d’angles.

Demostracié. Siguin AABC, ADEF triangles amb la mateixa area. Tracem
larecta M N pels punts mitjans de AC i BC, ilarecta PQ pels punts mitjans de

L
G C/\K TH F 0
R S
P Q
M N
A B D E

Figura 21

DF i FE. Prenem I'equidistant RS a M N per C il'equidistant TO a PQ per F.

La perpendicular AG a RS sera o bé igual a la perpendicular DH a TO o
una d’elles, per exemple D H, sera la més gran. En cada cas, la circumferencia
de centre A i radi DF té amb RS algun punt K en comu (AK = DF), i per la
seccio 39, els triangles AABK, A ABC tenen la mateixa area.

Aixi, els triangles AABK i ADEF tenen la mateixa area i un costat igual,
i per tant (per la secci6 40) tenen la mateixa suma d’angles. I (per la secci6 39)
els triangles AABC i AABK també tenen la mateixa suma d’angles. Per tant,
la suma d’angles de AABC coincideix amb la suma d’angles de ADEF, com
voliem demostrar. O

Proposici6 41.2. AS, el reciproc de la proposicio 41.1 és cert.

Demostracio. En efecte, siguin AABC, ADEF dos triangles amb la mateixa
suma d’angles i construim un triangle A ABL amb la mateixa area que ADEF
(figura 21).

Aquests triangles tindran (pel que precedeix) igual suma d’angles, i per tant,
també la tindran els triangles AABC i AABL. Per tant,

£CAB+ A£ABC+ ABCA=ACAB+ ({LABC+ A£CBL)+ £BLC,

d’on
ABCL+ ABLC+ £CBL=Tt.

No obstant aix0 (per la secci6 31), la suma d’angles de qualsevol triangle,
a$, és <. Pertant, L = C,iel triangle A ABC té la mateixa area que AEDF. [
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42 DL areadepen linealment del defecte

Proposici6 42.1. Sigui u el suplementari de la suma d’'angles del triangle AABC,
iveldeltriangle ADEF. Llavors

AABC:ADEF=u:v.

Demostracio. En efecte,® si p és l'area de cadascun dels triangles AACG,
AGCH,

F

D K £E A G H B

Figura 22

HCB, DFK,KFE podrem escriure AABC=m-p,i ADEF=n-p.
Si denotem amb s la suma d’angles de qualsevol triangle equivalent a p tin-
drem
ms=(A+B+C)+(m-Dn=(mn-uw+(m-1m,

(jaque £LAGC + £LCGH =, etc.) equivalentment,

m—u=m-s—(m-1)n=mn—m(mt—s;)

i per tant,
u=m(mt—-2s).
Analogament,
v=n(m—2s).
Per tant,

AABC:ADEF=m:n=u:v.

65 Aquesta proposicié demostra que I’area no sols és una funcié del defecte, com s’ha vist a les
seccions anteriors, siné una funci6 lineal del defecte. Denotem amb A ABC I'area del triangle
AABC.
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Es evident que aquest argument es pot estendre facilment al cas d’incom-
mensurabilitat dels triangles AABC, ADEF. Aix0 prova la proposicio. O

De la mateixa manera es demostra que triangles sobre una esfera sén com
els excessos de les sumes dels seus angles per sobre de 7t.

Si dos angles d’'un triangle esferic son rectes, el tercer z sera I’excés en qiies-
ti6 i I'area sera proporcional a z. I quan z = 27 tindrem mitja esfera, és a dir,
una area igual a p?/7 (apartat vi de la secci6 32). Per tant,

2
z
area triangle esferic amb dos angles rectes = Py 5— ;
s

consegiientment, qualsevol triangle amb excés dels seus angles z és

2

N . .z
area triangle esferic = iz
47t

Aixi, doncs, a X, sobre una esfera de radi R,
area triangle esferic = zR?,

ias,
area triangle esferic = zi% sinh?(R/ ).

43 Areadel triangle i del cercle

Proposici6 43.1. AS, l'area d’'un triangle rectilini AABC d’angles «, B,y és do-
nada per
AABC =61,

on el defecte 6 és donat peré =m—(a+f+7).

Demostracié. Es suficient considerar el cas en que el triangle és rectangle.
Suposem, doncs, @ = £ BAC = 7t/2. Amb la notaci6 de la figura 15, pagina 79,
tenim u = LACB =vy,v = LABC = f, i quan fem tendir AB cap a 'infinit, amb
A fix, tenim, per la secci6 42, que

AABC:(t/2—u-v)

és constant. Pero al mateix temps AABC tendeixa BACN, i 7t/2 — u— v tendeix
a z, essent z el complementari de I’angle de parallelisme de AC (ja que, per la
secciod 1, v tendeix a 0 i u al’angle de parallelisme). Aixi,

BACN:z=AABC:(mt/2—-u-v)=BAC'N': 7.
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A més, manifestament, per la seccié 30 i 'apartat v de la secci6 32,
BDCN:BD'C'N'=r:r'=tanz:tanz’.

Pero si y' = AC' (sempre amb la notaci6 de la figura 15) tendeix a 0, amb A
fix, tenim que z’ també tendeix a 0, de manera que

tan z’
=1,

lim
y—0 Z/

ila figura BD'C' N’ tendeixa BAC'N'.
Conseglientment,

BDCN:BAC'N' =tanz:Z,

i en particular,
BDCN:BACN =tanz:z.

Pero, com hem vist a I'apartat v de la secci6 32,

BDCN =r-i=i’tanz;

per tant,
BACN = z-i?,
i com que
BACN :z=AABC:9,
tenim
AABC=46i*. O
Triangle ideal®

Es dedueix facilment d’aixo que, si OR ||| AM i RO ||| AB, I'area compresa entre
OR, ST, BC (que és, manifestament, el limit absolut de I’area dels triangles recti-

R M g

Figura X

66 Per triangle ideal ens referim a un triangle amb vertexs a l'infinit (angles zero).

110



linis creixent sense fi), és igual a la suma de les arees de dos triangles ideals
BAMiCAM

area=2(6i%) = 2(rt— (7t/2 + 0 + 0))i% = 7i?,

que coincideix, doncs, amb I'area del disc de radi horociclic i sobre una horo-
esfera, i. e. amb l’area euclidiana del disc de radi i.

Denotant aquest limit amb O, és a dir, 0 = 7ti%, hem vist a I'apartat vi de la
secci6 32 que (amb la notaci6 de la figura 15, pagina 79, o figura Y)

nrf=tan’z-0=C)r @PF =()s, z=m/2-TI(AC)

(recordem que r = 2isinh(s/2i) = itanz).

FiguraY

Aixi doncs, per trobar a S 'area del cercle de radi s, només hem de tracar
(figura Z) la perpendicular en el punt mitja del radi CD en un pla (o en el punt
mitja de ’horocicle corresponent), i construir les paralleles CN i DB a aquesta
recta per C i D, respectivament; construint llavors CA perpendicular a DB i
elevant llavors CM L CA es tindra z.
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Per tant, prenent un radi arbitrari de la linia L per unitat, es podra deter-
minar geometricament (seccié 37) tan? z, a partir de dues linies uniformes de la
mateixa curvatura (les quals, donades només els seus extrems i els seus eixos
construits, podran evidentment ser tractades com a rectes en la recerca de la
seva mesura comuna, i en aquest sentit considerades equivalents a rectes).

Quadratura del cercle

Observem que és molt facil construir un cercle d’area = 0, només hem de cons-
truir el segment de parallelisme de 7t/4. Diguem-li AC i suposem que té lon-
gitud y (figuraY). Tracem una perpendicular AB a AC per Ai tracem la paral-
lela CN a aquesta recta per C. Formara un angle de /4 amb AC. Trobem a
continuacio6 el punt D intersecci6 de AB amb I'horocicle per C d’eix CN (sec-
ci6 37). El disc deradi s = CD té area O.

Construim ara un quadrilater regular d’area = 1.

C

X

Figura 23
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Sigui L ABC = 7t/2,{BAC = /4, ACB = 1t/8 i BC = x. Es podra expres-
sar X (a partir de I'apartat 11 de la secci6 31) per simples arrels quadrades i (per
la secci6 37) construir-lo. Concretament, pel teorema del cosinus

cos(7t/8) = sin(7t/4) cosh(x/i),

és a dir,
cosh(x/i):X+—X_l= 1+§,
d’on
X= 1+§+ g

I coneixent X es podra determinar x (secci6 38, o també seccions 291 35). I
I'0ctuple del triangle A ABC és evidentment = [J, ja que

area del quadrat = 812 (71— (71/2 + 7t/4 + 11/8))) = T i°.

I per aixo0, un cercle pla es troba quadrat geomeétricament mitjangant una
figura rectilinia i de linies uniformes de la mateixa espécie (és a dir, linies equi-
valents a rectes quant a la seva comparacié entre elles). Un cercle deF esta pla-
nificat de la mateixa manera: llavors o U'axioma XI d’Euclides és cert o tenim la
quadratura geometrica del cercle, bé que res no decideix fins ara quina de les
dues proposicions té realment lloc.

Sempre que tan? z sigui un nombre enter o una fracci6 racional amb deno-
minador (després de la reducci6 a I'expressié més simple) un nombre primer
de la forma 2 + 1 (del qual 2 = 2° + 1 és un cas particular), o un producte de
tants nombres primers d’aquesta forma com es vulgui, on cadascun dels quals
(excepte el 2, que és I'tinic que pot entrar un nombre qualsevol de vegades) no
entra més que una sola vegada com a factor, es podra, per la teoria dels po-
ligons donada per Gauss (i per aquests valors de z inicament), construir una
figura rectilinia d’area tan®z-0 = Q.

Ja que la divisi6 de O (el teorema de la secci6 42 s’estén facilment a poligons
arbitraris), exigeix evidentment la particio de 7, el qual (com es pot demostrar)
no és possible geomeétricament més que sota les condicions precedents. Pero
en tots aquests casos el que precedeix condueix facilment a I’objectiu.

Per exemple si tan? z = 1/17, podem formar un triangle d’angles (construi-
bles) %—771, z 14—121—771, que tindra area 7% i = tan® z- 0.

I qualsevol figura rectilinia es pot transformar geometricament en un poli-
gon regular de 7 costats, si n és de la forma indicada per Gauss.

Faltaria encara, per completar enterament les nostres investigacions, de-
mostrar la impossibilitat de decidir (sense recorrer a alguna hipotesi) si és el
sistema Z o algun dels sistemes S (i quin) el que té lloc realment. Aixo és el que
reservarem per a una ocasié més favorable.
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